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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 

Von jeher hat die Mathematik maclitige Antricbe aus den engen Be- 
ziehungen gewonnen, welche zwischen den Problenicn und Methoden 
der Analysis und den anschaulichen Vorstellungen der Physik bestehen. 
Erst die letzten Jahrzehnte brachten eine Lockerung dieses Zusammen- 
hanges, indena sich die mathematische Forschung vielfach von ihren an- 
schaulichen Ausgangspunkten ablbste und insbesondere in der Analysis 
manchmal allzu ausschlieBlich urn Verfeinerung ihrer Methoden und 
Zuspitzung ihrer Begriffe bemiihte. So kommt es, daB viele Vertreter 
der Analysis das Bewufltsein der Zusammengehbrigkeit ihrer Wissen- 
schaft mit der Physik und anderen Gebieten verloren haben, wShrend 
auf der anderen Seite oft den Physikern das Verstandnis fiir die Pro- 
bleme und Methoden der Mathematiker, ja sogar fiir deren ganze 
Interessensphare und Sprache abhanden gekommen ist. Ohne Zweifel 
liegt in dieser Tendenz eine Bedrohung fiir die Wissenschaft uberhaupt; 
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist in Gefahr, sich 
weiter und weiter zu verksteln, zu versickern und auszutrocknen. Soli 
er diesem Geschick entgehen, so miissen wir einen guten Teil unserer 
KrSfte darauf richten, Getrenntes wieder zu vereinigen, indem wir unter 
zusammenfassenden Gesichtspunkten die inneren Zusammenhange der 
mannigfaltigen Tatsachen klarlegen. Nur so wird dem Lernenden eine 
wirklicne Beherrschung dcs Stoffes ermbglicht und dem Forscher der 
Boden fiir eine organische Weiterentwicklung bereitet. 

Diesem Ziele soli fur das Gebiet der mathematischen Physik das 
vorliegende Buch dienen. Es entwickelt mathematische Methoden, die 
im AnschluB an klassische physikalische Fragestellungen des 18. und 
19 . Jahrhunderts ausgebildet worden sind und sucht die gewonnenen 
Ergebnisse zu einheitlichen mathematischen Theorien auszugestalten. 
Vollstandigkeit erstreben wir nicht, hoffen aber doch, durch unsero. 
Darstellung den Zugang zu einem wichtigen und an den schdnsten 
Zusammenhangen reichen Gebiete zu erleichtern. Abgesehen von dem 
rein Methodischen enthSlt der vorliegende Band viele Einzclheiten, 
die auch dem Kenner neu sein diirften. 

Fiir den vorliegenden Band muB ich die Verantwortung allein 
iibemehmen, da Anlage und Einzelausfiihrungen zum grOBten Teil 
in meiner Hand lagen. Auch habe ich mir die Freiheit genommen, an 
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zahlreichen Stellen des Buches grdBere Abschnitte aub eigent'n Abhand- 
lungen mit geringen Veranderungen abzudrucken. Wenn ich trotzdem 
darauf bestanden babe, daB auch nach auBen bin die Aiitorschaft meines 
bochverehrten Lebrers, dCollegen und Frc.undes Hilbert mit zum Aus- 
druck kommt, so geschieht dies nicht nur im Hinblick auf das vielfach 
benutzte Material aus Hilbertschcn Abhandlungen und Vorlesungcn; 
vor alleip wiinscbe icb vielmebr damit zu betonen, daB die bier ver- 
tretenen wissenschaftlichen und padagogischen Bestrebungen Kinder 
der matbernatischen Geistesriebtung sind, welche fur immer mit Hilberts 
Namen verbunden bleiben wird. 

GSttingen, am 11. Februar 1924. 


R. COURANT. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 

In der zweiten Auflage ist die Anordnung des Stoffc-s im groBen 
beibebalten worden. Jedocb enthait die zweite Auflage gegeniiber der 
ersten in sebr vielen Einzelheiten Vereinfachungen und Erweiterungen, 
welche den inzwischen erzielten Fortschritten Rechnung tragen und 
zum Teil in dieser Form bisher nicht verSffentlicht sind. 

Ohne die selbstlose Mitarbeit meiner jiingeren Gdttinger Freunde 
ware die vorliegende Neugestaltung des Buches kaum mOglich gewesen. 
In erster Linie muB ich dabei neben Kurt Friedrichs, der schon 
Heifer bei der ersten Auflage gewesen ist, Fr. Rellich und R. LOne- 
BURG nennen. Ihnen verdankt diese Neuauflage sachlich viel mehr 
als durch Hinweise an einzelnen Stellen au^gedrbekt werden kann. 
Aber auch den Herren Fenchel, Weber und Wegner babe ich fiir 
ihre auBerordentlich wertvolle Hilfe bei der kritischen Durch.sicht 
des Manuskripts und der Korrektur herzlichen Dank zu sagen. 

Dber die Einzelheiten des behandelten Stoffes unterrichtet das 
ausfuhrbche Inhaltsverzeichnis. Fiir die Anordnung waren methodische, 
nicht stoffliche Gesichtspunkte mafigebend. Jedes Kapitcl bildet in 
gewissem Grade eine selbstandige Einheit und kann daher im wesent- 
bchen auch ohne Kenntnis der iibrigen gelesen werden. Ein au.s- 
fiihrliches Register erleichtert die Orientierung. Die Literatur- 
angaben, insbesondere die jedem Kapitel beigegebenen Literatur- 
verzeichnisse, machen keinerlei Anspntch auf .systeroatische Voll- 
standigkeit. 
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Das Erscheinen dieser zweiten Auflage legt mir mit verdoppelter 
Starke die Verpflichtung auf, den zweiten Band, mit dem zusammen 
dieser vorliegende erst ein abgeschlossenes Gauzes bilden wird, in Druck 
zu geben. Die VerzSgerung, welche die Fertigstellung dieses zweiten 
Bandes erfahren hat, ist begriindet durch meinen Wunsch, zunachst 
noch eine Reihe von dorthin gehdrigen Fragen vdllig zu klaren. Ich 
hoffe, das Ergebnis in kurzer Frist vorlegen und damit die VerzSgerung 
des Erscheinens rechtfertigen zu konnen. 

Gottingen, im Oktober 193O. 


R. COURANT. 
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Erstes Kapitel. 


Die Algebra der linearen Transformationen 
und quadratischen Formen. 

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem 
Bande beschaftigen werden, sind durch Analogic und innere Verwandt- 
sdiaft aufs engste mit der Theorie der linearen Transformationen und 
quadratischen Formen verkniipft; wir woUen daher dieses Gebiet ein- 
leitend in aller Kiirze unter den hier fiir uns wichtigen Gesichtspunkten 
diirchmustern, indem wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den 
bertihrten Fragen voraussetzen. 

§ 1, Lineare Gleichungen und lineare Transformationen. 

1 . Vektoren. Urn die bekannten Tatsachen der Theorie der line- 
aren Gleichungen kurz aussprechen zu kdnnen, ist es zweckmaBig, die 
einfachsten Bezeichnungen der Vektorrechnung heranzuziehen^. Ein 
System von n reellen Zahlen nennen wir einen n-dimensio- 

nalen Vektor Oder einen Vektor im Raume von n Dimensionen und be- 
zeichnen es kurz durch den entsprechenden deutschen Buchstaben 
Die Zahlen Xi = w) heiBen die Komponenten des Vektors 

Verschwinden alle Komponenten, so sprechen wir vom Vektor Null 
Oder vom Nullvektor^ Fiir n ^ 2 oder = 3 ist die einfachste geo- 
metrische Deutung eincs Vektors bekanntlich die als „Ortsvektor'\ 
der vom Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensy stems zum 
Funkte mit den rechtwinkligen Koordinaten %i fiihrt. Fiir ^ > 3 ver- 
sagt zwar die geometrische Anschauung; trotzdem bleibt eine geometri- 
sche Sprechweise der Natur der Sache angemessen. 

Sind zwei beliebige reelle Zahlen I und gegeben, so verstehen 
wir unter dem Vektor 2 j + = j denjenigen, dessen Komponenten 

sich linear aus den Komponenten Xi, von j und gemaB der Be- 
ziehung Zi =* + fiyi zusammensetzen. Hiermit ist insbesondere die 

Summe und die Differenz zweier Vektoren definiert. 

Als ,,inneres ProduM** {jl}) der Vektoren j und t) bezeichnen wir 
die Zahl 

(1) ilW == -f ^nVn = VlH H H = (9S)- 

^ Dabei handelt es sich ftir uns nur urn eine kurze Bezeichnungsweise, nicht 
abor um eine Darlegung der eigentlichen Vektoranalysis bzw. ihrer Verallgemeine- 
rungen auf n Dimensionen, in welcher die Frage nach gewissen Invarianten den 
Kernpunkt der Untersuchung bildet. 

Courant-Hilbert, Mathematisch© Physik L 2. Aufl. 1 
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Gelegentlicli benutzen wir fiir das innere Prodiikt {itj) auch die 
Bezeichnung Komponenie de$ Veklors 1} in baug auf jr oder wnge- 
kehrt. 

Verschwindet das innere Produkt so nennen wir j nnd l| 
senkrecht oder orthogonal zueinander; fur n=^2 nnd besitzt 

diese Ausdrucksweise unmittelbar anschauliche Bedeutnng. Eine be- 
sondere Rolle spielt das innere Produkt iVj =« (ff) =» eines Vektors 
mit sich selbst, welches wir als Norm des Vektors bezeichnen. Die 
positiv gerechnete Quadratwurzel aus nennen wir den Beirag oder 
die Lange des Vektors 5 und schreiben dafiir Ein Vektor 

von der Lange 1 heifit ein normierter Vektor oder ein Einheitsvektor. 

Fiir das innere Produkt (ab) von zwei Vektoren a =» (aj, 
und b = (ij, 6 J besteht folgende Ungleichheitsbeziehung: 

(ab)^^a®b® 


Oder ohne Benutzung von Vektoren: 



wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn die 
den proportional sind, also eine Beziehung la + fib ^0 besteht. 
Der Beweis dieser „Schwarz$chen Ungleichung**^ folgt aus der Be- 
merkung, daB die quadratische Gleichung 

2' K* + = x^^di+ 2x^ Uibi + ^ bf == 0 

^s»l i»»sl I"*'! 


fiir die Unbekannte x niemals zwei verschiedene reeUe Wurzeln haben 
kann, sondern, auBer im Falle der Proportionalitit der und 6 ^, nicht- 
reelle Wurzeln besitzen muB; die Schwarzsche Ungleichung ist die 
dieser Tatsache entsprechende Relation fiir die Diskriminante der 
quadratischen Gleichung. — Ein anderer Beweis der Schwarzschen Un- 
gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Identit^t: 

i-l t-1 \t-l - / 

Vektoren , . . . , heiBen voneinander linear unabMngig, wenn 
es unmSglich ist, Zahlen X„, die nicht alle Null sind, derart 

zu finden, daB die Vektorgleichung 

+ + ^mJm = 0 


besteht, d. h. daB die Komponenten des linker Hand stehenden Vektors 
samtlich verschwinden. Andemfalls nennen wir die Vektoren linear ab- 
hdngig. 


1 Diese Beziehung wird hbngens schon vor Schwarz von Cauchy benntet. 



§ 1. Lmeare Gleichungen und linear® Trausformationen. 




Im «-dimensioiialen Raunie bilden die n Vektoren c^, e^, . . e„, 
dercn Konipoiienten der Reihe nach dutch die GrdBen der Horizontal- 
reihen dcs Schemas 

1 0 ... 0 
0 1 ... 0 


0 0 . . . 1 


gegeben sind, ein System von « linear unabhangigen Vektoren. Denn 
bestande eine Beziehung + ••• + ^»c„ = 0, so wiirde 

dutch Multiplikation mit e*. wegen 4 = i , (c* e*) = Q){h -r- k), sofort 
~ 0 folgen. Wahrend es also gewiB Systeme von n linear unab- 
hangigen Vektoren gibt, muB zwischen « -j- I Vektoren Uj, . . ., u„^j 
stets mindestens eine lineare Gleichung mit nicht lauter verschwinden- 
den Koeffizienten : 

+ /‘„+<u„+i =0 

bestehen, da n homogene lineare Gleichungen 

1 


fur die n + 1 Unbekannten /^n m eine nicht triviale L 5 sung 

haben. (VgL Nr. 3*) 

2 . Orthogonale Vektorensysteme. Vollst 3 ,ndigkeit. Die obigen 

,,KoordinaienveMoren'* bilden ein spezielles System ,,ofthogonder Ein- 
keitsvektorm'\ Wir verstehen unter einem Einheitsvektor wie oben 
einen solchen vom Betrage 1 und nnter einem System von n ortho- 
gonalen Einheitsvektoren e^, e^, . , allgemein ein solches, das den 
Relationen : 

c| = l, {e«.e*) = 0 {h-+k) 


inr h, k — i , 2 , ...,n geniigt. Genau wie oben erkennt man, daB die 
n Vt'ktoren ej, e*, . . f„ voneinander linear unabhangig sind. 

1 st X. <iin bclicbiger Vektor, so muB wegen der Abhangigkeit von 
w + i Vektoren mit nicht samtlich verschwdndendcn Konstanten c eine 
Beziehung 

CoE - CjCi c„e„ =- 0 

gelten, wobei Cq wegen der Unabhangigkeit der nicht Null sein kann, 
mitldn gleich 1 genommen werden darf. Jeder Vektor 5 laBt sich dera- 
nach dutch ein .System von orthogonalen Einheitsvektoren in der Form 

(2) E = CiBi -f- ••• -1- c»e„ 

darstellen. Die Wcrte der Koeffizienten c^, die „Komponenten von e in 
bazug auf das System der c^, . . ., e„“, finden wir aus (2) dutch Multi- 
plikation mit den zu 

Ci = (Efi) • 

1* 
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Aus einem beliebigen System von m linear unabhSngigen Vektoren 
bj, .... ti„ kSnnen wir durch den folgenden Orihogonalisierungsprozcfi 
ein System von m orthogonalen Einheitsvektoren e^, . . c„ gewinnen. 

Wir setzen Cj = t)i/l bj | . Sodann w§hlen wir zwei nicht gleichzeitig ver- 
schwindende Zahlen c[, 4 so, daB c 5 ei + 4»3 orthogonal zu Cj. also 
4 + 4 (tiaei) = 0 wird. Wegen der linearen Unabhangigkeit von b, 
und bj, also auch von und ba ist der Vektor cjc, + 4 bs von Null 
verschieden; dutch Division mit seinem Betrag erhalten wir den zu Cj 
orthogonalen Einheitsvektor Cj. Weiter bestimmen wir drei nicht zn- 
gleich verschwindende Zahlen c", c'^, c'^ so, daB cJ'Pj -f* 4 bs + 
orthogonal zu Cj und Cai also c'( + 4^(t's^i) “ 0 + 4 (haCa) = d 

wird. Der Vektor c" Bj + 4 ^ ba + c'z bj ist wieder von Null verschieden 
und kann also normiert werden, wodurch wir 63 erhalten. Durch Fort- 
setzung dieses Verfahrens gelangen wir zu dem gewiinschten Ortho- 
gonalsystem. 

Fiir m<n sprechen wir von einem unvollstandigen, fiir m = n 
von einem voUstandigm orthogonalen System. Bezeichnen wir die Kom- 
ponenten eines Vektors y in bezug auf e^, . . ., wieder mit c^, . . . , c„, 
so folgt aus der selbstverstdndlichen Beziehung 

(E ~ bj bj • • • 0 , 

indem wir das Quadrat des Vektors auf der linken Seite nach auch hier 
giiltigen Regeln der Algebra ausrechnen, 

m m 

f — 2E^Ciei + f - + 0 

Oder 

m 

(3) 

wobei m^n und = (5 ej) ist. Fiir m = n gilt das Gleichheitszeichen : 

m 

(4) f = 

Die letzten beiden Relationen, welche den vektoriellen Ausdruck 
des pythagoreischen Lehrsatzes enthalten und fiir « : 3 unmittelbar 
anschauliche Bedeutung haben, pflegt man als die Besselsche Un- 
gleichung und die Vollstandigkeitsrelation zu bezeichnen. In der Tat be- 
sagt die Gleichung (4), wenn sie fiir jeden Vektor besteht, daB das 
gegebene Orthogonalsystem vollstdndig ist. Denn ( 4 ) kSnnte nicht fiir 
einen auf alien Vektoren . . ., e„ orthogonalen normierten Vektor 
gelten, und einen solchen miiBte es geben, wenn m<n wdre. 

Man kann iibrigens die Vollstandigkeitsrelation in die allgemeinere 
Form 

m 

(5) (EE0=,Zc<4 

setzen, die leicht aus der Orthogonalitat der e folgt. 



§ i, Linearc Gleichungen iind lineare Transformationen, 


5 


AHe diese algebraischen Beziehungen sind vorwiegend formaler Natiir* 
Sie gewinnen cine tiefere Bedeutung dadurch, daB sie sich, ohne trivial 
211 sein, in formal ganz ihniicher Weise bei transcendenten Problemen 
der Analysis wiederfinden. 

3* Lineaxe Transformationen, Matrizen. Durcb ein System von n 

linearen Gleichnngen 


<*11% + ^ia*2 + •• 
«21*1 + ^22^2 + •• 



■ ”t~ ^nn^n ” Vn 


mit gegebenen Koeffizienten wird jedem Wertsystem %, 

ein Wertsystem y^, yn eindeutig zugeordnet. Wir nennen diese 

Znordnung eine lineare Transformation des Wertsystems 

in das Wertsystem yiyjt, • • -tyn* kurz des Vektors j in den Vektor 

Der lineare Charakter der Transformation kommt darin zur Geltung, 

daB dem Vektor der Vektor entspricht. 

Das wichtigste bei linearen Transformationen anftretende Problem 
ist das ihrcr Umkehrung, mit anderen Worten: die Frage nach der 
Anfldsiing eines linearen Gleichungssystems, Die Antwort gibt der 
folgende Hauptsatz aus der Theorie der linearen Gleichnngen, dessen 
Bewcis wir als bekannt voranssetzen dhrfen: 

Das Gleichungssysiem 

^11^1 + = y^, 

^21% + ^22^2 “ y2 » 


+ **• 4 * ^nn^n = Vn > 

kurz 

(7) ’ 

besitzi bei gegebenen eniweder fur jeden willkurlich gegebenen Vektor t) 
eine und nur eine Ldsungj,, insbesondere die L&sung j == 0 /ur ^|= 0; 
Oder aber die homogenen Gleichungen, welche aus (7) fUr t) ^ 0 entstehen, 
weisen eine positive Anzahl Q ,,nichUriviaUr*\ d, h. vom NuUvektor ver- 
schiedener, voneinander linear mabhdngiger Ldsungen h, auf, 

die wir als normiert annehmen durfen. In diesem Fall hat auch das 
, dransponierte* * Gleichungssystem 

(8) (i-1, 

wobei a^i geseizt ist, genau Q linear unahhdngige, nichttriviale Ld- 
sungen , . . . , Fur diejenigen Vektor en und nur filr solche, welche den 
i> Relationen (Ijjl) (^fe) ^ genUgen, also zu %[, ...» 



6 I. Die Algebra der linearen Transformationcn und quadratischen Formcn. 

orthogonal sind, ist dann auch das unhomogene Gkichungssystem ( 7 ) 
lUsbar, wobei disse Ldsurtg nur bis aiif eine helicbige additiv hinzutretende 
LSsung dss homogenen Oleickmgssystcms bestimmt ist. 

Bei dieser Formulierung dcs Hauptsutzes ist die Bezugiiahnie auf 
die Determinantentheorio vermieden. Man braucht die Determinanten 
lediglich hinterher, um die Losung dc's Gleicliungssystenis durch cx- 
plizite Ausdriicke darzustellen, wie wir es sogleich tun werden. 

DasWesentliche an einer solchen linoaren Transformation wird durch 
das Koeffizientenschema oder die „Malrix" der Gleichungen ( 7 ): 




• ■ 


11 

p 

^ai 

1 * 


' • ^ 2*4 I 

mit der Determinante 



► * 



^12 * 

, - 

A = \a,i\ = 

1 ^21 

^22 * 

. . 


1 ^nl 


, . Cljifi 


gegeben. Gclegentlich ist es zweckmaBig, die Transformation selbst 
Oder, wie man auch abkiirzend sagt, den Tensor odet Operator mit eineni 
besonderen Buchstaben St zu bezeichnen. Die Elemente der Matrix A 
heiBen die Komponenten des Tensors. Wir kdnnen die lineare Trans- 
formation ( 7 ) als „MuUipUkation“ des Tensors St mit dem Vektor y 
auffassen und symbolisch in der Gestalt 

Sts - t) 

schreiben. 

VieleTatsachen der Jinearen Algebra" lessen sich besondersprdgnant 
ausdriicken, wenn man sie als Aussagen iiber Matrizen formuliert und 
sich dabei einiger als Matrizenkalkul bezeichneter einfacher Definitionen 
und Regeln bedient. Wir gelangen zuntlchst zum Begriff der Matrizen- 
multiplikation, indem wir den durch die obigen Gleichungen ( 7 ) zu 
transformierenden Vektor 5 seinerscits als Produkt eines zweiten Ten- 
sors i8 der Komponenten ba- mit einem Vektor in auffassen; es m6ge 
also y und to durch das lineare Gleichungssystem 

^biiWt = Xi (t = 1 n) 

mit der Matrix B = (kt) zusammenhangen, dann geht auch t) aus TO 
durch Multiplikation mit einem Tensor ® hervor. Die Matrix C von ® 
entsteht aus A und B nach den Regeln der „MairizenmuUipUkaiion‘‘: 

C^AB, 
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d. h, das Element ist das innere Produkt der Zeile von A uiid 

der Spalte von B: 

(10) <:,<■ = _ 2 !,’ {i. k — i, n) . 

i 1 

Den Tensor oder die Transformation ® nennen wir dahcr das innere 
Produkt Oder kurz das Produkt der Tcnsoren oder Transformationen 
und Indem wir von Jetzt ab die Tensoren stets durch die mit ihnen 
aquivalenten Matrizcn ersetzen, erkcnnen wdr, daB fiir die Produkt- 
bildung der Matrizen das assoziaiive Gesetz 

{AB)C^^A[BC) 

besteht, so daB das Produkt A^A^ - ^ • A^ eiiier beliebigen Anzahl von 
Matriz.en in fester Reihenfolge einen wohldcfinierten Sinn erhalt. Fur 
A I sss ^ A A schreiben wir dieses Produkt als JiAt Poicnz 

der Matrix /L Dagegen ist wohl zu beachten, daC das kommutative 
Gcsdz der Miiltiplikation im allgemeinen nicht gilt , so daB man zwischen 
einer vorderm und einer hinteren Multiplikation von A mit B zu unter- 
scheiden hat, wobei AB im allgemeinen von BA verschiedcn ist. SchlieB- 
lich definieren wir als die Matrix I A + //B diejenige, deren Komponen- 
ten “t- sind; als Matrix Null sinngemaB diejenige, deren Kom- 
ponenten s§.mtlich verschwinden^. t)brigens erkennt man unmittelbar 
das Bestehen des distributiven Gesetzes: 

{A +B)C^AC + BC, 


Fiir viele Zwecke ist es ndtig, die „EinheitS7natrix*' 

/I 0 ... 0^ 

0 i ... 0 




\0 0 


einzufilhren. Sic hat die Eigcnschaft, daB fur jede beliebige Matrix A 
die Gleichung: 

A E A ^ A 


besteht. Der Einheitsmatrix entspricht die identische Transformation, 
welche durch die Gleichungen: 

Xi = yi {i=\,...,n) 

gegeben wird. Die nullte Potenz jeder Matrix A setzen wir definitions- 
gemafi gleich der Einheitsmatrix: 

Ao = E. 


^ Beim Rcchnen mit Matrizcn ist cs nfltig zu beachten, daS aus einer Matrix- 
gleichung A B = {0) keineswegs das Verschwinden eines der beiden Faktoren 

A Oder B folgt, wic man an dem Beispiel ® “ (0 ?) 
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Mit der Definition der Potenz A’' eincr Matrix konnen wir anch 
Polynome definieren, deren Argument cine Matrix ist. 1st luimlich 

f[x) === <:i 0 4“ 

ein Polynom w-ten Grades in der Variabelii so wercloii wir diirth 
die Gleichung 

f{A) ciqE A “|-* * * • -p 

die Matrix f{A) als ganze rationale Funktion der Matrix A definieren. 
Die Definition einer Matrix als Funktion f{A) von A kann man anch 
gelegentlich auf FaUe ausdehnen, wo eine Darstellung dutch ein l^olynom 
nicht mehr mdglich ist. So z. B. wird man einc Matrix diirch die 
Gleichung 

+ ^ + f, 

definieren. Eine solche Reihe ist dabei so zu verstehen^ daB wir erst 
nur die Summe der ersten N Glieder zu nehmen und dann zu unter- 
suchen haben, ob jedes der Elemente der so entstehenden Matrix 
bei wachsendem N konvergiert; die aus den Grenzwerten gebildete 
Matrix gilt in diesem Falle als Wert der Reihe. In unserem speziellen 
Falle der Matrix findet, wie sich weiter unten zeigen wird, stets 
Konvergenz statt. 

Zu einer besonders wichtigen Relation zwischen Matrizen gelangt man, 
wenn man fiir die Funktion f{A) eine ,,geometri$che Reihe** w^hlt. Sei 

S^^E + A+A^+^^-+A^, 

Multiplizieren wir diese Definitionsgleichung fur mit A, so gelangen 
wir zu der Gleichung: 

S^A+E^S^ + A^^\ 

aus welcher 

S^{E ^ A) ^ E - A^^^^ 

folgt. Wenn nun bei wachsendem m die Matrix einem bestimmten 
Limes S zustrebt, A^^^ mithin gegen Null strebt, so erhalten wir fiir 
diese dutch die unendliche geometrische Reihe 

no 

5 = £ + A+^*H--- - 

V -0 

definierte Matrix S die Relation: 

S{E-A)=-E. 

Die Frage; wann eine unendliche geometrische oder, wie man sie 
gelegentlich nennt, Neumannsche Reihe von Matrizen konvergiert, 
werden wir im nachsten Paragraphen erOrtem. 

Mit Polynomen von Matrizen kann man ganz ahnlich operieren 
wie mit gewShnlichen Polynomen in *. Beispielsweise folgt aus einer 


A^ 
^ ~vl 
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Identitat zwischen zwei Polynomen in x die entsprechende Identitat fiir 
eine beliebige Matrix A. So entspricht etwa der Identitat 

+ 2 ^*^ + 3 -^ + 4 + 1 ) {x + 2 ) + ( 2 ^ + 2 ) 

die fiir jede Matrix A giiltige Relation 

,43 + AE - [A^ + E){A + 2E) + {2A + 2E ) , 

ebenso der Produktzerlegung 

f(x) ^ aQ + ^iX A + 

= ^mix — x^) (a; — a? 2 ) • • • (a; — x^) 

— %*o Xi, die NuUstellen des Polynomes f(x) sind — die 

Matrizengleichnng : 

f{A) =' aQE + a^A -f ... -f. a^A^^^ 

(-4 Xj^ E) (A x^ E) • * * (-4 Xjn E) , 
giiltig fur jede Matrix A. 

Man pflegt jeder Matrix A mit den Komponenten andere Ma- 
trizen zuzuordnen, wobei man fiir die Matrizenelemente auch komplexe 
Werte zuld.Bt. 1st die konjugiert komplexe Zahl zu a^j^, dann nennen 
wir A ^ [a]^) die konjugierte Matrix; ferner nennen wir die Matrix 
A^ « die aus A durch Vertauschung von entsprechenden Zeilen 
tmd Spaltcn entsteht, die zu A transponiertelAditnx; schlieBlich 4[* = 41' 
OSS die begkitende Matrix; diese letzte entsteht also durch tFber- 
gang zu konjugiert komplexen GrdBen und Vertauschung von Zeilen 
und Spalten. 

Es gilt stets die unmittelbar zu verifizierende Gleichung 

{ABy==B'A'. 

Eine Matrix, fiir welche 41 = 41' ist, heifit symmetrisch; eine reelle Matrix, 
fiir welche 

41^'=oE 

ist, heiBt orthogonal, und schlieBlich heiBt allgemein eine komplexe 

Matrix unitir, wenn 


Die Umkehrung der linearen Transformation (7) ist, wie die Deter- 
minantentheorie lehrt, dann und nur dann bei beliebigen mbglich, 
wenn die Determinante A = | «a| nicht verschwindet. In diesem Fall 
ist die Auflbsung eindeutig bestimmt und wird durch ein entsprechendes 
Gleichungssystem 

n 

( 11 ) 


(i = 1, 
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bewirkt. Dabei ist bekanntlich 

( 12 ) aik = * 

wenn Ai^ die zum Element gehbrige Unterdeterminante von A 
bedeutet. Die Matrix A = {Ui^) heiBt die zur Matrix A reziproke oder 
inverse Matrix und ist dadurch ausgezeichnet, daB 

AA = AA = E 

ist. Wir schreiben A~'‘- statt der eindeutig bestimmten Matrix A; 
die Determinante von A~'^ hat den Wert A ^ In der Sprache des 
Matrizenkalkiils kdnnen wir also die Aufldsung eines Gleichungssystems 
mit der Matrix A bei nicht verschwindender Determinante durch eine 
Matrix B = A' ^ charakterisieren, welche den Beziehungen : 

AB=^BA =E 

geniigt. 


4. Bilinearformen, quadratische und Hermitesche Formen. Znr 
ubersichtlichen Zusammenfassung der linearen Gleichungen (7) konnen 
wir die mit dem Gleichungssystem aquivalente, zur Matrix A gchdrige 
BUinearform beniitzen. Diese Bilinearform 


(13)' 


A (u, x) == '^Xi^UiXk 


entsteht, indem wir die au£ der linken Seite der Gleichungen ^7) stehen- 
den Linearformen in Xj, x„ mit unbestimmten GrdBen «i, . . 
multiplizieren und addieren; dadurch erhalten wir an SteUe des 
Gleichungssystems (7) die eine in den « identische Gleichung: 

(14) A{u.x) ===E(u,y) , 

n 

wobei E(u,y} =2ttiyi die Bilinearform der Einheitsmatrix oder die 

bilineare Einheitsform ist. Unter dem symbolischen ProduM xweier 
Bilinearformen A{u, x) und B{u,x) mit den Matrizen A und B versteht 
man die Bilinearform C{u,x) mit der Matrix C = AB', die Potenz 
A\u, x) bezeichnet man auch als die h*" iterierte Form. Die „reziproke 
Bilinearform" A~^{u, x) mit der Matrix A ' ^ kann nach den S3.tzen der 
Determinantentheorie in die Gestalt 

(15) A-i(«.x)-— 
gebracht werden, wobei 

I 0 I 


A(«, x) 


X, a 


11 




n 


’A<j|,X(% 
ioE-l 


^nn 


gesetzt ist. 


Xn X„i 
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Eiii besoncleres Inter esse bieten die symmetrischen linear en Tram- 
formaiiomn, welche diirch die Bedingung gekennzeichnet 

sind. Zu ihrer Untersuchung genugt die Betrachtnng der quadratischen 

Form 


■A {x,x) =^aaXiXH 

it k-^1 


{au = , 


weidie aus der Bilinearform entsteht, wenn man = % annimmt. 
Denn man erhalt aus einer quadratischen Form A [x, %) eine sym- 
metrische Bilinearform 

^ ^ A{X‘^UtX + u) -- A {XtX) - A '{Ut u) 

' — y- Wi " *1 


die man als die zur quadratischen Form A x) gehdrige Polarform be- 
zeichnet. 

n 

1st A{u,x) = eine beliebige nichtsymmetrische Bilinear- 

i, 

form (mit recllen Koeffizienten), so sind jedenfalls AA\u, x) und A* A {u, x) 
symmetrische Bilinearformen ; es ist n^mlich 


A'(u, x) 


A'Aiu, X) = y • 

1^1 'fl *■“! ' 

Man kann daher auch die quadratischen Formen bilden: 


AA'{x, x) 


i'A{x, *) 


Diese quadratischen Formen haben — als Sumnaen von Quadraten — 
die Eigenschaft, nur nichtnegative Werte anzunehmen. Quadratische 
Formen dieser Art heiBen positiv definite quadratische Formen. 

Eine fiir viele Zwecke wichtige Verallgemeinerung der quadratischen 
F'ormen bilden die Hcrmiteschen Formen. Es sind dies Bihnearfonnen 

n 

Aiu,x) 

i,t=i 

bei welchen die Koeffizienten komplexe Werte haben diirfen imd 
der Relation 
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unterworfen sind. Eine Hermitcsche Form nimmt also reolle Wrrte 
an. wenn die Variable Mi konjugiert komplex zu gewahlt wird. Man 
pflegt dann die Hermitesche Form in der Gestalt 


5) = T ~ Z 


zu schreiben. 

Einer beliebigen Bdinearform 


A{u,x) — yauttiXic 

i, 


mit komplexen Koeffizienten entsprechen wiederum Hermitesche 


Formen : 


AA*{x,i^ == AA'{x,'^ 


n 

= Y 
£Si 


n 

2’ i 

I 


I* 


und ebenso 


A*A {x, x) = A'A(x, x)—^ 


ii-l 






Wenn man in einer Bdinearform 

n 

A(x,y) — 

die Variablen zwei Transformationen 

It w 

Xi Ca Ct and yi nn 

mit den Matrizen C und B unterwirft, so wird 


A[x,y) —^(kiXiVi — 'yaijtCijbiiCjrii 

i, T=i 

n n 

—^HPn fi Vi> • 

j, 

Es entsteht also aus A eine transformierte Bilinearform mit der Matrix 


— C'AB , 

deren Determinante nach dem Determinantenmultiplikationssatz gleich 
ABF ist. Liegt spezieU eine quadratische Form 

n 

K[x,x) ~ 

p, «”i 

mit der S5nnmetrischen Matrix K = {kp^) und der Determinante 
K = l*p,| vor, so ist C = B zu setzen, und bei der Transformation 
der Variabeln x entsteht die symmetrische Matrix C'KC mit der 
Determinante Kf*. 
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5, Orthogonale und unitare Transformationen. Wir stellen uns 

nun die Aufgabc, lineare Transformationen 2 

(!6) ^p{y) (^ = 1; n) 

mit der Matrix L = und der Determinante A aufzustellen, 

welche ,, orthogonal'* sind, d. h. die quadraiische Einheitsform 

E{x.x)=^Z4 

JP-l 

in sich iiberfuhren, also identisch in den y-p die Relation 

(17) E{x,x) = E{y,y) 
erfiillen. 

Die Forderung (17) liefert durch Anwendung unserer Transforma- 
tionsregeln auf die quadratische Form A{x, x) ^ E{x, x) als not- 
wendige und liinrcichende Bedingung fur die Orthogonalitat der Trans- 
formation S die Gleichungen 

(18) UEL = L'L - ir=: E; i'= 

es stimmt also die transponierte Matrix einer orthogonalen Transforma- 
tion mit deren rcziproker Matrix iiberein, so daB die Gleichungen (16) 
aufgehkst werden durch das gleichfalls orthogonale System 

09) 

q-l 

Wir sehen also, daB die orthogonalen Transformationen durch die 
schon auf S. 9 definierten orthogonalen Matrizen geliefert werden. Aus- 
fuhrlich geschrieben lauten die Bedingungen fur die Orthogonality: 


n n 


(20) 


H 

11 

o 

iq^P) 

bzw. 

(21) 

i 

II 

Vsml 

i^^P)- 


Durch Ubergangzu denDeterminanten ersieht man zunachst aus (18), 
daB A* = 1, also die Determinante einer orthogonalen Transformation 
gleich + 1 Oder — 1 ist ; weiter, daB die Determinante einer beliebigen 
quadratischen Form invariant gegen orthogonale Transformationen ist. 

Die aus (18) fiir die Matrizen A,B und L zweier beliebiger Bilinear- 
formen und einer orthogonalen Transformation folgende Relation 
L'[AB)L {L'AL){UBL) lehrt, daB man ein symbolisches Produkt 
quadratischer Formen durch orthogonale Transformation jedes einzelnen 
Faktors orthogonal transformieren kann. Hieraus ergibt sich ins- 
besondere, daB die Orthogonaltransformierten zweier reziproker Formen 
wieder reziprok sind. 
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Die Verallgemeinerung der letxten Betrachtnngen atif Heniiiti’sclu^ 
Formen 

H{x,x) 

fiihrt auf die wiit&Y$n Tmnsformattonen, Uiiicr ciner Iiaiis- 

formation ^ 

^ "X”* / t 




verstehen wir eine solche Transformation (mit koraplexen Ktieffizit-nten 
ipj),welche die Hermitesche Einheitsform: 


2:1 

pm>X 


n 

^ V 

J mmKi 

p^t 


Xp Xp 


wieder in die Einheitsform iiberfuhrt, fur welclie also 


p«ml p 1 

wird. Genau wie oben gewinnt man ais notwendige und hinreichencle 
Bedingung fur den unitaren Charakter der Xransfonnution mit <i( r 
Matrix L die Matrixgleichung; 

LL* =-L*L=^E. 


wobei L* = U die begleitende Matrix zu L ist. L mnB also nach S, 9 
eine unitare Matrix sein, Ausfiihrlich geschrieben lauteu die Unitariietts- 
bedingungen: 

( 22 ) 

y«»l 

bzw, 

(23) 

Vwl 

Tie Determinante einer unitaren Transformation besitzt den ab- 
soluten Betrag 1, wie man ebenfaJls aus der Gleichung LL*r= E snfort 
erkennt. 


§ 2 . Lineare Transformationen mit linearem Parameter, 

Bei vielen Problemen tritt das Gleichungssystem der linoaren Trans- 
formation in der folgenden Form auf: 

(24) Xi-XytaXM = yi (*■=•• i «)- 

fcwl 

wobei X ein (auch komplexer Werte fSbiger) Parameter ist. Die zu- 
gehdrige Bilinearform lautet E{u, x) — XT{u, x) , wobei T{u,x) die 
Matrix T= {ii^) besitzt. Die AuflSsung dieses Gleichungssystems ist 
gemaJB dem vorigen Paragraphen Equivalent mit dem Aufsucbcn der 
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IS 

reziprokeii Bilinearforin A’(m, y;X) mit tier Matrix R, fiir die die Glei- 
chung {E — E bcsteht. Wir wissen, daB diese reziproke Matrix 

stets dann und nur dann existiert, wenn die Determinante \E — IT \ 
von Null verschieden ist. Da diese Determinante eine ganze rationale 
Funktion in A von hdchstens m**-'™ Grade ist, so kann es nur endlich viele 
WerteA, namlich die NuIIstellen A* dieser ganzen rationalen Funktion, 
geben, fiir welche die reziproke Form R nicht existiert. Diese Werte A,, 
die „Eigenwcrte“ von T in bezug auf die Matrix E , bUden das so- 
genannte Spekirum der Matrix T. (Man bezeichnet auch oft die Ge- 
samtheit dcr Werte x,=l/A(, fiir die keine Reziproke von xE — T 
existiert, als Spektrum.) 

Die Gleichungen (24) legen durch ihren besonderen Bau den Ge- 
danken nahe, ihre Aufldsung durch fortgesetzte Approximation zu ver- 
suchen, indem man in der Gleichung 

n 

Xi =r-. y. -1- 

ibial 

fiir die GrdBen % wieder 

n 

Vi + 

i-i 

einsetzt und so fortfihrt. Am iibersichtlichsten gestaltet sich dieses- 
Verfahren an Hand der Relation i? = £ + A Ti?, aus welcher wir der 
Reihe nach erhaltcn: 

R =--=£ + AJi? = £■ + AT + A^^PR 
= R + Ar + A^P + A9r®R= 

Falls das Verfahren konvergiert, gelangen wir so zu einem Ausdruck 
fiir R durch eine unendliche Reihe: 

R«=R + Ar + A*T* + A3P+ 

welche -- ihre Konvergenz vorausgcsetzt — tatsachlich die reziproke 
Matrix von R — A T darstellt. Um dies einzusehen, brauchen wir die 
Reihe nur mit E — XT zu multiplizieren und dabei zu beachten, daB 
sich unsere symbolische Multiplikation im Falle der Konvergenz glied- 
wei.se ausfiihren EBt. Es ist unmittelbar klar, daB die Darstellung 
R = (R-Ar)-^ = R + Ar + A2P+ ••• 

formal vollstindig mit der gewbhnlichen geometrischen Reihe iiber- 
einstimmen muB. (Vgl. hierzu die Ausfiihrungen auf S. 8, wo wir ledig- 
lich A --XT zii setzen haben, um zu einer formalen tfbereinstimmung 
zu gelangen.) 

Stellen wir unser urspriingliches Gleichungssystem statt dutch 
Matiizen dutch die zu ihnen gehSrigen Bilinearformen in der Gestalt. 

R(«, x)-XT(u, x) = E(u, y) 
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dar, so kSnnen wir die Aufldsung sofort in 

Gestalt: ^ 

E{u, y) + ;iT(«, y; X) 

schreiben, wenn wir 

T(m. y;A)== T + XT^ + X'‘T^+ •• 


der dazu v6llig synimotrischen 
E{u, x) 

_ i?(K, y; A) ~ E{u, v) 


setzen. Man nennt die Form T die Resolvenie von T. 

Die Konvergenz der obigen „N eumannschen Rdhen" fiir R bzw. T 
bei hinreichend kleinem i/| ist leicht zu bewcisen. 

Bedeutet M eine obere Schranke fiir die Absolut bei rSge der Zalikm 
ta , so ergeben sich fiir die AbsolutbetrSge der Koeffizienten der Formen 
r®, T*, . . T* sofort die Schranken ‘iV*. Wir 

erhalten also in 

(M + XnM^ + X^n^M^+ + ••• + |M«|)(l.Vii+ -i- !.v„|) 

eine Majorante der Neumannschen Reihe. Dieso Majorante ist aber 
fiir sicher konvergent. Bei hinreichend klcinen Wert en von X 

konvergiert also auch die Neumannsche Reihe und stdlt wirklich die 
Resolvente von T{u,x) dar^. 

Nebenbei bemerkt zeigt unsere eben durchgefiihrte Absehatzting, 
daB wir in jede bestandig konvergente Potenzreihe f{x) ^ 

1 Die Konvergenz der liier aufgestellten Majorante wird offenbar bci xu- 
netxmendem n immer schlechter. Es sei jedoch daranf bingewiesea, da0 man 
dutch eine kleine Verfeinerong leicht eine von n unabhhngige and daher 
auch bei den Verallgemeinerungen auf unendlich viel Variable brauchbare 
Abschatzung der Konvergenzgrenze linden kann* Wir bezeichnen die Element e 

der Matrix mit 4* und setzen 2 1 ^55 1 ^ 1st dann M eine Schranke fur 

a«wl 

samtliche n Gr5Ben Sp , dann wird, vde wir durch vollstandige Induktion zeigen 
wollen, 214^? dann erst reclit 

far p, und jedes r. Hieraus erkennt man ohne weiteres, daB 

i 

unsere Neumannsche Reihe ftlr M 1 < jjj konvergiert* Wir haben damit eine 

Schranke gewonnen, in welcher die Anzahl n nicht mehr explicit vorktwnmt. 

Urn nun die obige Ungleichung far ein beliebiges r zu beweisen, ntfhmen wir 
sie far den Index — l als bewiesen an. Es wird dann: 



Da die Ungleichung far 5 ^ « i feststeht* ist sie damit far jeden beliebigen Index r 
bewiesen. 
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eine beliebige Matrix .4 einsctzon diirfen und dadurch eine neue Matrix 

f(A) erhalten. Speziell existiert also stets die Matrix 

Wahrend der gewonnene Ausdruck fiir i? bzw. T nur fur hinreichend 
kleine jA; konvergiert, erhalten wir durch die Formel (15) des vorigen 
Paragraplien einen Ausdruck fiir die reziproke Form oder Matrix 
R =: (E — AT) \ der auch auBerhalb des Konvergenzbereichs einen 
Sinn behcilt, Identifizieren wir namlich die Form E — XT mit der 
Form A {u, x ) , so erhalten wir fiir die reziproke Form sofort den Aus- 
druck: 4f . U 

und fur die Resolvente T den Ausdruck: 


wobei 


und 


T {it, y 

:A)-- 

A{u,y,}.) 

- y F(m, y). 


0 



l(w,y; A) == 

>’1 1 

— -'A/ji . . 



Vn 

— AiJ^ii . . 




1 A^ij^ 

— Ajfj^2 • • 

. A/i„ 

/1(A) = 

— A/^i 

1.^ 

1 

. 

. 



— -A^nl 

— “ A 2 • • 



ganze rationale Funktionen (n — bzw. Grades von A sind. Die 
Nullstellen des Pol 3 moms A (A) bildcn also das oben definierte Spektrum 
der Form T, d. h. die Gesamtheit derjenigen Werte von A, fiir welche 
die Form E --- IT keine Reziproke besitzt. 

Dutch die Formel 

r + Ar** + y) 

wird die links stehonde ihrer Natur nach noch nicht nnmittelbar zu 
ubersehende und nicht fiir alle Werte von X konvergierende Reihe ana- 
lytisch in die ganze A-Ebene fortgesetzt. Die reziproke Form R, ebenso 
wie die Resfdvente T, ist eine rationale Funktion von X, deren Pole 
durch das Spektrum der Form T gebildet werden. 

Entwickeln wir die Determinanten A{u,y', X) und A (A) entsprechend 
den Regeln der Determinantentheorie nach Potenzen von X , so erhalten 
wir die Ausdriicke 

A {u, y; X) ■■= Ai(u, y) — XA^{u, y) + X^A^{u, y) — ■ • • 
d(A)==1 -AzIl + AM* + (-!)» A»4, 

Courant-Hiibert, Mathematische Physik I. 2. AufU 


2 
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■wobei 


und 



0 

«p. • • • 



y?! 

h%pi • ' • 

^PiPh 

i 


hhpi • ‘ • 

^phph 



hxVt • • 

^PiPh 


htPx 


^P%Ph 


^PhPi 

^Php% * * 



gesetzt ist. Summiert wird hierbei fiber alle ganzzaliligen Pi, Pz, • • - .Ph 
von 1 bis M mit pi<ps < ’ • ' < Pit- 


Vielfach ist es vorteilhaft, statt des Parameters X den reziproken 
Wert x = ifX einzuffihren. Man betrachtet dann zweckm&Bigerweise die 
Form y.E —T, mit der Determinante 


T-I 

1 

a 

-^1* 


-hi 

X 1^22 “ • • 

t 


1 

^ ^nn 


einer ganzen rationalen Funktion Grades von x, deren Null- 
stellen die reziproken Werte der Nullstellen von A (it) , d. h. 

der Eigenwerte von T sind. Ffir die reziproke Form [xE — T)"'-, 
welche ffir aJle von x^ verschiedenen Werte von x existiert, 

ergibt sich die bei hinreichend grofien Werten von j x [ gfiltige Neu- 


mannsche Entwicklung: 

[xE-T]-^ 


. . + + - + 


Aus dieser Entwicklung kSnnen wir eine bemerkenswerte Folgerung 
Ziehen. Da die linke Seite nach dem Vorangehenden eine rationale 
Funktion von x mit dem Nenner 93 (x) ist, so muB 93 (x) (xE — T) * eine 
Form sein, die ganz und rational in x wird, deren Entwicklung nach x 
also keine negativen Potenzen mehr enthalten darf. Multiplizieren wir 
demgemaB die obige Gleicbung mit (p{x) == ix” + Cix" ■* + •••_+ ««. 
so muB rechts ein Ausdruck entstehen, in welchem alle Koeffizienten 
negativer Potenzen von x verschwinden. Der Koeffizient von ist 

nun, wie man sofort erkennt, gerade der Ausdruck T" 4 - * H H Cn , 

und wir gelangen also zu dem folgenden von Cayley herrflhrenden 
Satz: Ist (p{x) die Determimnte von xE — T, so gilt fUr die Matrix T 
die Relation: ^ 


Eine andere wichtige Tatsache fiber das in den charakteristischen 
Zahlen x„ geschriebene Spektrum drfickt der folgende Satz aus; 
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Sind • . . » Xfi die zu einer Matrix T gehorigen charakteristischen 
Zahkn und ist g[x) irgcndeine ganzc rationale Funktion von x, so gehdren 
zu der Matrix g{T) die charakteristischen Zahlen g(xi), gix^) , . • 

Zum Beweise gehen wir von der in T identisch bestehenden Relation: 

\>cE - ri = = 77 {h - X.) 

yx-1 

aiis. Unscr Zie! ist die Relation: 

■y.E-g{T)\=^[J{x-gM). 

V -1 

Es sei zunachst h{x) eine beliebige ganze rationale Funktion vom Grade 
f, die mit Hilfe ihrer Nullsteilen x^, . . Xj,in der Form: 

}!{x) =afj {x-x^) 

t! -1 

dargestellt scin m5ge. Fiir eine beliebige Matrix T gilt dann die Identitat : 
h{T)^afj{T^x,E). 

Durch 0bergang zu den Determinanten entsteht: 

,A(r), \T-x,E\ = (-ir a-n\x,E - T\ 

e I, £>•“! 

“ (— !)"’■«" 77 9’ w == 77(77 ~ 

i»-l ff-l \r=.l 

- (-• i)«q-i)«^<i»77(77K - =^]jhM. 

\ 4)«1 / 

Setzen wir nunmehr fiir h{T) die Funktion xE ~-g{T), so erhalten wir 
unnnittelbar die gesuchte Gleichung 

\xE-g{T)\^]J{x- g(x,.)). 

§ 3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen und 
Hermiteschen Formen. 

Ein besonders wichtiges Kapitel der Algebra ist die Theorie der 

n 

linearen Transformation einer quadratischen Form K{x, x) 
in die Gestalt; ^ p. 4-^1 

K (x, x) = Xp 3^ , 

p-i 

d. h. also in eine Gestalt, bei welcher' die verschiedenen Variabeln 
voneinander getrennt lediglich als Quadrate auitreten. Vor allem 

2* 
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interessiert uns das Problem, die Transformation der quadratischen 
Form K [x, x) in diese Gestalt durch eine orthogonale Transformation 

n 

^ ^ ^piy) 

zii bewerksteUigen. Dieses Problem, auf welches man in der Geometrie, 
der Mechanik und der Schwingungstheoric haufig geftihrt wird, heiBt 
das Hauptachsenproblem, die fragliche lineare Transformation die Bauft- 
achsentransformation. 

1. Die Durchfuhrung der Hauptachsentransformation auf Grund 
eines Maximumprinzips, Jetzt wollen wir uns davon uberzeugen, daB 
fur eine vorgelegte quadratische Form K (x, x) stets eine Hauptachsen- 
transformation mdglich ist, Dabei stiitzen wir uhs auf die Tatsache, 
daB eine stetige Funktion von mehreren auf einen beschrtokten abge- 
schlossenen Bereich eingeschrankten Variablen in diesem Bereich 
einen grdBten Wert annimmt. {Satz von Weierstrasz.) ^ 

DemgemaB gibt es einen Einheitsvektor mit den Komponenten 
hif • • hn derart, daB K{Xf x) fiir x-^ = ^n^hn den grdB- 

ten unter der Nebenbedingung 

(25) 

p 1 

moglichen Wert xj erhalt. Geometrisch wird durch den Vektor ein 
Punkt auf der „EinheitskugeT' (25) bestimmt, der zugleich auf einer 
Flache aus der Schar der ZentraJflachen zweiten Grades K{x, x) — konst, 
liegt, welche die Einheitskugel berfihrt. 

Femer existiert ein zu Ij orthogonaler Einheitsvektor mit den 
Komponenten . . , , derart, dafi K{x, x) fiir == 
den groBten Wert annimmt, der bei Hinzufiigung der Bedingung 

(26) ^lipXp — 0 

a?*-i 

zu (25) mdglich ist. Auch bier ist einleuchtend, daB sich fiir das Schnitt- 
gebilde der Einheitskugel mit der zu orthogonalen „Ebene'* ( 26 ) das- 

1 Man kann die Hauptachsentransformation sehr leicht auch direkt alge- 
braisch durchftihren, indem man nach einer orthogonalen Matrix L fragt, so 
dal3 UKL:ss:D eine Diagonalmatnx mxt den Diagonalelementcn 

?<;„wird. Aus KLzssLD ergeben sich fiir die TransformationsgrdBen 
die Gleichungen 

aus welchen sich zunUchst die als Wurzeln der sp^ter aufgestellten Glei- 
chung (30) und sodann auf Grund einfacher algebraischer tlborlegungen ein 
orthogonales System von Grdfien ergibt. — Der oben im Text durch- 
gefiihrte Weg hat gegentiber dem algebraischen den fiir uns sp^ter wichtigen 
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selbe Problem 15sen laBt, das durch fur die ganze Einheitskugel er- 
ledigt wird. 

Weiter gibt es einen solchen zu und Ig orthogonalen Einheits- 
vektor I 3 mit den Komponenten % = ^ 

seinem Endpimkt den grdBten unter den Nebenbedingungen (25), (26) und 

(27) ^ ~ ^ 

moglichen Wert annimmt. Indem wir so fortfahren, gelangen wir 
zu einem System von n zueinander orthogonalen Vektoren , . . . , 
in, die wir als ,,Hauptachsenvekioren'* Oder .yEigenvektoren** 
bczeichnen und deren Komponenten wegen (21) eine orthogonale 
Transformation 

(28) % “ ^ hpy^ (/> = !, . . . , h) 


definieren, welche, wie wir behaupten, unsere Aufgabe 15st. 

Da die Gleichungen (28) aufgeldst warden durch 

(29) = = ■■■, »). 

«~1 


so ist die Gleichung s — Ip gleichbedeutend mit = 1 , = 0 fiir 

q \ -p. Insbesondere wird also das Maximum x-y angenommen fiir 
yj = t, yj — 0, . . yn = 0, so daB in der transformierten Form 

n 

C (y. y) = 2j ^^vqVvyq = *) 

der erste Koeffizient = xx wird. Es ist dann die Form 
H{y, y) =- 2" Kqypy^ = C (y, y) - (yfH h y^ 


positiver Werte nicht fahig. Denn zufolge der Maximumseigenschaft 

n n 

gilt dies jedenfalls unter der Bedingung = 2yp — gewiB, 

P“i p~i 

wenn wir y^ durdx ersetzen; dann aber folgt allgemein H{y, y) ^0 

durch Multiplikation mit KSme nun yj noch in H{y,y) vor, 

w§.re etwa h-i^ — h^x von Null verschieden, so wiirde sich fiir 


der Wert 


yi=i. y2 = e, y3=...=y„=:0 

— e(2A^2 “b ^ 22 ®) 


von H(y, y) ergeben, der durch geeignete Wahl von e wieder positiv 
gemacht warden kSnnte. 

Damit ist gezeigt, daB K{x, x) nach der Transformation die Gestalt 

c(y.y) = «iyi + C'liy.y) 
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besitzt, worin {y, y) cine qnadratischo Form der « — i Variablen 
. . M becleutet. Bei der Nebenbedingimg Vi —0 wird also die 
transformierte Form gleich Ct(y, y), imd wir konnen nunmehr genau so 
weitersdiliefien, daB C^iy, y) die Gestalt x^yi + C 2 (y, y) hat» wobei 
C^iy, y) nur noch von den n— 2 Variablen abliiingt, usw. 

Damit ist die Mdglichkeit einer Hanptach sen transformation 

n n n n 

^ ^ ^pyp * w ^ ^ yj» 

P,q^l p- i p^l 

vollstandig dargetan. Man hatte iibrigens beim Beweise ebenso gut von 
einem entspreclienden Minimumproblem ausgehen, d. h. das Minimum 
von K{x, x) bei der Nebenbedingung E{x, %) = 1 suchen kdnnen und 
ware dann in umgekebrter Reihenfolge zu den GrSBen ge- 

langt. Auch kdnnte man K{x, x) konstant halten und die Maxima bzw. 
Minima von E{x, x) suchen. Dann wiirde man die reziproken GroBcn 
zu den xi erhalten. 

2. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte. Wir wollen zeigen, 
dafi die in Nr. 1 als sukzessive Maxima definierten Werte mit den 
auf S. 18 eingefiihrten charakteristischen Zahlen identisch sind. 

Die Gleichung 

(p [x) — (x — Xj) (x — Xg) • • • (x — x^) 0 

fur die charakteristischen Zahlen kann man in der Gestalt 


X — Xj_ 

0 

0 

0 

— Xg ... 

0 

o 

0 

X X^j 


schreiben. Diese Determinante ist aber gleich der Determinante der 
quadratischen Form 

p^l 

die durch eine orthogonale Transformation aus der Form 

n 

P <^1 


hervorgeht. Daher gilt identisch in x 


X — Xj 

0 

0 


X 

— Ajg . . 

* ^in 1 

0 

X~ Xs, . 

0 


- 

^ ^22 . . 

■ ^$n 

0 

0 

1 

X 


1 

1 . 

. 

. . X—knn 
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die charaktcrislischen Zalilcn sind also die Wurzeln der algebraischen 


Gleichung 

^11 ^ 

^12 

• • • hn 


( 30 ) 


^22 ^ 

. . . k2n 

= 0 


^nl 


' » ^nn x: 



fiir die Unbekannte x und damit auch der Gleichung == 0 . 

Unsere Beweisfiihrung zeigt von selbst, daB die Gleichung (30) stets 
lauter reelle Wurzeln hat, wenn beliebige reelle, den Bedingungen 
= hjp geniigende GrdBen sind^. Erwahnt sei noch, daB die Ab- 
solutbetrage der Eigenwerte, d. h. der reziproken Werte der charakte- 
ristischen Zahlen, geometrisch die Quadrate der Hauptachsenlangen der 
Zentralflache zweiten Grades K {x, x) = i bedeuten. 1st iibrigens min- 
destens eine charakteristische Zahl Null, so heiBt die Form „ausgeartef' ; 
sie kann als Form von weniger als 'n Variablen dargestellt warden, 
Wegen der Invarianz der Determinante (vgl. S. 13) ist dies dann und 
nor dann der Fall, wenn k ^ verschwindet. Fiir 

den positiv definiten Charakter von K {%, x) ist die Bedingung Xp > 0, 
^ — 1,2, . . n notwendig und hinreichend. 

Ist fiir die Form K[x, x) die Hauptachsendarstellung 

n 

K {x, x) = 

gegeben, so kann man fur die rechtsstehende quadratische Form un- 
mittelbar die iterierten Formen bilden und erhdlt unter Beachtung des 
frdher liber die orthogonale Transformation eines Produktes Gesagten 

= K^(x,x) — .... 

39 “1 7>«*l 

Hieraus erkennt man, daB die iterierte Form {x, x) die Po- 
tenzen der charakteristischen Zahlen bzw. der Eigenwerte von K {x^ x) 
als charakteristische Zahlen bzw. Eigenwerte besitzt, was ubrigens aus 
dem Satz auf S, 19 unmittelbar folgt; ferner sieht man, daB fiir gera- 
des h die Form (x^ x) positiv definit wird. 

8, Verallgemeinerung auf Hermitesche Formen. Auch fiir Her- 
mitesche Formen liBt sich in genau derselben Weise eine Haupt- 
achsentransformation durchfiihren. Eine Hermitesche Form 

n 

i^X, ^ hp q Xp Xq 
Pf a-i 


^ Wegen ihres Anftretens beim Problem der sakularen Planetenstbningen 
pjQegt man die Gleichung (30) als Sakulargleichiing zu be 2 eichnen, Fiir einen 
direkten Beweis des obigen Realit^tssatzes vgl. z. B. die entsprechende Be- 
trachtung Kap. 3, § 4, 2. 
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mit der Matrix H — H' kann dutch eine unitare Tran.sforniatiun L : 



stcts in die Gestalt * ^ 

n n 

H {x, x) = yp yp = ! Jp 

P ‘ 1 p -i 

traiisformiert werden, wobei die Koeffizicnten >tp stmtlich reell sind. 
Die charakteristischen Zahlen x,„ erscheinen wicdenim als die Maxima 
der Hermiteschen Form H{x,x) unter der Nebenbedingung; 

n n 

v - 1 und 2^KpXp = 0 — 1, . . — 1) . 

p - I p- i 

4. TrSlgheitsgesetz der quadratischen Formerly Verzichtet man auf 
die Forderung der Ortliogonalitat der gesuchtcn linearen Transfonna- 
tionen, $o kann man eine qnadratische Form auf mannigfachc Weist^ 
in eine Gestalt verwandeln, bei der nur Quadrate auftreten; z. B. flihrt 
nach Ausubung der obigen orthogonalen Transformation jede weitero 
Ahnlichkeitstransformation, bei der also jede Variable nur (lurch einen 
Proportionalitatsfaktor vcranderi wird, wiederum zu einem solchen 
Ausdruck. Insbesondere laBt sich also errcichen, daC die (reellcn) Koeffi- 
zienten der Form alle den Wert +1 oder —1 habcn. Dabei gilt nun 
der folgendc als Triigheiisgeseiz der quadratischen Formen bezcichnete Satz : 

Die Anzahl der positiven und der negaiiven Koeffizienten, die bei 
einer umkehrbaren reellen Transformation einer quadratischen Form in 
einen aus r einen Quadraten bestehenden Ausdruck auftreten, hdngt von 
der speziellen Art dieser Transformation nicht ab. 

Beweis: Die positiven und negativen Koeffizienten kbnnen, wie 
erwahnt, gleich +1 bzw. —1 gemacht werden. Wi.re nun die quadra- 
tische Form K{Xf x) durch zwei verschiedene reelle Transformationen in 

yf -I b yr - y^+r y^ und in 1 - 4 

mit r < s iibergefuhrt, so wiirde wegen 

yf + — h y:- + H — + 4 = 4+1 d — + 4, + 4 H — +4 

aus dem Gleichungssystem == ■ ■ • = . t= == 0 auch 

das Verschwinden der iibrigen y^ folgcn. Da das Gleichungssystem 
weniger als n Gleichungen enthalt, ist es sicher durch einen von Null 
verschiedenen Vektor 5 zu befriedigen ; ein solcher kann aber nicht die 
n homogenen Gleichungen t) = 0 mit nicht verschwindender Detcr- 
minante erfuUen. 

5 . Darstellung der Resolvente einer Form. Auch die Resolvcnte 
der quadratischen Form K(x,x) laCt sich nach den Entwicklungen 
dieses Paragraphen leicht in eine tibersichtliche Form bringen, wenn 
wir sie gemafi § 2 durch die symbolische Gleichung 

K (x, x; X) = l^(x^x} -XIC(x^x) ]-^ -E(x ,x) 
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definieren. Wir denken uns K{Xf x) durch Hauptachsentransformation 
in die Gc^stalt 


K{x,x) 


” 9 

r-“i 


gebracht ; die Resolvente von ^ muB dann mit der von K [x, x) 


psra 1 


iibereinstimmen, da \E {x, x) — XK[x, a;)] durch die Transformation in 




3>=1 


libergeht. Nun gilt 


1 3? - 1 / J 




_ 1 [ i„ 

A A,- A 


Tp - E{y, y) 


^ f V_i 


A Ld 




'^L 

P-1 


Transformiercn wir hierin wieder auf die Variablen Xp, so erhalten wir 
mit der Bezeichnung (19) die Resolvente K{x,xiX) von K{x,x) in der 
Gestalt 


(31) 


K{x.x;l)==^ 

p^i 


IE'pMI 

A, - A 


Oder, wenn wir zur Bilinearform zuriickgehen. 


(32) K (m, a; : 2) = ^ f ^ W _ 

Aus dieser Darstellung sehen wir ubrigens, daB das Residuum der ratio- 
nalen Funktion K («, je; X) von X im Punkte X = Xp gleich — Up (m) Up (ac) 
ist, wenn man Xp 4 fiir ^ 4= ? voraussetzt. 

6. Losung des zu einer Form gehorigen linearen Gleichungs- 
systems. Zum SchluB wpllen wir noch fiir das zur quadratischen’Form 


U {Xf A?) — hp q Xp pCq 

P, «“■! 

gehbrige Gleichungssystem 

( 33 ) ^2^pt^t~yp 

4-1 


(^ = 1, 


die Ldsung mit, Hilfe der Eigenvektoren darstellen. 

Wenden wir auf die Variablen Xi und yi die Hauptachsentrans- 
formation 

ft ft 

» yp hp 
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wobei also K{x,x) in 


n 




a 

Q 




iibergeht, so geht unser Glcidiungssystcm (33) iiber in 

(34) Wp Vp ' * ’t * 


mit der LSsung 
(35) 




In den nrsprunglichen Variablen erhalten wir die gleichbedeutende 
Auflosiingsformel 


(36) 



W Y 
A * 

~ V 


WO die LSsung nach den Hauptachsenvcktoren Ij, , . („ dor Form 

n 

K{XjX) entwickelt erscheint. Dabei ist (t)y gcsotzt* 

Der Hamptachsenvektor selbst gibt die norinierte Ldsuiig cUt 
homogenen Gleichungen 

n 

^ ^qr 

Oder 

tiq — - XpHq%q s=s 0 5=^ “1 j, • • . , » 


Sind fiir q -b P siUe von == ^ verschieden, so gibt es nnr eine 
normierte Ldsung ^ 

{q : P) 

Oder 


Fallen mehrere charakteristische Zahlen zusammen, so sind die Hanpt 
achsenvektoren nicht eindeutig bestimmt. 


§ 4. Die Minimurn-Maxirnurn-Eigenschaft der Eigenwerte. 

1. Kennzeichnung der charakteristischen Zahlen durch ein 
Minimum-Maximumproblem. Oben haben wir die charakteristischen 
Zahlen durch eine Rcihe von Maximumproblcmen eingefuhrt, bei denen 
jedes die Ldsung der vorangehenden voraussetzte, Jetzt zeigenwir, wie 
man, wenn die Eigenwerte nach abnehmender GroBe geordnet sind, 
unmittelbar die charakteristische Zahl als Ldsung eines ctwas 
anderen Problems kennzeichnen kann, bei welchem eine Bezugnahme 
auf die Ldsung vorangehender Probleme vermieden wird. 
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Es soli die Form 


I\. (^Xf ““ q Xp Xq 

P, 9“1 


zum Maximum gemacht werden, wenn auBer der Forderung 


(25) 




p^l 


noch ^ — 1 weitere Gleichungen 


(37) 


^ (XypXp = 0 {v = i, . . h — i; h^n) 




vorgeschrieben sind; sodann soil diesem Maximum, welches eine Funk- 
tion der Parameter otyp ist, durch geeignete Wahl der oc,,j, ein mdglichst 
kleiner Wert erteilt werden. 

Die Hauptachsentransformation fiihrt K {x, x) iiber in 


die Bedingung (25) in 
(38) 

und die Gleichungen (37) in 


n 

V 

pea I. 


^vyp 


(^1 




n 

pawl 


(39) 


2 P^pyp — 9 > 


wobei die pyp neue Parameter sind. Wahlen wir 

n+i ==•••= y„ == 0 , 

so ergeben sich aus (39) bei beliebigen ^yp jedesmal A — 1 homogene 

Gleichungen fiir die h Unbekannten j/j y*, welche sicher durch 

ein mit (38) vertragliches Wertsystem befriedigt werden konnen. Fur 
diese Werte wird 

K {x, x) = xq/i + ... + Xftji .4 (yf + ■ • • + yl) = Xh . 

Das zundchst gesuchte Maximum ist also fiir kein System der ^yp kleiner 
als X*. Es wird aber gerade gleich xj,, wenn fiir (37) die Gleichungen 

yi = ••• =yA-i = o, 

genommen werden. So ergibt sich: 

Die charakterisiische Zahl der quadratischen Form K[x, x) ist 
der kUmste Wert, welchen das Maximum von K {x, x) annehmen kann, 
wenn auper der Bedingung 

n 

noch A — 1 beliehige lineare homogene Gleichungen zwischen den Xp vor^^ 
geschrieben sind. 
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2. Anwendungen. Atif Grund dieser indcpendenten Minnmm-Maxh 
mum-Eigenschaft der charakteristischen Zahlen laBt sich besonders leicht 
iibersehen, in welcher Weise sie sich verandern, wenn den Variablen j 
unabhangige ,,Bindungen'* 

(40) ^ Y,j,Xp = 0 (s = 1, . . . , 

auferlegt werden, so daB sich K{x, x) mi eine quadratische Form 
K {x, x) von n --j unabhangigen Variablen reduziert. Die charak* 
teristische Zahl hu cntsteht durch dasselbe Minimum-Maximnm-Pro- 
blem wie wobei jedoch durch (40) die Gesamtheit der zur Konkurrenz 
zugelassenen Wertsysteme verengert ist, Daher iibertrifft 

das einzelne Maximum und somit auch die charakteristische Zahl bei 
K{x,x) sicher nicht die entsprechende Gr5Be bei K{x,x), 

Ferner ist das kleinste Maximum, das x) besitzen kann, 
wenn auBer (25) noch h + j-- \ lineare homogene Bedingungen fur die 
vorgeschrieben sind, und daher sicher nicht gr5Ber als Xh, fur welches f 
dieser Bedingungen durch die fasten Gleichungen (40) gegeben sind. 

Es gilt also Xh xj^ Xfi+^; oder in Worten: 

Geht eine quadratische Form K[XfX) von n V erdnderlichen durch j 
lineare homogene Bindungen in eine quadratische Form K [x, %) von 
n j V ermderlichen uber, so sind die charakteristischen Zahlen 
xx* •••» x„«y von K{x,x) nicht grdper als die entsprechenden Zahlen 
der Reihe . . . , und nicht kleiner als die entsprechenden Zahlen der 
Reihe x^^- 

Nehmen wir speziell / = 1 und wahlen als eine lineare Bindung die 
Bedingung == 0, so geht eine quadratische Form K iiber in ihren 
{n 1)^®^ „AbschniU*\ und wir erhalten den Satz: , 

Die charakteristische Zahl des (w — 1)^ Ahschnitts ist hdchstens 
gleich der charakteristischen Zahl und mindestens gleich der + 
charakteristischen Zahl der ursprtinglichen Form. 

Wenden wir unseren Satz auf den (n — i)^®“ Abschnitt der quadra- 
tischen Form an, so erhalten wir einen entsprechenden Satz fiir die 
charakteristischen Zahlen des {n — 2)^®^ Ahschnitts usw. Allgemein 
erkennen wir, daB die charakteristischen Zahlen zweier aufeinander- 
folgender Abschnitte einer quadratischen Form sich in der angegebenen 
Weise voneinander trennen. 

Ebenso ergibt sich; Addiert man zu K{x,x) eine nirgends negative 
Form, so sind die charakteristischen Zahlen der Summe nicht kleiner als 
die entsprechenden von K{x,x). 

1 2ur Erlauterung der hier entwickelten Betrachtungen diene folgende Be- 
merkung: Scbneidet man ein dreiachsiges Ellipsoid mit einer Ebene durch seinen 
Mittelpunkt, so liegt die grofie Achse der Schnittellipsc zwischen der groBen nnd 
der mittleren Achse des Ellipsoids und die kleine Achse der Ellipse zwischen der 
mittlcren und der kleinen Achse des Ellipsoids. 
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Anstatt ein Mininixim-Maximum-Problem zur Kennzeichnung der 
charakteristischen Zahlen zu benutzen, konnen wir ebensogut ein 
Maximum-Minimum- Problem zum Ausgangspunkt nehmen. Man er- 
halt dann wiedenim die Xf,, nur in umgekehrter Reihenfolge. 

Es kann dem Leser iiberlassen bleiben, die Formulierung und den 
Beweis fur die Minimum-Maximum-Eigenschaft der charakteristischen 
Zahlen bzw. Eigenwerte bei den Hermiteschen Formen aufzustellen. 

§ 5. Erganzungen und Aufgaben zum ersten KapiteL 
1. Lineare Unabhangigkeit und Gramsche Determinante. Die 
Frage der linearen Abhangigkeit von m gegebenen Vektoren t)^ 

iSlBt sich formal sehr einfach folgendermaBen entscheiden, ohne daB 
man in der iiblichen Weise den Rang der Matrix der Komponenten 
explizit festzustellen braucht, Wir betrachten die quadratische Form 

m 

G {x, x) == {Xj^ -f* • " • -b Xffi ~ ^ X^Xji ; . 

Sicherlich ist ^ 0, und die Vektoren t)^- sind dann und nur dann 

linear abhangig, wenn es ein Wertsystem der Variablen x-^, . , x^^ 
gibt, welches der Bedingung 

m 

(25') 

genugt und fiir welches G{x,x) =0 wird. Damit also lineare Abhangig- 
keit besteht, muB das Minimum der Form G{x, x) unter der Neben- 
bedingung (250 den Wert Null haben. Dieses Minimum ist aber die 
kleinste charakteristische Zahl der quadratischen Form G{x,x), d.h. die 
kleinste Wurzel der Gleichung 



t)i—X 

(Oltj.) 

• •• 

(41) 



• • • 


(Om 

iK'Oi) 

... - X 


Das bedeutet: 

Noiwendig und hinreichend fur die lineare Ahhmgigkeit der Vektoren 
Verschwinden der ,,Gramschen Determinante*' 





(^ 1 ^ 2 ) 

• * * 

(42) 

r = 



• - • (»2f«.) 





• • • 


Entwickelt man die Gleichung (41), welcher die samtlich nicht- 
negativen charakteristischen Zahlen xjj, . . vonG(;r, x) geniigen, 
nach Potenzen von x, so ist das von x freie Glied gleich f, und der 
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Koeffizient von ist gleich (—-1)’”. Nach einem bekannten algebra- 
ischen Satz gilt also 

(4}) r = jci • • . . 

Mithin ist die Gramsche Determinanie eines beliebigen Systems von 

m VeUoren niemals negativ. Die Beziehung 

(44) r= |(Dtbi)| {i, k=^\, .... m) , 


in welcher das Gleichheitszeichen nur fur linear abhEngige Vektoren 
bi, . . bm auftritt, ist die Verallgemeinerung der Schwarzschen Un- 
gleichung (vgl. S. 2) 


bjbl - (bibj)* = 


(Babi) bi 


Der Wert der Grainschen Determinante oder auch die kleinste 
charakteristische Zahl der Form G{x, x) stellt ein Ma/3 fur die 
Uneare Unahhdngigkeit der Vektoren bi, . . dar. Je kleiner diese 
Zahl ist, desto „flacher'' wird das von bi, . . b^^ aufgespannte m-di- 
mensionale Gebilde; ist dieses Unabhdngigkeitsmaji gleich Null, so klappt 
das Gebilde in ein hdchstens {m — l)-dimensionales zusaminen. Ubrigens 
kann man der Gramschen Determinante auch sehr leicht eine geo- 
metrische Bedeutung beilegen. Sie ist gleich dem Quadrat des w!-fachen 
Volumens des w-dimensionalen geometrischen Gebildes, das von den 
m Vektoren bj , . . . , b^^ aufgespannt wird — also z. B. fur w = 2 gleich 
dem Quadrat des doppelten Fl§.cheninhalts des aus bi, bg konstruierten 
Dreiecks. 

Natiirlich muB das Gramsche Kriterium fiir lineare Abhingig- 
keit mit dem gewdhnlichen Equivalent sein, welches besagt, daB die 
Vektoren dann und nur dann linear abhEngig sind, wenn alle w-spaltigen 
aus dem rechteckigen Schema der Komponenten 


Vll 

• 

. . Vtn\ 




■^ml 

- 

• • ^mn 


herausgeschnittenen Determinanten verschwinden. In der Tat ist nach 
einem bekannten Satze der Determinantentheorie 
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wobei die Summation iiber alle ganzzahligen « 2 > • • % von 1 bis n 

mit < Sg < • • • < lauft. 
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2. Determinantenabschatzung von Hadamard. Fiir jede Deter- 
minante 
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mit reellen Elementen a,* gilt die Abschatzung 


( 46 ) A^^.n ial. 

Beweis: Wir lassen die Elemente ajj. variieren, wobei jedoch die 
Quadratsummen 

festgchalten werden mogen. 1st der grSBte Wert, den die Funk- 
tion der Elemente rinter diesen. n Bedingungen annehmen kann 
— • dafi ein solches Maximum fiir eine gewisse Determinante .diQax 
genommen werden mu6, folgt unmittelbar aus dem auf S, 20 angefiihrten 
Satz Von Weierstrasz — , so miissen die Elemente von 
Zeile den zugehdrigen Unterdeterminanten proportional sein. Denn 
es ist fiir irgendein fest gewdhltes h 

A = (Z}^lAJ^l -j- . . • 4- ^hn^hn f 
also nach der Schwarzschen Ungleichung auf S. 2 

ifc-l h^l 

sind dabei die nicht proportional den Aj^^, so besitzt A^ sicher nicht 
seinen Maximalwert, weil dann das Ungleichheitszeichen gilt, wahrend 
durch Abinderung der n Grbfien aj^^. (A == 1 , 2, . . w) unter Fest- 
haltung von 4 und der A)^^ das Determinantenquadrat der rechten Seite 
gleich gemacht werden kann. 

Multipiizieren wir nun .dti^ax Multiplikationssatz der 

Determinanten mit sich selbst, so erhalten wir, da die inneren Pro- 
diikte verschiedener Zeilen infolge der eben bewiesenen Proportio- 
nalitat nach elementaren Determinantensatzen verschwinden, 


i-l 

Fiir die urspriingliche Determinante A gilt daher sicher 

A^^n (^= n 2'aji.. 

i-l t-iifc-i 

Geometrisch besagt die Hadamardsche Determinantenungleichung 
einfach, daB das Volumen eines aus « Vektoren im Raume von « Di- 
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meiisioneii mit gegebenen Normen konstruierteii Parallelflachs am 
grdBten ist, wenn die Vektorcn aufcinander scnkrecht stcheii. 

Die Hadamardsche Abschatzung gilt auch fiir komplexe wenn 
in ihr fur A bzw. Oi^ die absoluten Betrage eingesetzt werden. 

3. Simultane Transformation zweier quadratischer Formen in 
kanonische Gestalt. Die Hauptachsentransformation ist ein Sonderfall 
des allgcmeineren, auf sie zuruckfuhrbaren, aber ebenso einfach auch 
direkt zu behandelnden Problems, zwei gegebene quadratische Formen 

n n 

K x) < 1 * ^ ~ 

von denen die eine, etwa H {x, %), positiv definit ist, durch eine lineare 
Transformation 

n 

= = «) 

9-1 

gleichzeitig in reinquadratische Ausdriicke 

K [x, x) == V , H {x, x) 

p-l 

ZU transformieren. Dabei konnen noch die Koeffizienten tjp der posi- 
tiven Form H gleich +1 gemacht werden. Die Quotienten y 

nennen wir die charakteristischen Zahlen, die Zahlen - = die Eigen- 
werte der Form K{x,x) in bezug auf H{x,x). ^ 

Man fiihre die Transformationslheorie direkt durch und beweise 
insbesondere die folgende Minimum-Maximum-Eigenschaft der charak- 
teristischen Zahlen: 

Fur E.^ • * • ffn ist Qh der kleinste Wert, den das Maximum von 
den Nebenbedingungen 

n 

annehmen kann, wenn dieses Maximum als Funktion der Parameter (Xyp 
aufgefa^t wird, 

Zur Aufstellung der gesuchten simultanen Transformation kann 
. K {x x) 

man zunachst das Maximum von ^ unter der Nebenbedingung 

E{x,x) = 1 aufsuchen, das fur Xp == (;^ == 1 , , . . , n) angenommen 

werden m5ge. Sodann fiigt man als weitere Nebenbedingung 

n 

hinzu usw. Die charakteristischen Zahlen Qp ergeben sich als Wurzeln 
der Gleichung 
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Diese Gieichung kann man auch als Bedingung fiir die Ldsbarkeit 
des homogenen Gleichungssystems 

—Qhi,)Xj = 0 

erhalten. Die zueinander orthogonalen Ldsungssysteme selbst fiir 
die einzelnen charakteristischen Zahlen ergeben nach geeigneter Nor- 
mierung die Komponenten der ,,Eigenvektoren‘\ also die Koeffizienten 
der gesuchten simultanen Transformation. 

4. Bilinearformen nnd quadratische Formen von unendlich vielen 
Variablen. Unsere Theorien lassen sich auch aufrechterhalten, wenn 
man die Anzahl der auftretenden Variablen iiber alle Grenzen wachsen 
IdBt und dabei erstens fiber die Koeffizienten der Bilinearformen Oder 
quadratischen Formen z. B. die Voraussetzung macht, daB die Summe 
ihrer Quadrate konvergiert, und zweitens die Konvergenz auch von 
der Quadratsumme der auftretenden Variablen voraussetzt. Diese 
Theorie der Formen von unendlich vielen Variablen, die von Hilbert 
entwickelt worden ist, laBt sich dann direkt auf zahlreiche Probleme 
der Analysis anwenden. Wir werden jedoch bei diesen Problemen 
rascher zum Ziele gelangen, wenn wir in einer mehr unmittelbaren, 
der direkten algebraischen Vektor- und Tensorrechnung entsprechenden 
Weise vorgehen. 

5. Unendlich kleine lineare Transformationen. Als unendlich 
kleine lineare Transformation bezeichnen wir eine solche mit der Matrix 



/I + eXj,i 

^^12 • ' 

. . € iX’i \ 

A =^ E -i- (e oCiii) == 

1 ^^21 

1 £ ^22 

. . 1 


\ 

- 

. . 1 + 


wobei t eine infinitesimale Gr56e erster Ordnung bezeichnet, d. h, 
eine solche, deren hdhere Potenzen man fiir den gerade vorliegen- 
den Zweck gegeniiber niederen vernachl^ssigen darf. Das Produkt 
zweier soldier unendlich kleiner Transformationen mit den Matrizen 
+ hat die Matrix C^AB^E + + e . 

Daraus folgt : Unendlich kleine lineare Transformationen sind vertauschbar, 
Ferner : 

Die zur Matrix A=^E + {e oci^) reziproke Matrix isif A “ ^ » 

und die Determinante der Matrix .4 = £ + (« oci^ ist gleich 

i + + + ^nn) • 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2 . Aufl. 
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Soil die iinendlich Meine Transformation orthogonal sein, so ergibt 
sich aus A'A~E, wobei A' die transponierte Matrix ist, die Relation 
dit + === 0; d. h., es gilt weiter; 

Notwendig und hinr^ichend fur die Orlhogonalitdt ciner unendlich 
Meinen Transformation ist die Bedingung, dafi ihre um E verminderie 
Matrix schiefsymmetrisch ist. 

Eine allgemeine unendlich kleine Transformation C = E + («ya) 
kann mit Hilfe der GrOBen 

“ i {vik Ykij y 

A* = iiya + yti) 

dargestellt werden als Produkt einer orthogonalen Transformation mit 
der Matrix A ^E A- und einer symmetrischen mit der Matrix 
B^.E + {s^a). 

Eine symmetrische, nicht notwendig unendlich kleine Transfor- 
mation y* uiit der Matrix S = (sa) bcdeutet geometrisch 

eine Dehnung in n zueinander senkrechten Richtungen. Denn fiihren 
wir durch eine Hauptachsentransformation der quadratischcn Form 
S{x, x) neue Variable «i bzw. Vi ein, so daB 



wird, so lauten die Gleichungen 

Vi — X{Ui, 

was die analytische Darstellung einer auf die Hauptdilatationsachsen 
bezogenen „ungleichmaBigea*' Dehnung ist. Das Verhaltnis der Volum- 
zunahme zum Ausgangsvolumen, die „rSiumliche Dilatation", wird 
offenbar durch die Different- — 1 gegeben, wofiir wir 

auch I Sal “ 1 schreiben kbnnen. Ist insbesondere die Transformation 
unendlich klein, also {Si^ = E -f (e ^i^ , so wird 

Xi ■ • • — 1 = -f • • . -f /¥„„) . 

Da eine orthogoi}ale Transformation eine Drehung bedeutet, kdnnen 
wir zusammenfassend sagen: 

Eine unendlich kleine Transformation mit der Matrix E + (eya) 
kann als Produkt einer Drehung und einer Dehnung dargestellt werden', 

n 

die rdumliche Dilatation betrdgt 

t-i 

6, Variierte Systeme. Fiir die Theorie der kleinen Schwingungen 
ist es wichtig, festzustellen, wie sich die Eigenwerte und Eigenvektoren 

n 

einer quadratischen Form K{x, x) =s^bi,fXiX,, indern, wenn man 
sowohl die Einheitsform E{x,x). als auch, K{x,x) variiert, d. h. die 
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Formen E{x, x) €A{x, x) bzw. K(x, x) ‘i- eB{x, x) gleichzeitig in die 
kanonische Gestalt transformiert (vgl. Nr. 3), wobei 

n n 

A {Xf X^ — XiXji ;- 1 B {Xf x) = , ^hhXiXji; 

1 1 

und e eiri Parameter ist. Setzen wir 

n n 

K{x,x) + fB{x,x) — E{x,x) + eA{x,x) — 

1 1 

so lauten die Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten der 
Eigenvektoren (vgL S. 33) 

-- q'<k)^k - 0 (i == 1 , . . m) , 

wobei sich q' aus der entsprechenden Determinantengleichung be- 
stimmen laBt und n reell wird. Bezeichnet man die charakteristischen 
Zahlcn von K{x, x) unter der Annahme, daB sie alle voneinander ver- 
schieden sind, mit Qi, Qn, die entsprechenden Werte des vari- 

ierten Systems mit q[, so kann man die Ausgangsform 

K{x, x) als eine Summe von Quadraten annehmen: 

K(x,x) =()j_xFl + es4-i f «?n4 • 

Die (irdBtm sind als einfache Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
in der Umgebung von a = 0 eindeutige analytische Funktionen von a, 
und dasselbe gilt dann auch fiir die Komponenten x'f^j^ der variierten, 
zu den charakteristischen Zahlen gehorigen Eigenvektoren. Man 
kann also die GrOBen bzw. x^^ als Potenzreihen in e ansetzen, deren 
ab.sc)late Glieder naturlich Qi bzw. die Komponenten Xhk der urspriing- 
lichen Eigenvektoren sind. Um sukzessive auch die Koeffizienten von 
f:, . .. zu berechnen, hat man mit diesem Ansatz in die Gleichungen 

^ {Kk — Qh «u) = 0 (i, h=--i, 2, n) 

k^l 

einziigchen, in welchen auBerdem == < 5 ^^: + spa* Kk = ^%k + 
mit ^ik = 0 (t k), Ca^ i, ~ 0 {i + k) zu setzen ist. 

Aus diesen Gleichungen erhalt man eine unendliche Folge neuer Glei- 
chungcn, indcm man nach Potenzen von e ordnet und dann die Koeffi- 
zienten dieser Potenzen gleich Null setzt. Damit vollig aquivalent, 
jedoch etwas bequemer ist folgende GrbBenordnungsbetrachtung, in 
der a als infinitesimale GrbBe aufgefaBt wird. Bctrachtet man namlich 
von den eben genannten Gleichungen die Gleichung fur i=^h, so sind in 
ihr alle Summanden bis auf GrdBen zweiter Ordnung in 6' Null: 

Qi all “ ^'QhOihh + • 


3 ^ 
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Die Betrachtung der Gleichungen mit i 4 A, in deiien alle Glieder bis 
auf zwei von selbst unendlich klein von der zweiten Ordnung sind, 
liefert wegen ^ x] ^ i 


4a ^ > 


^hi 


L>h--ei 


bis auf unendlich kleine GrdBen zweiter Ordnung in e* 

Unter Benutzung dieser Werte fur die Komponenten der Eigen- 
vektoren lassen sich die Eigenwerte sehr leicht bis auf GrdBen drifter 
Ordnung in e. berechnen. Man betrachte wieder die Gleichung fur die 
Komponenten des Eigenvektors, die sich f hr i ==: A ergibt : 


'S (Kk'^ Qh^kk) ^hk ““ 0 • 
ib- 1 


Vernachlassigt man links die GrdBen dritter Ordnung in € und sondert 
das Glied mit A = A ab, so entsteht 


44a 




"4 4 a ) 


e* 


‘2’ 


'((XkhQk 

eh - 


’ ih ' 


k k 

fiir 4 dann 

4 — Oa ~ ^Qh^^hh + ^f^hh — QhO^hh) + • 

k 

Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB iiber alle k von 
1 bis n mit Ausnahme des Wertes k ^ h zn summieren ist. 

7. Die Auferlegung einer Bindung 


7l^l H + Tn^n == 0 

und die dadurch zustande kommende Verringerung der Variablenzahl 

n 

der quadratischen Form K{x,x) = ^kpjXpXj kann man sich durch 

einen kontinuierlichen ProzeB erzeugt denken, indem man die quadra- 
tische Form K(x, x) + t[7xXx + ••• + y«a;„)* betrachtet, wobei i ein 
positiver Parameter ist. Wachst t iiber alle Grenzen, so nimmt auch 
jede charakteristische Zahl monoton zu. Insbesondere wSichst die grdBte 
charakteristische Zahl iiber alle Grenzen, wShrend die anderen in die 
charakteristischen Zahlen der aus K{x, x) durch Elimination ciner Ver- 
anderlichen vermdge der Relation + • • • + = 0 entstehenden 

quadratischen Formen iihergehen. 

8. Elementarteiler einer Matrix oder einer Bilinearform. Es 
sei 2t ein Tensor, A — {an.) die zugehOrige Matrix. Dann zerfSllt das 
Polynom 
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nach gi'wissen, hier iiicht naher anztigebenden Regeln in ein Produkt 
von ,,Elenientarteilcrn“ 

[x — r^Y\ 


wobpx unter dcnZahlen r^, r^, . . rn auch gleiche vorkommen kSnnen. 
Zu jcdem Elementarteiler {x — r, ,)'’>■ gehort ein System von Vektoren 
fi’’*, fi’'\ . ■ f*”’ derart, daB die Glcichungen gelten 


5lfr’ - 9IfW - + fW, 

Dabei sind die n Vektoren 




+ fet 




fW 


linear iinabhangig. Fiihrt man sie als neue Variable xf, . . ein, 
so verwandelt sich A in die Matrix 


( Ai 0 ... 0 0 

0 /I 2 . . . 0 0 

0 0 . . . 0 


in der Ai, A Ah .selbst Matrizen sind, gegebenenfalls einreihige, 

xind zwar hat A, die Gestalt einer Matrix von der Ordnung e^: 


Ay 



0 0 ... 0 

Ty 0 ... 0 

1 Xy .. . 0 



0 0 0 


ry 


9. Spektrum einer unitaren Matrix. Wir wollen zeigen, dafi das 
Spektrum einer unitSiren Matrix auf dem Einheitskreis liegt. 

Zum Beweise beachten wir, daB die Elemente einer unitaren Matrix 
dem Betrage nach alle hochstens gleich 1 sein konnen und daB daher 
die Betrage der Koeffizienten der charakteristischen Gleichungen aller 
unitaren Matrizen Grades unterhalb einer von der speziellen 
Matrix unabhangigen Schiranke liegen. Da der erste und letzte Koeffi- 
zient der charakteristischen Gleichung absolut genommen 1 ist, so ist 
damit fdr die absoluten Betrage der charakteristischen Zahlen eine 
positive von der Matrix unabhangige obere und untere Schranke ge- 
geben. Andererseits sind alle Potenzen A*^ einer unitaren Matrix A 
wieder unitar und ihre charakteristischen Zahlen die w*®*' Potenzen 
der charakteristischen Zahlen von A . Diese Potenzen und ihre Rezi- 
proken kdnnen aber nur dann absolut genommen unterhalb einer von m 
unabhangigen Schranke bleiben, wenn der Betrag von A, gleich 1 ist. 

Eine andere, auch auf unendliche Matrizen ubertragbare Beweis- 
methode ergibt sich aus der Diskussion des Konvergenzverhaltens der 
Neumannschen Rcihe fiir {E — 
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Die Reihe 

{E ~XA)-^ = E+ XA + AM'-s + -!-••• 

konvergiert nslmlich fiir eine unitire Matrix gewitJ, solange j <^ | < 1 ist ; 
denn die Elemente der Matrizen A”* sind alle absolut genonimen 
hdchstens 1, und wir haben somit fur die Elemente auf der rechten 
Seite die geometrische Reihe als Majorante. Es kdnnen mithin keitie 
NullsteEen von \E — XA \ im Innern des Einheitskreises liegen. Wegen 
AA'=^E ist andererseits 

(£ - = - 1 Jr\A'+l,A'^+ ...y 

und die geometrische Reihe auf der rechten Seite konvergiert fiir 
< 1 , da auch A' eine unit^re Matrix ist. Mithin kann keine Null- 

stelle von \E — XA\ auBerhalb des Einheitskreises liegen. Also liegen 
diese Nullstellen im Einklang mit unserer Behauptung auf dem Ein- 
heitskreise. 
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Zweites Kapitel. 

Das Problem der Reihenentwicklung 
willkurlicher Fimktionen. 

Viele der im vorigen Kapitel behandelten Zusammenhange finden 
eine weitgehende Analogic, wenn man statt der Vektoren im ^-dimen- 
sionalen Ranme Funktionen von einer oder mehreren Veranderlichen 
betrachtet, die in einem vorgegebenen Grundgebief G definiert sind. So 
kann man zu der Tatsache, daS sich im Ranme von n Dimensionen 
jeder Vektor linear durch n unabhangige, sonst aber beliebig gewahlte 
Vektoren ausdrlicken laBt, das Problem in Parallele setzen, eine mehr 
Oder weniger willkiirlich angenommene Funktion im Grundgebiete G 
als lineare Kombination ans vorgegebenen Funktionen darzustellen. (Die 
Menge dieser vorgegebenen Funktionen mu6, wie sich im folgenden 
als selbstverstindlich erweisen wird, unendlich sein.) Wir sprechen 
dann von dem Problem der Reihenentwicklung der willkutlich angenom- 
menen Funktion nach dem vorgeschriebenen Funktionensystem. Im vor- 
liegenden Kapitel soil diese bei den Aufgaben der mathematischen 
Physik in der mannigfachsten Form auftretende Fragestellung unter 
allgemeinen Gesichtspunkten behandelt warden. 

Wir beschranken uns dabei grundsatzlich auf stiickweise sietige 
Funktionen, d. h. solche Funktionen, fiir welche es eine Zerlegung von 
G in endlich viele Teilgebiete gibt, derart, daB die Funktion im Inneren 
eines jeden von ihnen stetig ist und bei beliebiger Annaherung an den 
Rand jedes Teilgebiet^s von innen her sich bestimmten, endlichen 
Randwerten nSJiert. Der bequemeren Schreibweise wegen setzen wir 
zunachst voraus, daB wir es mit Funktionen nur einer Veranderlichen x 
zu tun haben, deren Grundgebiet G eine im Endlichen gelegene Strecke 
der ;^“Achse ist, Handelt es sich urn Funktionen von mehreren, etwa 
Von zwei Variablen x undy, so wollen wir vom Grundgebiet G voraus- 
setzen, daB es von endlich vielen Kurvenbogen mit stetig sich drehen- 
der Tangente begrenzt ist. Wenn wir die Randpunkte zum Grund- 
gebiet hinzurechnen wollen, so werden wir von einem „abgeschlossenen 
Gebiet"' sprechen, falls nicht schon durch den Zusammenhang ein MiB- 
verstindnis ausgeschlossen ist. 

Ferner werden wir dfter von den betrachteten Funktionen voraus- 
setzcn, daB sie stiickweise glatt sind, d, h. stiickweise stetig sind und 
stiickweise stetige erste Ableitungen haben. Falls nicht besonders das 
Gegenteil hervorgehoben ist, setzen wir voraus, daB unsere Funktionen 
reelle Werte besitzen. 
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§ 1. Orthogonale Funktionensysteme. 

1. Definitionen. Unter dem inneren Produkt (/, g) odtr auch (/g) 
zweier FtmkHonen f{x) undg{x) wollen wir das iiber das endliche Grimd- 
gebiet genommene Integral^ 

(1) (f.S)=lfS^x 

verstehen. Es geniigt der Schwarzschen Ungkichung 

(2) (/,g)*^ if.nis.s). 

die ebenso wie bei Vektoren entweder aus dem positiv definiten Cha- 
rakter der quadratischen Funktion j{Xf + g)^dx der Ver§.nderlichen 1 
Oder aber unmittelbar aus der Identitat 

(A g)® = (A /) iS’S) - iff (fix) g(i) - /(f) g{x)fdxd^ 

folgt; das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn / und 
g proportional sind. Zwei Funktionen f[x) und g[x), fiir wclche das 
innere Produkt verschwindet, also (/, g) = 0 ist, sollcn orthogonal lieiBon. 
Das innere Produkt einer Funktion f{x) mit sich selbst bezeichnen wir 
auch als Norm dieser Funktion und schreiben: 

( 3 ) Nfr^{f.f)^jf^dx; 

eine Funktion mit der Norm 1 nennen wir normieri, Ein System von 
normierten Funktionen in dem je zwei verschiedene 

Funktionen zueinander orthogonal sind, bezeichnen wir als normieries 
Orthogonalsystem und die dafur charakteristischen Relationen 

{(pyt ^ (.1 {^yv ^ 1 » ^ 0 fur fl 

als Orthogonalitdtsrelationen. 

Ein Beispiel eines normierten orthogonalen E'unktionensystems fur 
das Intervall 0 X 27t Oder allgemeiner fur jedes Intervall von der 
Lange 27v bilden die Funktionen 

i COBX COS2X ^ sinx sin2;r 

)/2 JT ^ ^ ^ Jt * ^ 71 )/ ;i: ^ 

Es empfiehlt sich, fur komflexwertige Funktionen einer reellen 
Variablen eine Erweiterung des Orthogonalitatsbegriffcs vorzunehmen. 
Wir bezeichnen zwei komplexwertige Funktionen f{x) und g(^) als ortho- 
gonal, wenn die Relationen 

(A g) = (/’ g) = 0 

bestehen, wobei mit / bzw. g in iiblicher Weise die zu / bzw. g konjugiert 
komplexe Funktion bezeichnet ist. Die Funktion f{x) heiBt normieri, 
wenn Nf =■■ [\f\^ dx = i ist. Das einfach.ste Beispiel eincs komplexen 

^ Die Integrationsgrenzen lassen wir in Zukunft fort, wenn ein MiBversUlndnis 
au&»geschlossen ist. 
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Orthogonalsystems bieten fiir das Intervall —n :=•: %-S-n die Ex- 
ponentialfunktioncn 

1 ^2ix 

1 ^ 2 \ 23t ^2.^ 


wie unniittelbar aus den .firthogonaUtdtsrelationen' 

(4) 2^- / -’■’“i:*: == e,„ {&yy = 1 , = 0 fiir + r) 

0 

zu erkennen ist. 

Als linear abhdngig bezeichnen wir r Funktionen /j, . . wenn 

f 

sie identisch in einer honiogenen linearen Relation = 0 mit 

i^^^iKsianten, nidit samtlich verschwindenden Koeffizienten Cj (t =1 , . .*,r) 
genugen. Andcrnfalls nennen wir sie linear unabhdngigy Es ist eine 
wichtige Tatsache, daB die Funktionen eines Orthogonalsystems stets 
Hne«!r unabhangig sind. Denn es wiirde aus einer Beziehung 


9^1 + ^2 9^2 + * * ’ 4 “ == 0 


durch Multiplikation mit <p^ und Integration sofort folgen: c^^O. 

2. Orthogonalisierung von Funktionen. Aus einem vorgelegten un- 
endlichen System von Funktionen Vj, von denen fiir jedes be- 

liebige r je r beliebig herausgegriffene Funktionen linear unabhangig sind, 
kann man durch einen „OrthogonalisierungsprozeB“ ein normiertes ortho- 
gonales Funktionensystem 9^i, 9?2» - • • gewinnen, indem man (p^ als geeig- 
nete lineare Kombination von Vi, . . wahlt. Man setzt zunachst 

(p ^ = . Sodann bestimmt man irgend zwei nicht gleichzeitig verschwin- 

dende Zahlen % und derart, daB die Funktion 9^2== + CgVg ortho- 
gonal auf <Pi steht, daB also die Gleichung = 0 erfiillt ist. Die 

Funktion 9?^ kann wegen der linearen Unabhangigkeit von und 
Oder, was auf dasselbe hinauskommt, von und nicht identisch ver- 


schwinden. Somit erhalten wir in eine normierte, zu Px 

yN 9?8 

orthogonale Funktion: Weiter bilden wir eine Funktion 
<P% = c* g?i + c J cpi + Vg , 


indem wir drei nicht samtlich verschwindende Zahlen c*, c*, c* gemafi 
den beiden homogenen linearen Gleichungen 

i93<Pi) = cf 4- cj (<PiVs) — 0 , = cj + Cg (9?2«3) == 0 


ermitteln. Wegen der linearen Unabhangigkeit von v^, v^, i/g bzw. 
Vi kann die Funktion (pi nicht identisch verschwinden, und daher 

liefert 9^3 = - eine normierte, zu (p^ und 9^2 orthogonale Funktion. 

Indem wir dieses Verfahren unbegrenzt fortsetzen, bekommen wir das 
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gewtinsditc orthogonale Funktionensystem durch die Rt^ktirsions- 
formel 




\ . 

iN<pu i ’ 


1 1 ^ i 1 


n 

- 

h^l 


ThiWnn)- 


Wenn wir spater von Orthogonalisieriing sprechen werdcn, ist, wofern 
nicht ausdrdcklich etwas anderes bemerkt wird, imnier das eben ge- 
schilderte Verfahren gemeint, welches also /aigleicli niit (Ut Ortho- 
gonalisierung die Normierimg liefert. 

8. Besselsche Ungleichung, Vollstandigkeitsrelation. Approxi- 
mation im Mittel. 1st (f\, ... ein normiertes Orthogonalsystem 

nnd / irgendeine Funktion, so nennen wir die Zahlen 

(s) c,. = (/<r-’) {>'.- 1 , 2 ,...) 


die Entwicklmgskoeffizienfen oicr Komponentcn von / in bczug aid das 
gegebene Orthogonalsystem h 

Aus der unmittelbar einleuchtenden Bcziehung 


( 6 ) 



2 

dx ' 0 


folgt durch Ausfiihrung des Quadrats und glicdwcise Integration 


0 - , I f^dx — 




i.y) 


v»l 


also, da rechts eine feste, von n unabhangige Zahl steht, 

oo 

(8) 

Va»l 

Diese fundamentale Ungleichung, die y, Besselsche Ungleichung*\ be- 
steht fur jedes beliebige normierte Orthogonalsystem, Sie lehrt die 
Konvergenz der aus nicht negativen Gliedern bestehenden Reihc der 
Quadrate der Entwicklungskoeffizienten auf der linken Scite der Be- 
ziehung (8). 

Fiir komplexwertige Funktionensysteme gilt die entspreclu'iide Be- 
ziehung 

(80 iv/ = (/,/), 

r I 


wenn wir unter Cy, den Entwicklungskoeffizienten r,. (/, verstclien. 

Sie folgt ahnlich wie bei reellen Funktionen aus der Ungleichung 


/ 


f (X^ — Cyf (py 


v-'i 


r In Anlehnnng an die Thcorie der Fourierschen Heihon gebraucht man 
zuweilen auch den Ausdruck ,,Fouriersche Koeffizientcn''. 
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Der Iiitegralaiisdruck in (6) ergibt sich ganz ungezwungen, wenn man 
sich die Atifgabe stellt , die gegcbeneFunkfion f hei festem n durch ein linear es 

n 

Aggregaf '^yvq\> komtanien Koeffizienten yv im Sinne der Methode 

r 1 

der kletnsfen Qnadrate so zu approximieren, dafi das ,,miUlere Fehler- 
quadrat' ^ j {f — ^ y^cp^)^ dx mdgliohst klein wird, Durch eine 
einfache Umformung des Integrals gewinnt man namlich die Identitat 

M ■=• j if <?’,.) dx= I f^dx +^(y.. — 

* ^ 1 / 1 1 


aiis der unmitt elbar hervorgeht, daB das Minimum von M fur y^ = an- 
genommen wird. 

Wenn es moglich ist, fur jede stiickweise stetige Funktion / das 
kleinste mittlere Fchlerqiiadrat j (^f — dx durch passende 

Wahl von n unter eine bcliebig kleine positive Zahl herunterzudriicken, 


d. h. jede solche Funktion diirch ein lineares Aggregat ^o^qpv mit hin- 

reichend vielen Gliedern im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate 
Oder, wie wir es auch nennen wollen, MitteV bcliebig genau zu ap- 
proximieren, so bezeichnen wir das Funktionensystem 
ein ,,vollstdndiges orthogonales Funktionensystem" und die alsdann nach 
den obigen Ausfuhrungen fiir die Entwicklungskoeffizienten = {f<p^) 
jeder Funktion / geltende Beziehung 


(9) 

als die „Vollstandigkeitsrelation“ . Allgemeiner kann man diese in der 
Form 

OO 

(9') ^c,dy = {f,g) mit c^^{f<pj), dy={g(p^) 

1 • 


schrcibcn, welche sich ergibt, wenn wir die Formel (9) auf die Funktion 
f + g anwendcn : 

N(f + g)==Nf + Ng+ 2{f, g)=Z (Cv + d;}^ = 2 (^r + dl + 2c,d^) . 

f/tm-l V!s«l 


und nachher die entsprechenden Gleichungen fiir / und g subtrahieren. 

Fiir die Vollstandigkeit eines Funktionensystems <Pi, ... ist 
es iibrigens hinreichend, wenn die Vollstandigkeitsrelation (9) fiir alle 
stetigen Funktionen / crfiillt ist. Jede stiickweise stetige Funktion g 
kann namlich durch eine stetige Funktion / derart approximiert werden, 
daB das Integral j{f — g)^dx beliehig klein ausfallt. Eine solche 
Funktion / bekommt man z. B., wenn man sich die Funktion g durch 
fine Kurve dargestellt denkt, an alien Sprungstellen von g je einen 



44 II" II*is Problem der Reihcnentwicklung willkilrlicher Funktionen. 


links und rechts in dem beliebig klein wiblbaren Abstande d von der 
Sprungstelle gelegenen Punkt der Kurve dutch ein Geradenstiick vor- 
bindet und in diesem Intervall die Kurve dutch das Geradenstiick er- 

sctzt^. Sind also a^, a die Entwicklungskoeffizienten der Funk- 

tion g und c^, Cj, . . . die der Funktion f, so folgt daraus, daB das Integral 



dx dutch geeignete Wahl von n beliebig klein gcmacht 


■werden kann, dieselbe Tatsache mit HUfe der Schwarzschen Ungleichung 
fiir das Integral 


M': 


g dx : 




(g-f) + 


n 

Zc, 

Vtn&X 


<p, 


:2 

dx . 


Es ist namlich 

M'=N{g-f) + N{f-^Cy<p)j + 2(g-/./ 

\ ysaail / V f 

also 

M'^N{g ~f) + Nlf + 2 fW-W(f " 

Nun ist aber 

M = f(g - ^ay^)j dx;^ M', 


da die Entwicklungskoeffizienten fiir g das kleinste xnittlere Fehler- 
quadrat liefem; somit ist die Vollstslndigkeitsrelation auch fiir g be- 
wiesen. , 

Wohl zu beachten ist, daB wir aus der VoUstindigkeit des Funk- 
tionensystems i. h. aus der Gleichung 

lim fif — ^Cy 99 J dx~0 

\ r««»l / 

00 

keineswegs auf die Gleichung f = ^Cy<fiy, also auf die Entwickelbarkeit 

von / in eine nach den Funktionen <Pr fortschreitende Reihe, schlieBen 

diirfen. Die Entwickdbarkeit steht allerdings dann von vornherein fest, 

00 

wenn die Reihe gUichmdfiig konvergiert und wir daher den 

Grenzilbergang zur Grenzfunktion unter dem Integralzeichen vornehmen 
diirfen. Die Vollstandigkeit des vorgelegten Systems (p^, ... ist 

dabei selbstverstandlich eine unerlaBliche Voraussetzung, weil z. B. Mr 
eine aus einem voUstandigen System herausgenommene Funktion alle 


1 Bedeutet ntolich etwa M die obere Gren^e von |^(;r)j nnd q die Aiuahl 
der Sprtingstellen von g{x) im Intcgrationsintervall, so liBt sich in 

f(f-Efdx-^ mHq 

die rechte Seite durch passende Wahl des Abstandes ^ beliebig verkleinern. 
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Komponenten nach dem iibrigbleibenden unvollstandigen System ver- 
schwinden. Aber auch fiir ein vollstandiges System cp^, ... er- 
fordert die Frage nach der Entwickelbarkeit einer Funktion / eine ge- 
nauere Untersuchung, wie wir sie spater (Kap. V u. VI) noch ver- 
schiedentlich durchfiihren werden. 

Den Inhalt der obigen Limesgleichung kennzeichnen wir auch dutch 

n 

die Ausdrucksweise : die Funktion ^Cy(py konvergiert im Mittel gegen 
die Funktion /. 

Fernet fiihren wir den Satz an, daji eine siuckweise stetige Funktion 
durch ihre Entwicklungskoeffizienten nach einem vorgegebenen voUstan’- 
digen orthogonalen System eindeutig festgelegt ist, in dem Sinne, daP 
zwei siuckweise stetige Funktionen miteinander identisch sind, wenn sie 
dieselben Entwicklungskoeffizienten hahen. Denn die Differenz zweier 
solcher Funktionen mit gleichen Koeffizienten hat die Koeffizienten 
Null und also nach der VollstILndigkeitsrelation die Norm Null; sie ver- 
schwindet also selbst identisch. Es ist somit eine Funktion dutch ihre 
Entwicklung nach einem vollsttodigen Orthogonalsystem auch dann 
eindeutig charakterisiert, wenn diese Entwicklung nicht im gewdhn- 
lichen Sinne, sondern nur im Mittel konvergiert. Fiir die Durchfiihrung 
vieler Betrachtungen geniigt diese mittlere Konvergenz. 

Der Begriff der VoUstandigkeit eines Funktionensystems behilt 
auch dann einen Sinn, wenn das System nicht orthogonal und nor- 
miert ist. Wir nennen ndmlich allgemein ein System von Funktionen 
dann vollstdndig, wenn sich jede siuckweise stetige Funktion durch ein 
lineares Aggregat dieser Funktionen hinsichtUch der mittleren Fehler- 
quadrate heliebig genau approximieren Id/St. Die VoUstandigkeit eines 
sokhen Systems iibertragt sich auf das durch Orthogonalisierung aus 
ihm hervorgehende Orthogonalsystem. 

4. Orthogonale und unitare Transformationen in unendlich 
vielen Veranderlichen. Die orthogonalen normierten Funktionen- 
systeme zeigen viele Analogien zu den orthogonalen Systemen von nor- 
mierten Vektoren im w-dimensionalen Raume; die Komponenten 
Cy (f^y) der Funktion / kann man geradezu als rechtwinklige Koor- 
dinaten der Funktion / in einem ‘dutch die „Koordinatenfunktionen‘' 
9^2, ... festgelegten ,, Root dinatensy stem im Raume von unendlich 
vielen Dimensionen^^ ansehen. 

Ist Vi, V2* • • • zweites orthogonales normiertes Funktionen- 
system, in welchem dy^(f» VV) die Komponenten von / sind, und sind 
beide Systeme vollstandig, so liefert die Vollstandigkeitsrelation ( 90 » 
angewandt auf die Funktionen / und (pi in bezug auf das System 
sofort das unendliche Gleichungssystem 

00 

Ci = 2 > “‘-t = ^VxWk) (i = 1 . 2, . . .) . 


( 10 ) 
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Entsprechend erhalten wir das inverse Gleichungssystem 

oo 

(lOl di = , a^i “ {Vi9k) (t = 1 , 2, . . .) • 


Die Koeffizienten geniigen den Bedingungen 


( 11 ) 

(110 


2 = 
i»l I 



0 fiir / -I' i 

1 fdr / -- 1 

0 fiir / i I 

1 fiir j == i 


welche die genaue Verallgemeinerung der fruheren Orthogonalitats- 
relationen im »-dimensionalen Raume (Kap. I, § 1) auf den Raum von 
unendlich vielen Dirnensionen darstellen. Wir nennen daher cine solche 
Transformation (10), welche die Bedingungen (11), (If) erfiilK, cine 
ortho^onede Tfuns formation von unendlich vielen Variablen. 

In analoger Weise wird der tfhergang zwischen den Koeffizienten 
zweier komplexer Orthogonalsysteme durch eine uniidre Transformation 
von unendlich vielen Variablen vermittelt. 

5. Giiltigkeit der Ergebnisse bei mehreren unabhingigen Ver- 
anderlichen. Erweiterung der Voraussetzungen. Alle unsere Begriffe 
und Oberlegungen bleiben unverdndert erhalten, wenn wir statt der 
Funktionen einer einzigen Veranderlichen x solche von mehreren Varia- 
blen, etwa von x und y, betrachten, wobei die Variablen in einem 
fest gegebenen, ganz im Endlichen liegenden Gebiete G laufen, dessen 
Inhaltselement wir mit dG bezeichnen. Wir erklSren fiir zwei Funk- 
tionen f{x,y) und g{x,y) in diesem Gebiet G das innere Produkt (/, g) 

durch {f, g) —ffgdG und brauchen sodann an den Bezeichnungen 

und Beweisen dieses Paragraphen nichts Wesentliches zu verdndern. 

Ferner bleiben alle Begriffe und Tatsachen auch dann bestehen, 
wenn man das Grundgebiet als unendlich annimmt und von alien vor- 
kommenden Funktionen voraussetzt, daB sie samt ihren Quadraten 
iiber das ganze Grundgebiet integrierbar sind. 

Endlich sei hervqrgehoben, daB unsere BegriffsbMungen giiltig 
bleiben, wenn die Funktion / im Grundgebiet Unendlichkeitsstellen 
derart besitzt, daB ihr Quadrat iiber das Grundgebiet integrierbar ist. 

6. Erzeugung vollstandiger Funktionensysteme in mehreren 
Variabeln. Kennt man vollstandige Funktionensysteme von einer 
Variabeln, so kann man auf Grand des folgenden Satzes vollstandige 
Systeme von zwei und mehr Variabeln konstraieren ; 

1st yjj(s), ... 

ein im Intervall a^s^b vollstandiges orthogonales normiertes Funk- 
tionensystem und ist fiir jedes t = 1, 2, ... und das IntervaE cfTste' d 
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ein ebensolches Fiiiiktionensystem, dann bilden die Funktionen 

ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem in 5 und t fur das 
Rechteck a* s- b, C' t: - d, Speziell ist das Funktionensystem 
9i <Ph {t) ina Quadrat a' -si<b, aii"t-r-:,b orthogonal und vollstandig. 
Ist namlich / (s , /) eine in diesem Rechteck stetige Funktion von s 
und i, so besteht die Vollstandigkeitsrelation 

[ j t)dsdt=^^^{^ t) a},k{s, t) ds dty. 

Zum Beweise gehen wir von der Beziehung p{s,t)ds 

aus, mit gi{t) ^jf{s,i)(pi{s)ds, welche die Vollstandigkeit des Funk- 
tionensystems der (p^ ausdriickt. Da die Reihe rechts gleichmaBig kon- 
vergiert^, durfen wir gliedweise nach i integrieren und erhalten: 

fjms,t)dsdt=^^j^,{t)dt. 

Hier wenden wir rechts auf das died die Vollstandigkeitsrelation 
in bezug auf das Funktionensystem der (^ == 1 , 2, . . .) und 

bekommen dann unmittelbar die oben behauptete Vollstandigkeits- 
relation. 


§ 2. Das Haufungsprinzip fiir Funktionen. 

1. Konvergenz im Funktionenraum. Die Analogic zwischen 
Funktionen und Vektoren in einem fj-dimensionalen Raume erleidet 
vielfach eine Unterbrechung, wenn man zur Betrachtung von unend- 
lichen Funktionenmengen bzw. Vektorenmengen iibergeht. Bei Vek^ 
torenmengen lehren die elementarsten Tatsachen der Analysis (Weier- 
straBscher Haufungsstellensatz, Konvergenzdefinition) unmittelbar, daB 
sich aus jeder unendlichen Menge von Vektoren t) mit beschranktem 

^ Dies folgt aus dem ScUze von Dini: Wenn eine in einem abgeschlossenen 

oo 

Gebiete G konvergente Reihe positiver stetiger Funktionen ®i^® stetige 

Funktion S (/) darstellt, so konvergiert sie gleichmaBig. In aller KUrze sei der Be- 

weis skizziert. Wir setzen Sw(^) 5 (^) = S „(0 + W- Ware die Be- 

hauptung falsch, so gabe es eine pOvSitive Zahl oc, eine ins XJnendliche wachsende 
Nummernfolge ... und zugehdrige Werte , <2 , ^3 , . . . in G, so daB 

(h) -3? » also Sn^ (ti) S{ti) — « ist Wir kdnnen dabei annehmen, daB die Werte t^ 
gegen einen Grenzwert t aus G konvergieren. Nun sei N eine fest gewahlte Nummer; 
dann ist ftir auch Smih) also S^vVi) - oc, Hier lassen 

wir i fiber alle Grenzen wachsen und erhalten wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen 
(t) : ^ S(t) ^ a, was sicherlich bei hmreichend groBem N unmfiglich ist. 



48 II. Das Problem der Reihenentwicklung wiJIkflrlicher Funktionen. 

absoluten Betrage ji)' oder beschrankter Norm = eine kon- 
vergenteTeilfolge auswahlen MBt, daB fcirneraus der Giiltigkeit der Rela- 
tion limiV'(0„ — t)J = 0 fiir eine Folge von Vektoren t)i, Ua. I'3> • • • 

'*v> 

Existenz eines Grenzvektors t) folgt und daU schlieBlicn atis 

n ^oo 

limNt)n — 0 sich limbn==0 ergibt, Im Raume von imendlidi vielen 
| 1.->-00 

Diraensionen hdren diese Tatsachen auf, giiltig zu sein. Man kann z. B. 
nicht aus jeder unendlichen Menge stetigor Funktionen f{x) mit be- 
schrankter Norm Nf eine gegen cine stetige Funktion konvcrgente 
Teilfolge herausgreifen, und man kann auch nicht aus der Relation 
limiVL = 0 fiir eine Folge stetiger Funktionen die Beziehung Iim/„ - 0 

ft ->00 

schlieBen. Nehmen wir etwa fiir das Grundgebiet ~i- x- -|-t die 
Funktionen , 

fiir 

f„{x) = 0 fiir 

Jede Teilmenge dieser Funktionenmenge konvergiert gegen die fiir 
* s= 0 unstetige Funktion 

f(x) = 0 fur 3? -k 0. 

f{x) — i fiir x== 0, 

und es ist trotzdem limiV/„ = 0. 

n*>oo 

Die Durchfuhrung unserer Analogic zwischen Vektoren und Funk- 
tionen doch zu ermSglichen, d. h. das WeierstraBsche HHufungsstellen- 
prinzip tmd die obenerwShnten Konvergenzsatze fiir den „Funktionen- 
raurn" zu retten, ist eine Aufgabe, welche bei vielen Untersuchungen, vor 
all<>m bei der Fiihrung von Konvergenz- und Existenzbeweisen, un- 
erlafilich ist. Zu ihrer L6sung bieten sich zwei Wege dar. Einmal laBt 
sich das gewiinschte Ziel durch Erweiterung des Funktionenbereichs 
und gleichzeitige Erweiterung des Integral- und des Konvergenzbegriffes 
erreichen. Diesen Weg, der auf der Theorie von Lebesgue beruht, 
woUenwir als furdieZwecke dieses Buches ungeeignet nicht beschreiten 
vielmehr einen zweiten Weg einschlagen, welcher darauf beruht, daB 
wir den zugrunde gelegten Funktionenbereich verengern, um die Giil- 
tigkeit des Konvergenzprinzipes zu erzwingen. Diese Verengerung 
besteht darin, daB wir von der Gesamtheit der Funktionen unseres 
Funktionenbereiches nicht nur die Stetigkeit, sondern fiir den ganzen 
Funktionenbereich die gleichgradige Stetigkeit verlangen. Es mOge sich 
etwa um Funktionen der einen unabhangigen Variablen x handeln. 
Dann besagt die Forderung der gleichgradigen Stetigkeit, daB es zu jedem 

^ Siehe jedooh § 10, Nr. 11. 
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positivcn e eine nur von e, nicht aber von dem Individuum f{x) der 
Funktionennienge abhangige positive Zahl <5 = (5 (f) derart geben soil, 
daB aus — Xgj < d{ 8 ) die Relation \f{Xj) — /(Xa)! folgt, wenn % 
imd ^2 dem Bereiche der unabhangigen Variablen angehoren. Beispiels- 
weise bilden im Intervall a*:-x:^^h alle Funktionen /(x), fur welche 

b 

lf^{x)dx“r M gilt, unter Af eine feste Konstante verstanden, eine 

a 

gleichgradig- stetige Funktionenmenge. Es gilt namlich fiir zwei 
Werte x^ und des obigen Intervalles 

fix,)-fix,)=fr{x)dx, 

Xi 

also zufolge der Schwarzschen Ungleichung 

l/W - /K)i^ ■-:£ \X2- Xilj f'~[x)dxr- liKa —Xi\M. 

Xi 

g2 

Aus dieser Ungleichung erkennen wir, daB fiir d (e) == die Bedin- 

gungen der gleichgradigen Stetigkeit erfiillt sind. Fiir solche Funk- 
tionenmengen gilt dann das Hdufungsstellenprinzip: Aus jeder im 
Grundgebieie G gleichmdjSig beschrdnkten und gleichgradig stetigen Funk- 
tionenmenge Idfit sick eine in G gleichmdfiig konvergente Teilfolge 
(^') » (^) » ?3 (^) > • • • auswdhlen, die gegen eine stetige Grenzfunktion 

konvergiert^, Dieser Satz sagt fiir unsere Mengen stetiger Funk- 
tionen etwas Ahnliches aus wie der WeierstraBsche Haufungsstellen- 
satz fiir beschra.nkte Punktmengen und erfiillt damit die obige Forde- 
rung. 

Zum Beweise betrachten wir eine abzahlbare Menge von Punkten 
Xi, Xj, die im Intervall iiberall dicht liegen, etwa die Menge, 
die sich durch fortgesetzte Plalbierung des * Intervalls und der neu 
entstehenden Teilintervalle ergibt. In der Menge der Funktions- 
werte im Punkte Xi gibt es nach dem WeierstraBschen Haufungs- 
steUensatz eine konvergente Teilfolge; es laBt sich also aus der 
Menge aller vorgelegten Funktionen eine Folge von unendlich vielen 
Funktionen ai (x) , % (x) , ... derart auswahlen, daB die zugehorigen 
Funktionswerte im Punkte Xi eine konvergente Folge bilden. Aus 
dieser Folge kann in derselben Weise eine Teilfolge (x) ,b^(x), ... 
ausgesondert werden, fiir welche die Funktionswerte auch im Punkte X2 
eine konvergente Folge darstellen, usw. Nunmehr fassen wir die ,,Dia- 
gonalfolge*' ^^(x) = ?i(x), b^{x) = q^ix), ... aller so erhaltenen Funk- 

^ Es geniigt Ubrigens, die gleichmafiige Beschranktheit der Funktionenfolge 
in einem einzigen Funkt von G vorauszusetzen ; daraus folgt wegen der gleich- 
gradxgen Stetigkeit bereits die gleichmafiige Beschranktheit fiir das ganze Gebxet G. 

Couraiit*Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 4 
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tionenfolgen ins Auge und behanpten, daii sie die Eigcnsrhaft dcr 
gleichmaBigen Konvergenz im ganzen Intervall besitzt. 

Um dies zu zeigen, teilen wir nach Vorgabc eincr beliebig kleinen 
positiven Zahl e das Intervall a - , * • - 6 durch cine geniigend groBe, 
feste Anzahl M von Punkten %, Xj, . . . , % der eben betrachteten Punkt- 
menge x^, ... so fcin ein, daB zu jedem Punkte x dc.s Intcrvalls 
ein Punkt x^ mit ki>M existiert, fiir den \x — Xh\ ■ d(e) ist, wobei 
(5(e) die in der Voraussetzung angegebene Bedeutung hat. Sodann 
nehmen wir die von e abhangige Zahl N = N{£) so groB, daB fiir 
m> N, n> N im Punkte x^ {h — i , 2, . . M) 

-?«(%)! < ® 

gilt. Der gleichgradigen Stetigkeit wegen ist nun fiir ein geeignetes 
h^M 

I ?»» {^) ?»« (^a) I > 

- ?«W| < 

also fiir m> N, n> N 

\qM - ?„(^)i< 

womit die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenfolgc 
qi{x), ... fiir alle x des Intervalls af'xz", b erwiesen ist. Die Stetig- 
keit der Grenzfunktion q[x) ist dann eine unmittelbare Folge aus der 
GleichmSBigkeit der Konvergenz. Nebenbei sei bemerkt, daB durch 
dieselbe Betrachtung folgt, da^ jede konvergente Teilfolge auch gleich- 
mdfiig konvergiert. 

Eine Menge gleichgradig stetiger Funktionen besitzt folgende weiteren 
Eigenschaften : Gehdrt die Funktionenfolge fi{x), ^(x), Uix), ... einer 
solchen Menge an und gilt limiV/„ = 0, so ist im Sinne gleichm&piger 

tl-4-OO 

Konvergenzlimf^^O , Istfern^rNi^heschranktundgiUlimN 
n-^oo ^ 

m-Koo 

so giht es eine stetige Funkiion f («) derart, daji im Sinne gleichmd^iger 
Konvergenz f{x) =lim/„(a:) ist. 

n-^oo 

Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir 
an, es sei fiir die Stelle x = x^ nicht lim/„(xo) = 0; dann gibt es be- 

^ n->-<x5 

liebig groBe Werte von n, so daB /^(aro) > 2 a* ist, unter 2 a® eine 
positive Schranke verstanden. Wegen der Gleichgradigkeit der Stetig- 
keit der Funktionen f„{x) gibt es dann ein festes, den Punkt % cnt- 
haltendes Intervall der Breite d, so daB in diesem Intervall fiir die oben 
genannten Werte von n die Ungleichung > a* besteht. Also wird 
auch Nf„ > da®, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Ganz ihn- 
lich laBt sich, was der Leser selbst durchfiihren mag, der zweite Teil 
der Behauptung beweisen. 
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Eine andere Eigenschaft, die einer gleichgradig stetigen Funktionen- 
menge mit beschrankten Normen zukommt, ist die folgende, welche wir 
als GlattheW^ der Menge bezeichnen wollen. Es set r eine positive ganze 
Zahl, und es seien Cj, Cg, . . irgendwelche Zahlen, deren Betrdge unter- 
halb einer festen Schranke, etwa 1 , liegen; dann giht es eine nur von der 
positiven Zahl s ahhdngige und zugleich mit e gegen Null strebende Zahl 
<5(«), so dafi aus der Relation N[cJ^ + * * * + <, e die Relation 

\cifi + Cg/g -f • • * + < <5 

folgt, wenn /i, /g, • * U irgendwelche r Funktionen der Menge sind. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem oben Bewiesenen, 
wenn man beachtet, dafi der Bereicb unserer Funktionen auch dann 
noch die Eigenschaft der gleichgradigen Stetigkeit seiner Individuen 
behdlt, wenn man ihn durch Hinzufiigung aller linearen Kombinationen 
Cifi + c^f 2 + • • • +^r/f bei festemr und beschrankten Werten von \ci\ 
erweitert. 

Die Voraussetzung der Glattheit der Funktionenfolge /x, /g, • • • 
kann man auch in die Form kleiden: Die Funktionenfolge /i, /g, • • • soli 
die Eigenschaft aufweisen, daB sich aus jeder ihrer Teilfolgen eine 
gleichm§.Big konvergente Teilfolge auswahlen 

Aus dem Haufungsstellenprinzip laBt sich ohne weiteres der folgende, 
etwas allgemeinere Satz entnehmen: Es sei 

f Plf{x) y 

^21 W » 7 • * ' > p2r{^) > 


eine Folge von Gruppen Gx» ^ Funktionen, die im Intervall 

a^x^b alle gleichgradig stetig %md gleichmafiig beschrdnkt sind. Dann 
lassen sich Gruppen (i = 1, 2, . . limw^ = cx), ^ == 1 , . . r) 

oo 

von Funktionen so herausheben, dap die Funktionen p^^^ ^ {x) mit wachsen- 
dem i gleichmdpig gegen r stetige Funktionen px{x)y . . .y p^ {x) konvergieren. 

In der Tat kbnnen wir die gewiinschte Konvergenz zunachst fiir die 
erste Spalte durch geeignete Auswahl erzielen; aus der so gewonnenen 
Folge von Gruppen von Funktionen sondern wir dann eine Teilfolge so 
aus, daB die Konvergenz auch in der zweiten Spalte statthat, und wieder- 
holen dieses Verfahren noch {r — 2)maL 

§ 3. UnabhangigkeitsmaB und Dimensionenzahl. 

1. Un%bhi.ngigkeitsmaB, Fiir die lineare Abhangigkeit oder Un- 
abhdngigkeit von r Funktionen /x, . . /, kbnnen wir analog zu den 

friiheren Entwicklungen bei den Vektoren des w-dimensionalen Raumes 

1 Dieser auf Funktionen men gen beziigliche Begriff ist nicht mit dem S. 39 
eingeftthrten einer ,,glatten Funktion" zu verwechseln. 
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leicht ein einf aches Kriterium herleiten. Dazu bilden wir die quadra- 
tische Form in r reellen Veranderlichen 

(12) K{t. t) - N{t^ A + • . • -f- trfr) - / [kk + • • ■ + kUY dx Uh 

und nennen ihre kleinste, sicher nicht negative charakteristische Zahl m, 
d. h. das Minimum von K{t, t) bei Variation der imter der Neben- 


bedingung 2^4 = ,,Unabhdngigkeitsmafi'* der Funktionen 

fi, , . 4 , Linear abhangig sind die Funktionen /j, . . offenbar 
dann und nur dann, wenn das UnabhangigkeitsmaB m den Wert Null 
hat; im Falle linearer Unabhangigkeit hingegen gibt die GroBe von m 
eine Vorstellung von der Art der lincaren Unabhangigkeit. Gleich- 
bedeutend mit dem Verschwinden des UnabhangigkeitsmaBes m ist das 
Verschwinden der Gramschen Determinante 

(/x/l) • . . ifvfr) ! 

(13) r(/, I 

{frh) ... {frfr)\ 

des Funktionensystems /j, . . /r- Diese Tatsache ergibt sich daraus, 
daB die Gramsche Determinante das Produkt der samtlichen, durch- 
weg nichtnegativen charakteristischcn Zahlen von K{i,t) ist. Hier- 
nach gilt namlich wenn M die gr5Bte charakteristi- 

sche Zahl von K{t,t) bedeutet. Wegen des positiv definiten Charakters 
von K{t, t) ist iibrigens f 0 * . Auch das Verschwinden der Gramschen 
Determinante stellt also eine hinreichende und notwendige Bedingung fur 
linear e Alhdngigkeit der Funktionen /j, • * U dar. 

r 

Bildet man eine lineare Kombination f von r linear un- 

abhingigen Funktionen welche zudem normiert ist, so kann 

kein Koeffizient absolut genommen oberhalb der lediglich von dem 
UnabhangigkeitsmaB m von /i, . . abhangigen wSchranke \j‘^m liegen. 
Denn zufolge der Definition von m ist fur 


. offenbar 

i 

^ ^ . Wenn man also ein System von r Funktionen mit einem 

oberhalb der 'positiven Schranke /a liegenden Unabhdngigkeitsmap ortho- 
gonalisiert, d. A. seine Funktionen durch geeignefe normierte lineare Korn- 
binationen aus ihnen ersetzt, $0 kdnnen dabei niemals Absolutwerte der 
Koeffizienten oberhalb der Schranke 1/^/^ auftreten. 



♦ Diese Ungleichung stellt eine Verallgemeinerung der Schwarzschen Un- 
gleichung dar. In der Tat geht sie far n 2 in diese aber. 
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2. Asymptotische Dimensionenzahl einer Funktionenfolge. Sind 
in einer Folge von normierten Funktionen /j, /g, . _ oder allgemeiner 
von Funktionen mit beschrankter Norm immer je r + 1 Funktionen 
linear voneinander abhangig, so daB sich jede Funktion als lineare 
Verbindiing + • * • + ^rS'r ^ nicht weniger als r Grund- 
funktionen gi, . . gr mit konstanten Koeffizienten darstellen 

laBt und demnach die ganze Funktionenfolge der Schar*' 

hSi H + gr angehdrt, so sagen wir in Anlehnung an die geometrische 

Sprechweise, die Funktionenfolge habe genau die Dimensionenzahl r. 

Besitzt die Funktionenfolge /i, /g, . . , keine endliche Dimensionen- 
zahl, so kdnncn zwei Falle eintreten. Entweder gibt es fiir jede noch so 
groBe positive ganze Zahl s Gruppen von je s Funktionen 
der Folge mit beliebig groBen Indices derart, daB das Un- 

abhangigkeitsmaB dieser Funktionen oberhalb einer festen, d. h. nicht 
von den (sondern hdchstens von s) abhangigen positiven Schranke 
liegt. Dann schreiben wir der Funktionenfolge die asymptotische Dimen- 
sionenzahl cx> zu^. Oder aber es konvergiert bei geniigend groBem s 
das UnabhangigkeitsmaB von , . . . , gegen Null, wenn samtliche 
Zahlen %, . . n^ irgendwie iiber alle Grenzen wachsen. In diesem 
Falle nennen wir die kleinste ganze Zahl r, fiir die bei s > r das Un- 
abhangigkeitsmaB gegen Null strebt, die asymptotische Dimensionen- 
zahl der Folge. Insbesondere ist r = 0, wenn Nf^ mit wachsendem n 
gegen Null konvergiert. Bei einer Folge mit der asymptotischen Di- 
mensionenzahl r sind mithin nach Weglassung von hinreichend vielen 
Anfangsfunktionen je r + 1 Funktionen „beinahe“ linear abhangig. 

Die innere Bedeutung der eingefuhrten, durch die geometrische 
Analogic zu Folgen von Vektoren im w-dimensionalen Raume nahe- 
gelegten Begriffsbildungen besteht darin, daB eine Funktionenfolge der 
asymptotischen Dimensionenzahl r als Grenzgebilde eine lineare Funk- 
tionenschar aus r Grundfunktionen definiert. Dies gilt allgemein aller- 
dings erst dann, wenn man unter Heranziehung des Lebesgueschen 
Integralbegriffs und der zugehdrigen Theorie den zugrunde gelegten 
Funktionenbereich erweitert. Da wir jedoch hier auf unserem elemen- 
taren Standpunkte verharren wollen, so mussen wir zum Beweise der 
eben ausgesprochenen Behauptung noch gemaB § 2 gewisse einschran- 
kende Voraussetzungen machen, und zwar wollen wir einfach voraus- 
setzen, daB die Funktionenfolge glatt ist (vgL S. 51)- 

Dann gilt der Satz: Ist /i, ... eine glatte Funktionenfolge mit 

der asymptotischen Dimensionenzahl r, so gibt es r voneinander linear 
unabhdngige, also orthogonal und normiert wdhlbare Funktionen , - • • , gr 
derart, dafi fiir hinreichend gro/Ses n sich jede der Funktionen von einer 
Funktion der Uneaten Schar tigi + • • • t^g^. um weniger als eine be- 

1 Das emfachste Beispiel ist erne Folge orthogoaaler normierter Funktionen, 
bei der fiir jede Funktionengruppe das UnabbangigkeifcsmaB den Wert l hat. 
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liehig klein angenommcnc Grdfie s untersdieidet, wahrend keine lineare 
Schay wit weniger (ds t GrundfunMioneti von dsTSslben Eigsnschaft existicft. 

Wir kdnnen diese lineare Grenzschar auch folgendermaBcn charak- 
terisieren: Sind Gj, G^, G^, ... Gruppen von je r Ininktioncn 

f . . , der Folge, deren UnabhangigkeitsmaB oberhalb ciner fcsten 
positiveu Schranke /n liegt und deren Indices — 1 , . • •, niit zn- 
nehmendem m iiber alie Grenzen wachscn, so konvergieren die dutch 
die Funktionen von als Grundfunktionen dcfinierten Imeareii Fuiik- 
tionenscharen mit wachsendem m gleichmaBig gegcn eine dutch r 
linear unabhangige Funktionen gj , . . . , Sr definierte Grenzschar I ^ in 
dem Sinne, daB bei hinreichend groBcni ffi jedc normierte Funktion 
von sich von einer Funktion von T beliebig wenig iinterscheidet. 

Um den naheliegendexi Beweis dieser Tatsachen bequcni fortnulieten 
zu kdnnen, sagen wir, eine Funktion / habe von einer lincaren hunk- 
tionenschar S eine Distanz kleiner als die positive GrdBe wenn 
sich / von einer geeigneten Funktion aus S absolut gcnomnien iiberall 
um weniger als d unterscheidet, Entsprechend schreiben wir zwei 
linearen Funktionenscharen S und eine Distanz kleiner als d zu, 
wenn jede normierte Funktion der einen Schar von einer geeigneten 
solchen der anderen Schar absolut genommen um weniger als d ab- 
weicht. 

Nun ergibt sich sofort, dafi bei geniigend groBem m und n die Funk- 
tion in von der Schar eine beliebig kleine Distanz hat. Denn das 
UnabhangigkeitsmaB von /„, ist bei hinreichend groBem 

m und n sicher beliebig klein; wegen der Glattheit der auftretenden 

r 

Funktionen gibt es also r + 1 Zahlen «o, u^, .... u, niit ~ ^ • 

i«aO 

fiir die |mo/» + »ifm, H + beliebig klein wird. Hierin kann 

bei zunehmendem m und n die Zahl absolut genommen nicht beliebig 
klein werden, weil sonst entgegen der Voraussetzung das Unabhiingig- 
keitsmaB von beliebig klein wiirde. Also kbnnen wir, in- 

dem wir «o/n + %/mi + ' — h^rfmr durch «o dividieren und = 
setzen, den SchluB ziehen, daB sich bei hinreichend groBen m und n die 
Funktion /„ von einer geeigneten Funktion + ' • • + Khn, linearen 
Schar S„, beliebig wenig unterscheidet. Dahcr haben fiir hinreichend 
grofies m und n auch die heiden linearen Funktionenscharen S„ und S„ eine 
beliebig kleine Distanz. Nunmehr sei s eine spater als geniigend klein fest- 

zulegeude Zahl und . . . eine Folge positiver Zahlen mit 2^ ^ 

Ferner sei me eine positive ganze Zahl derart, daB fiir n > w,- und 
m y Wi die Distanz von und kleiner als fi ist. Wir gehen von 
irgendwelchen r normierten Funktionen . . ., Aj, der Schar aus 
und bestimmen, was nach Voraussetzung mSglich ist, in S,,,, (w, > %) 
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die normierten Inmktionen Agi, ...» derart, daB 1^21 — ^it! < 

(i ~ 1 , . . . , r) wild. Ebenso ermitteln wir in normierte 

Funktionen so, daB wird, usw. Wegen 

I -» j < fp + • * • + ^q-i{P<<j) konvergiert bei festem i = 1, . . 
f die Fuiiktionenfolge (i == 1, . . r) gleichmaBig gegen eine Grenz- 
funktion und es ist Ig^ Wird s hinreichend klein ge- 

wahlt, so werdeii zngleich mit i , . . . , ^ auch die Funktionen gi , . . . , gf 

ein von Null verschiedenes Unabhangigkeitsmafi haben, also linear un- 
abhiingig sein. Die Funktionen gi , . . . , g;. crfiillen offenbar alle gestellten 
Anforderungen. 

§ 4. Der WeierstraQsche Approximationssatz. Vollstandigkeit 
der Potenzen und der trigonometrischen Funktionen. 

1. Der WeierstraBsche Approximationssatz. Das elementarste Bei- 
spiel eines vollstandigen Funktionensystems wird durch die Potenzen 

1 , X, x^, ... 

gegeben. Sie bilden fiir jedes abgeschlossene Intervall a^x<b ein 
vollstandiges Funktionensystem; es gilt sogar der folgende Approxi- 
mationssatz von Weierstrali^: Jede im Intervall a ^x steUge Funk- 
tion kann in diesem Intervall gleichmdfiig durch Polynome approximiert 
warden, 

Dieser Satz besagt mehr als die Vollstandigkeit, namlich die Mog- 
lichkeit nicht nur einer mittleren, sondern sogar einer gleichm^igen 
Konvergenz. 

• Zum Beweise nehmen wir an, daB das Intervall a:^x^h ganz im 
Inneren des Intervalls 0 <x <i gelegen ist, so daB also zwei die Un- 
gleichungen 0<^%<a<i</?<l befriedigende Zahlen a und ge- 
funden werden kdnnen, und denken uns die im Intervall a<x^b 
stetige Funktion / {x) irgendwie stetig bis an die Grenzen des Intervalls 
(X < X; ' p fortgesetzt. 

Zunichst betrachten wir das Integral 

i 

0 

Wie man sogleich erkennt, konvergiert /„ mit wachsendem n gegen 
Null. Ist S eine feste Zahl des Intervalls 0 < ^ < 1 und 

1 

-v^fdv, 

6 

^ Weierstrasz, K. : tJber die analytische Darstellbarkeit sogenannter will- 
kUrlicher Funktionen reelier Argumente. Sitzungsber. Akad. Berlin, 18S5» 
S. 633—639, S. 789—805, sowie auch Werke Bd. 3, S. 1—37. Berlin 1903* 
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SO behaupten wir, daB 

/* 

lim y := 0 

n-^-oo J n 

ist, daB also, wie ohne weiteres plausibel erscheint, boi hinreichcnd 
groBem n das Integral von 0 bis <5 fiir den Wert des ganzen Integrals 
von 0 bis 1 ausschlaggebend ist. In der Tat gilt fiir « "1 

;.>/(, = 

0 

1 

J* = J’(i — v^j^dv < (l — ^ 

< (m + 1) (1 - lim =■-= 0 . 

Nunmehr bilden wir unter der Voraussetzung a- x b die Aus- 
drucke p 

//(«)[l - (m — x)^]''du 

P„W = - . (m=1,2, ...). 

J (1 — tA)" du 
-1 

Sie sind offenbar Polynome in x vom Grade 2n, dercn Koeffizienten 
Quotienten bestimmter Integrale sind, und leisten, wie wir zeigen 
wollen, die geforderte Approximation. 

Fiir den Zahler erhalten wir durch die Substitution u = v -{■ x 

Jf(u)H—{u — xYfdu=jf{v+x){i — v^)’*dv=j + I + f~l^+l^+I;u 

ot oi-x a:~a5-'^d 

worin die positive Zahl <5 des Intervalls 0 < ^ < 1 noch geeignet fest- 
gelegt werden wird. Ig laBt sich umformen zu 

d d 

Ig = f[x) — • v^Ydv + j[f(v + x) — f{x)] (1 — v^Ydv 

-(5 -<5 

<5 

= 2/W (/„ -/?) + / U{V + x)- fix)] (1 - . 

Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von f{x) im Intervall 
kann zu beliebig Mein vorgegebenem e > 0 ein nur von e abhingiges 
<5 == <5 (e) des Intervalls 0 < d < 1 derart ermittelt werden, daB fiir 
\v\ ^ d nnd a yZ < 6 die Beziehung \f{v + — f[x)\ - ' e. besteht; 

dann folgt 

? \ *) I 

j lf{v + x)-‘f{x)] (1 —v^Ydv\ Isj {i--v^)^dv <el {i dv 2e 

j -d -1 
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1st ferner M das Maximum von \f{x)\ fiir /j, so bekommen wir 

1 

~v^)«dv = MJ*. \l,\<MjH~vYdv = MJ*. 

-1 d 

insgesamt also, da der Nenner in P„(«) gleich 2 /„ ist, 
iP„W-/W|<2Mi? + e. 

J n 

J* 

Durch passende Wahl von n kann wegen lim *-'4- = 0 die rechte Seite 

n-^oo •J ** 

kleiner als 2? gemacht werden; es wird also wirklich /(*) durch die 
Polynome Pn(x) in gleichmaBig approximiert. 

2. Ausdehnung des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren 
Veranderlichen. Ebenso zeigt man, daB eine fiir 
(i == i , 2, . . w; 0 < < 6^ < 1) stetige Funktion / von Verander- 

lichen Xi, . . durch die Polynome 
A 

/ • • • //(%, . . . , M„) [1 -(mi-atiIY • ■ • dui- -du^ 

P„ [x,. ....X^)^ 

j (1 — M*)" du 
.-1 

gleichmaBig approximiert wird, wobei 0 < «< < oi < i>i < A < 1 gilt. 

8. Gleichzeitige Approximation der Ableitungen. Durch eine 
kleine Verscharfung unserer t)berlegungen erhalten wir das folgende all- 
gemeine Resultat ; Eine in einem abgeschlossenen Bereich Oj ^ ^ 

mit ihren Ableitungen bis zur ^‘“'Ordnung stetige Funktion /(%, 
laBt sich derart durch Polynome P{xi, . . ., x^) gleichmaBig approxi- 
mieren, daB auch die Ableitungen von / bis zur Ordnung durch 
die entsprechenden Ableitungen der Polynome gleichmaBig approximiert 
werden. 

Zum Beweise setzen wir wieder 0 < «( < 6j < 1 voraus und denken 
uns die Funktion / fiber das Definitionsgebiet mit stetigen Ableitungen 
bis zur Ordnung derartig in einen groBeren Rechtecksbereich 
{0 < oCi < ai'< bi < < i) fortgesetzt, daB auf dem 

Rande des grSBeren Gebietes die Funktion mit ihren Ableitungen bis 
zur {k — 1)“*“ Ordnung verschwindet. Dann liefem die in der vorigen 
Nummer definierten Pol 3 mome P„(*i, . . ., x^) die gewunschte Appro- 
ximation. Man iiberzeugt sich davon sehr einfach, indem man unter 
dem Integralzeichen nach Xf differenziert, diese Differentiation durch die 
damit gleichwertige Differentiation nach ersetzt und dann das Integral 
unter Benutzung der Randbedingung durch Produktintegration umformt. 

4. Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktionen. Aus Nr. 1 
folgt die wichtige Tatsache, daB das normierte Orthogonalsystem der 
trigonometrischen Funktionen 
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1 COBX COBlX 

ist * in 

sin;v sin 2^ 
ijm * in 

fur das Intervall i- x ^ ein vollstandiges Funktionensystem bildet. 
Es gilt auch bier der weitergehende Satz : Jedc im Intervall % * n 

stetige Funkiion f{x), jur welche /(—^r) = /(jt) gilt, IdlU skh gkich- 
mafiig durch irigonometrische Polynome 

n 

Iz {dCyCOSvx + /?vSin)^A:) 

1 

approximieren, wobei die und py Konstante sind. 

Zum Beweise schreiben wir statt x und betrachten cine , ^^-Ebene 
mit den Polarkoordinaten q und -d (| = gcos-i? und t) — ^sin#). Die 
Funktion 

= Qfi^) 

ist sodann in der ganzen | , i-y-Ebene stetig und stimmt auf dem Kreise 
|2 _l_ ^ mit der gegebenen Funktion / [S) iiberein. Nach dem 

WeierstraJQschen Approximationssatze MBt sie sich in einem den Krcis 
+ ??“ = 1 enthaltenden Quadrat gleichmaBig durch Polynome in f 
und ij approxiraieren. Setzen wir nachtrdglich g = 1 , so erkennen wir, 
daB fiS) gleichmaBig durch Polynome in cos# und sin# approximiert 
warden kann. Nach bekannten Formeln der Trigonometrie laBt sich 
aber jedes solche Polynom auch in der angegebenen Gestalt 

n 

— + ^ {(Xv + py sinr %) 

1 

schreiben. 

Eine stetige Funktion f{x), die nicht der Periodizitatsbedingung 
/(— jt) :=z f(^) geniigt, laBt sich derart durch eine diese Bedingung er-* 

fiillende stetige Funktion g (x) ersetzen, daB das Integral j (/ (x) ~ g (:s)) ^dx 

beliebig klein ausfallt. Daraus folgt die Mdglichkeil der mittleren Appro- 
ximation durch trigonometrische Polynome fiir jede stetige Funktion und 
daher die VoUstandigkeit der trigonometrischen Funktionen. 

§ 5. Die Fouriersche Reihe. 

1. Beweis des Hauptsatzes. Nach den allgemeinen Betrachtungen 
von § i wird wegen der Orthogonalitat der trigonometrischen Funk- 
tionen die beste mittlere Approximation vom Grade n durch das 
sogenannte Fouriersche Polynom 
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n 

{UyCosvx + 

1 

geliefert, wobei 

jt 

ay = 1 / (%) cosi':^ dx , 

- ^ 


( 15 ) 


br 




sinvxdx , 


(r = 1, 2, . .., 



gesetzt ist. 

Mit Hilfe der Beziehung kann man iibrigens 

dieses Polynom auch in die iibersichtlichere Gestalt 


Sn{x) 

ysta •— ffj, 


^2(Xy=-ay — iby, 
2(Xy--= a^y + ib^y , 


v>0 
v< 0 


2 cKq 



jt 

(^50 = 


(v = 0, ±1 1 i2, . . .) 


bringen. 

Von vornherein ist nicht sicher, ob die fiir die mittlere 
Approximation gunstigsten Pol 3 mome auch eine gleichmafiige Approxi- 
mation liefern, d. li. ob die unendliche Reihe lims„(A;) gleichmaBig 

n->oo 

konvergiert und die Funktion / (^) darstellt. Diese Frage ist Gegenstand 
der Tlieorie der Fourierschen Rcihen. 

Urn uns bequem ausdriicken zu konnen, denken wir uns die Funktion 
/(x) zunichst nur im Intervall — definiert und dann Tiber 

dieses Grundgebiet hinaus dutch die Funktionalgleichung f{x+27t)^f (^) 
periodisch fortgesetzt; ferner nehmen wir an jeder Sprungstelle f von 
f{x) das arithmetische Mittel der ^Grenzwerte von rechts und von links'' 
/ («f + 0) “ lim / (I + A) bzw. / (f — 0) = lim / (f — A) (A > 0), setzen 

^ho f{i)^tu{i + 0)+f{^-0)], 

Es gilt dann folgender Satz: Jede im Intervall — stuck- 

weise glatte und mit der Periode 2n feriodische Funktion Id fit sick in 
eine Fouriersche Reihe entwickeln^ d. h. die Fourierschen Polynome 

n 

{ayCosvx + bysinvx) 

,.«i 

konvergieren mit wachsendem n gegen /(z). Dariiber hinaus warden 
wir beweisen: Die Konvergenz der Fourierschen Reihe ist gleichmdfiig 
in jedem abgeschlossenen Intervall, in welchem die Funktion stetig ist. 
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Wir fiihren den Beweis zunSchst unter der Voraussetzung, daB die 
Funktion / [x) stetig ist, daB also Unstetigkoiten nur in der Ableitung 
f[x) auftreten. Bezeidinet man mit <Xy und /?y die Entwicklungs- 
koeffizienten von f'{x), so ist 

-1-jt 

«y = f{x) cosvxdx = j j{x) sirivxdx vhy , 

-3t “.T 

+ 'k' ft 

f[x) sinvxdx = — ■, J / W cosjmt dx - — vUy , 

-rt ^ a 


= 0. 


Da f{x) stiickweise stetig ist, gilt die Vollstandigkeitsrelation 

+ OC tXJ 

f fHx) dx ^ {ocl + ^ {al -f bl ) . 

Nun ist 


m 

2 

V<mn 


{aycosvx + 


I 

^ (>'«yCOS%'A: + >'6ySin>';t) j 








Daraus folgt aber sofort die absolute und gleicbmaBige Konvergenz 
der unendlichen Reihe 

oo 

lim s„(a:) = *1” + ^ {a,cosvx + SySinva:) , 

die mithin wegen der Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktionen 
die Funktion f{x) darstellt. 

Um die Giiltigkeit der Fourierschcn Reihenentwicklung auch fiir 
unstetige, stiickweise glatte F'unktionen nachzuweisen, behandeln wir 
zunachst eine spezielle solche Funktion, die durch 

h{x) ~ ^ 0 < X <2n , 

A(0) = 0. 

h{x + 27t) == h{x) 

definiert ist und an den Stellen x = :iz2kn {k = 0 , \ den Sprung n 
aufweist, Ihre Fourierschcn Koeffizienten sind 

«o = 0, «y = 0, by — -- {v— I, 2....). 



§ 5 Bie Fouriersche Reihe. 


61 


oo 

Uin die daiiach zii vermutende Glciclmng h (;^) = beweisen, 

bilden wir zunachst die uberall stetige stuckweise glatte Funktion 
g{x) ~ h[%) (1 — cosx) = 2h{x) sin^ . 


Die Fouriersche Reihe ^^vsinvx dieser Funktion konvergiert nach den 

v™ 1 oo 

obigen tlberlegungen gleichmaBig, und es ist g{x) = ^^vsinvx. Da- 
bei hangen die mit den 6,, durch die Gleichungen 

l^v ” i (^V-l “H (^ “ • • •) » 


n 


n 


zusammen. Setzen wir ^ 6,sinv* = s„(;k) und sinr;tr = o„(a;), so 
wird ’■“! ’■“1 

h h 

(1 cosjJt;) Sn{x) = On{x) — sin(n + 1)^ + sin^A:. 


Mit wachsendem n konvergieren die gegen Null, und die Summe 
Oni^} konvergiert gleichmaBig gegen g(x). Daraus folgt, daB auch 
(1 — cos a:) s^(a;) gleichmaBig im Intervall — gegen g(x) und 

daher s^ix) selbst in jedem den Punkt a; == 0 ausschlieBenden abge- 
schlossenen Teilintervall gleichmaBig gegen /i(x) konvergiert. 

In dem auszuschlieBenden Punkte = 0 verschwinden samtliche 
Partialsummen s^(a;), so dafi auch lims„(A;) == 0 gilt. Der Wert der 
Reihe ist also auch in der Sprungstelle gleich dem Wert der Funktion 
h {%) , namlich gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiderseitigen 

Grenzwerten — ^ + y * 

Ebenso wie die Funktion h{x) fur a: = 0 den Sprung n macht, liefert 
A (a: — I) eine Funktion, die fiir a: = ^ denselben Sprung aufweist und 
sonst im Grundgebiet stetig ist. Ist nun f[x) eine stiickweise stetige 
Funktion, welche an den Stellen x^^^ = 1, , . r) des Intervalls 
0 a; < 2jr die Spriinge == /(|^ + 0) — /fe — 0) besitzt und sonst 
stetig ist, so wird 

eine uberall ■ stetige Funktion, die offenbar iiberdies zugleich mit f[x) 
eine stuckweise stetige erste Ableitung hat. Also ist F{x) in 
eine absolut und gleichmaBig konvergente Fouriersche Reihe entwickel- 

r 

bar; da auch die Funktion ^ h{x — in eine Fouriersche Reihe 

imi 

entwickelt werden kann, deren Konvergeiiz in jedem die Sprungstellen 
ausschlieBenden abgeschlossenen Intervall gleichmaBig ist, so ist damit 
der zu Beginn des Paragraphen aufgestellte Satz vollstandig bewiesen. 
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2. Mehrfache Fouriersche Reihen. Auch.fur mehrdimensionale 
wiirfelartige Gebiete kann man mit Hilfe der trigonomotrischen 
Funktionen Orthogonalsysteme bilden. Wir beschranken uns, urn etwas 
Bestimmtes vor Augen zu haben, auf den „ebenen'‘ Fall von zwei 
Variablen, bemerken aber, daB alles genau ebenso fiir beliebig viele 
Variable giiltig bleibt. 

Fiir das Quadrat 0 gs^ 27 r, bilden die Funktionen 


cos/iscosvi 

sin/iscosvi 

cos/issinyi 

sin^tissinvi 


(fi — 0, 1, . . V = 0, ...) , 

— 2, v = 0, i, , 

{ju — 0, 1, . . V = i , 2, . . , 

{fi == i , 2 , . . ■ , V — i , 2 , ...) 


ein orthogonales System. Die Entwicklungsformeln schreiben sich am 
einfachsten, wenn man die komplexe Schreibweise benutzt. 1st F{s,t) 
in eine gleichmaBig konvergente doppelte Fouriersche Reihe entwickel- 
bar, so gilt 

2jr 27t 

F{s, i) = f i f f . 

usa-oo ysw-OO ^ X X 

^ n n 


Die VoUstandigkeit des Funktionensystems und damit 
standigkeitsrelation 


1 




2Jt 

= J J|F(s. 

0 0 


die Voll- 


ergibt sich auf Grund unseres allgemeinen Satzes iiber die Gewinnung 
vollstandiger Systeme von mehreren Variablen aus solchen von einer 
Variablen (vgl. S. 46). 

Ferner ergibt sich, ebenso wie in Nr. 1, die absolute und gleichmS.6ige 

^2 jp' 

Konvergenz der Fourierschen Reihe von F(s, t), wenn ^ existiert 
und stiickweise stetig ist. 

3. Die GroBenordnung der Fourierschen Entwicklungskoeffi- 

00 

zienten, Wenn die in eine Fouriersche Reihe 2^ == /(it) ent- 

yaaa - OO 

wickelte periodische Funktion mit ihren Ableitungen bis zur [h — 
Ordnung stetig ist und eine stiickweise stetige Ableitung besitzt, 
dann gilt fiir ^ 1 

2i«vi 

wobei c eine Konstante bedeutet. Man sieht hieraus, daB die Koeffi- 
zienten der Rieihe um so scharfer gegen 0 streben, je glatter die 
Funktion verlauft. 

Das angegebene Resultat erhalt man unmittelbar, indem man auf 
die Koeffizientendarstellung (150 A-mal Teilintegration anwendet. 
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4. Streckung des Grundgebietes. 1st die Funktion f{x) periodisch 
mit der Periode 2/, so gestattet sie die Entwicklung 


mit 


oo 

f{x) = ^ UyCosvJx + &,sinv ^ x) 

2/ 

j f{t)cosvjtdt , by=^jjf{t)smvjtdt. 


die wir auch in der Gestalt 


f{x) = ^ 


(Xv 


21 


^ ^ dt 


scbreiben konnen. 


5, Einige Beispiele. Hinsichtlich einfacher Beispiele zur Theorie 
der Fourierschen Reihe sei auf die elementaren Lehrbiicher verwiesen^. 
Wir wollen hier die Fouriersche Entwicklung lediglich dazu verwenden, 
um die Funktionalgleichung der Thetafunktion und eine allgemeine 
Formel von Poisson abzuleiten. 

Die Funktionalgleichung der Thetafunktion 


d'ix) ;> 0 ) 

-OO 

lautet 

Zum Beweise setzen wir 

<p(y) 

ftsat -CX) 

offenbar ist <p{y) eine periodische Funktion von y mit der Periode 1, 
die alle Ableitungen nach y besitzt und sich demnach in die 
Fouriersche Reihe 

9iy) 

tIMS — OO 

mit 

r r 

entwickeln li.6t. Da fiir alle X’>0 Summation und Integration ver- 
tauscht werden dtirfen, ergibt sich fiir den Koeffizienten cxvi 


1 Zum Beispiel R. Courant: Vorlesungen fiber Differential- und Integral- 
rechnung Bd. 1, 2. AufL. S. 362 — 368. Berlin 1930. 
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“’-2 

/{« -OD 0 


CXI + 1 




flKM *-00 ft 


oo oo 

' I — e~^ Je 


x*(j+^)* 


nv* 

X 


dt • 


f. ' 


oo 

weil J langs einer Parallelen zur reellen Achse denselben 

-CX3 

Wert y^r wie auf dieser selbst hat. (Denn wendet man auf die Funk- 
tion nnd das Rechteck mit den Ecken — T, + T, -{-T 

X 

V 

~ r + « den Cauchyschen Lehrsatz an und laBt sodann T ins XJn- 

endliche wachsen, so konvergieren die Integrale . auf den vertikalen 
Strecken gegen 0, da der Integrand gleichmaBig gegen 0 strebt und die 
Lange des Integrationsweges konstantgleichr/:^ist.) Wirbekommen also 




^ X ^2rt%vy 


und hieraus fiir y = 0 


CX> oo ,-t V* 

fjtisa - OO ’ r*** - OO ^ 

Die bier in einem speziellen Falle durchgefuhrte Heranziehung der 
Fourierschen Entwicklung zur Unaformung unendlicher Reihen ist 
nur ein Beispiel fiir ein Verfahren, das sich in neuester Zeit ftir die 
Behandlung gewisser in der hdheren Arithmetik vorkommender analy- 
tischer Funktionen als sehr fruchtbringend erwiesen hat. 

Die soeben benutzte Uberlegung fiihrt zu einer allgemeinen und 
sehr wichtigen Transformationsformel fiir unendliche Reihen; der 

CO 

Poissonschen Summationsformel, Es sei '^q){ 27 tn) eine unendliche 

n=» - oo 

Reihe, in der (p{x) eine solche stetige und stetig differenzierbare Funk- 
tion von x bedeutet, daB gleichmaBig fiir alle i aus dem Intervall 

oo oo 

0i^t<i2n die Reihen ^(p{27tn + t) und '^(p''{2nn + t) absolut 

ftza-OO n*“-CX> 

konvergieren. Dann ist die zweite Reihe die Ableitung der ersten 
nach t, und diese kann daher im Intervall 0 ^ ^ < 2 in eine konvergente 
Fouriersche Reihe entwickelt warden. Es gilt also die Entwicklung 

oo oo 2n CO 

^ (p {2 nn 4*. ~ ^(p{2nn + r)dt* 

n^-OO v«=a--00 0 tts»»-00 

oo OO 2^ 

l^(p(27zn + x) dt , 

v»«-oo n**-oo d 
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Die innere Summe laBt sich so umformen: 

CX. 2.1: 00 2 .Tr(w+l) 00 

^ j (p{2Jtn + t ) dr = j (p{t) dv = j (p(z) dr , 

J|»-CX5 0 ftas-OO S-Tn ~oo 

und es entsteht 

00 00 00 

^<p{2nn + t) = ~ (p(t) 

fl’m-OO )*=a-.00 -00 

Setzt man hier i = 0, dann folgt schlieBlich 

OQ 00 00 

^9p(27x«)=“^ j (p(r) e-i'^^dr , 

flxa-OO V=a’~00—00 

und dies ist die Poissonsche Formel. Fiir ihre Giiltigkeit ist offen- 
bar nur erforderlich, daB alle vorkommenden Integrale existieren, 

00 

^q>{2Jtn + t) gleichmaBig in i fiir < 2^1 konvergiert und eine 

flsw - CO 

in eine Fouriersche Reihe entwickelbare Funktion darstellt. 


§ 6. Das Fouriersche Integral. 

1. Beweis des Hauptsatzes. Es liegt nahe, in der Fourierschen Reihe 
einer im Intervall — gegebenen Funktion f{x) 


/w 


2" 




OCy = 


irfm. 




den Grenzubergang / oo zu versuchen, um sich von dem Zwange der 
periodischen Fortsetzung von f{x) zu befreien und eine Darstellung 
einer fur alle reellen x definierten, nichtperiodischen Funktion zu ge- 
winnen. Wir wollen dabei die Voraussetzung aufrechterhalten, daB / (ac) 
in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt und an den Sprung- 
stellen gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte von 
rechts und von links ist, und die weitere Voraussetzung hinzufhgen, daB 

00 

das Integral j\f{x)ldx existiert. 

-00 

Setzen wir jr// = <5, so entsteht 

oo I 

ySS -OO -I 


woraus wir durch den Grenziibergang Z->cx), d. h. 6->0, die Formel 


oo oo 

(16) i{x) = ■~jduji{t)e-^'*^^-=‘'>dt 

-OO -oo 

Courant-Hilbcrt, Mathematische Physik L 2. Aufl. 


5 
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II. Das Problem der Reihenentwicklung wiilkiirlicher Funktionen. 


als plausibel entnehinen; fiir reelle Funktionen j{%) kSnnen wir sie 
attch in der Gestalt 

oo oo 

( 17 ) j{x) = ” ^du cosu{t — x)dt 

0 —oo 

schreiben. 

Den strengen Beweis fiir die Gtdtigkeit dieser „Fourierschen Integral- 
former fiihren wir am besten nicht durch Rechtfertigung des Grenz- 
iiberganges, sondern durch unmittelbare Bestatigung der Gleichungcn 
(16) bzw. (17). 

Den Ausgangspunkt bildet die von Dieichlet herriihrende, fiir jede 
stiickweise glatte Funktion geltende Integralformel 


lim - [fix + i) dt = [/(a: + 0) + f{x - 0)3 = f{x) *, 

-a 

in der a eine beliebige positive Zahl bedeutet. Aus ihr folgt 

O t) * “ 

nf{x) = lim y/(^ + j cosM< dw — lim jdujf{x-\- 1) cosut dt 


V^OOJ 

-a 

oo a 


0 -a 


= Jdu 

0 -a 




cosutdt. 


Wir behaupten, daJ3 im inneren Integral die Integration von 
- oo bis + oo erstreckt warden darf . 1st namlich ^4 > a , so wird 

V A V a o-a v A -at) A v 


0 -A 0 -a 0 -a 0 


-AO a 0 


also, da nach Voraussetzung J\f{x)\dx=^ C existiert, 


V A 


Jhln^ + +!//("+ ^ 

A 


0 -A 0 -a 


“““ 


dt 




oo 

“ + 7- 

- oo 


* Ftr den Beweis dieser Integralformel, die Ubngens gewdlinlich aucb als 
Grundlage der Theorie der Fourierschen Reihen verwendet wird, vgl. Lebrbacher 
der Differential- und Integralrechnnng, etwa R. Couranx: Vorlesungen iiber 
Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl., S. 373- Berlin 1930» 
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LaBt man hierin A bei festem v ins Unendliche wachsen, so folgt 


V oo V a I 

//-//■ 

0 -oo 0 -a 


£ 

a 


wop^ach der Grenziibergang v-> oo zn 


lim 

^->■00 


V oo 

j I 

0 ~oo 


c 

a 


flihrt. Durch passende Wahl von a kann die rechte Seite beliebig klein 
gemacht werden, womit die Behauptung und damit die gewiinschte 
Formel (17) bewiesen ist. 

oo 

Da ff{t) cos u(t — x)dt eine gerade Funktion von u ist, laBt sich die 


obige Gleichung auch in die Form 

oo oo 

7lf{x) == <^osu{t — x)dt 


-oo -oo 


oo 

bringen; andererseits ist Jf{t) sm.u[t — x) dt eine ungerade Funktion 
von u, also -o® 

oo oo 

Q ^ j duj f{t) sinu{t — x)dt , 

-oo -oo 

falls das Integral konvergiert^. Durch Subtraktion der beiden letzten 
Gleichungen erh^t man als giiltig fur Stetigkeitsstellen 

oo oo 

nj{x) 

-OO “OO 

d. h» die Formel (16). 

2. Ausdehnung des Resultates auf mehr Variable. Durch wieder- 
holte Anwendung der Formel (16) entstehen analoge Formeln fur stuck- 
weise glatte sietige Funktionen in mehreren Variablen bzw. fiir stiick- 
weise stetige Funktionen, giiltig an den Stetigkeitsstellen, z. B. 

4 n^F{xj, ^ 2 ) “ fill ^ 2 ) 

unter der Voraussetzung der Exist enz von 


1 Dies ist der Fall far solche Werte von ;»f, far die f(x) stetig ist. An 
IJnstetigkeitsstellen dagegen divergiert das Integral, wie man leicht an dem 
Baispiel der Funktion 

fiir \x\^U f{x)=^0 fUr | 1 > 1 

erkennt. 


5 ’ 
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C50 CX» 

/ 1 P ih- %) 1 fl ^(*i> k) I ^k> 

~00 “OO 


und allgemein fiir n Variable 


(27z)^ JF * t Xf^ 

oo oo 

...[ F{t.^,...,t„)e-^Mi-«iy+ ■ .. dt^du^ 

J 

-OO — OO 



unter analogen Voraussetzungen. 

Die Integration ist dabei in der durch die Differentiale angegebenen 
Reihenfolge vorzunehmen. 

3. Reziprozitatsformeln. Das Fonriersche Integraltheorem (16) 
nimmt eine besonders elegante Gestalt an, wenn man 

oo 

-OO 


setzt. Dann besagt es namlich, daB sich die Gleichungen 

oo 

-oo 

00 

-CXJ 


gegenseitig bedingen. Man hat in diesen Gleichungen, wenn man die 
linken Seiten als bekannt annimmt, ein Paar von sogenannten Integral- 
gleichungen vor sich, von denen jede die Aufldsung der anderen liefert 
Und die voUstandige Reziprozitat zeigen. Es entsprechen ihnen die 
reeUen Gleichungen fiir gerade bzw. ungerade Funktionen 

oo 

g(u) f[t)cosutdt , 

0 


bzw. 


m 

0 


cosutdu , 


g{u) = |/-~ J fit) sinutdt , 
0 


00 

f[t) j g{u) sixlut du , 

0 
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Analoge Formeln bestehen fiir Funktionen von mehreren Variablen: 
f{x^. . . x„) = J . . . . 

g (fl. • - • . In) = j '"j • • • ’ *”) •+ . . dXn . 


§ 7. Beispiele fiir das Fouriersche Integral. 

1. Die Fouriersche Integralformel 

OU OU 

(17) fix) = -^ I du I i(t) CQSu{t — x) dt 

0 “ oo 

oo oo oo oo 

^ I cos Hxdu jf(t) cosutdt + -“ J sinuxdtt f (t) sinut dt 

0 ~oo 0 -oo 

vereinfacht sich, wenn f{x) eine gerade Funktion ist, zu 

oo oo 

/(;c) = ^jcosuxduJf(t)cosutdi, 

0 0 

wenn f{x) ungerade ist, hingegen zu 

oo oo 

f(x) == l^sinuxdu j f(t) sinutdf , 

0 6 

2. Der Dirichletsche diskontinuierliche Faktor. Es sei f{x) ge- 
rade und 

f(x) = 1 fur Q :^x<i , 
fix) = |- fur X = i , 

fix) = 0 fiir x> i , 

Dann erhalt man 

00 1 oo 

, 2 f J f , 7 . 2 fsinucosux j 

fix) — ^ / costix du / cosutdt = ~ / ^ — du . 

0 0 0 

Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man den „Dirichletschen dis- 
kontinuierlidien Faktor"'; er kann bei vielen Problemen mit groBem 
Nutzen angewandt werden. 

3. Wahlen wir fiir x> 0 

fix)=e-/>^ (^>0), 

so ergibt sich cntweder 

OO OO oo 

fix) = ~ ^ cosuxdu J cosutdt = 

6 0 


0 
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Oder 


oo oo oo ^ 

f{x) = -^ J smuxdu J * 
0 0 0 


je nachdem wir / [%) fiir negative Werte von % als gerade oder tingerade 
Funktion fortzusetzen wiinschen; im zweiten Falle haben wir /(O) = 0 
zn setzen. Das Integral 


/* cosux 

/ 

6 



~r 


(^> 0 ) 


wird anch als Laplacesches Integral bezeichnet. 

4. Ein besonders interessantes Beispiel liefert die Funktion 


Wegen 


f{x) = ^ 2 . 



11 

^cosutdt e ^ 


stimmen hier namlich die beiden sich gegenseitig aufldsenden Integral* 
gleichungen 

/— 7 r“ r - - -- 

g{u)^y^l i{t)cosutdt e "^cosutdt^e 

6 • 0 * 


f{t) == j/-^ j g(^) cosutdu = jl/-?” je ^ co^utdu ^ e ^ 
0 0 

vollig iiberein. 


§ 8. Die Polynome von Legendre. 

1. Erzeugutig durch Orthogonalisierung der Potenzen 1 , x, * 

Ein in mancher Beziehung noch einfacheres Beispiel eines voUstdndigen 
orthogonalen Funktionensystems als die trigonometrischen Funktionen 
erhalten wir, wenn wir die Potenzen x, ... fiir ein gegebenes 
Grundgebiet G, z. B. die Strecke --I ^ +1 , nach dem Verfahren 

von § 1 orthogonalisieren. Dabei entsteht eine Folge von orthogonalen, 
normierten Poljmomen, die eindeutig bestimmt sind, wenn wir z. B. noch 
verlangen, daB der Koeffizient der hbchsten Potenz von x positiv 
werden soil. 

Wir behaupten, daB sie bis auf konstante Faktoren mit den Poly- 
nomen 

1 d^{x ^ ~ 1)” 

2^n\ dx** 


Po(a:) = l. Pn{x) = 


in^\, 2,...) 
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ubereinstimmen, welche als Legendresche Polynome^ bezeichnet werden. 

Da der OrthogonalisierungsprozeB zeigt, daB es bis auf konstante Fak- 
toren imr ein System von orthogonalen Polynomen gibt, bei denen 
jedcr Grad vcrtreten ist, braucht nur bewiesen zu werden, daB Pn{x) 
ein Polynom Grades ist und das System der P„(;r) die Ortho- 
gonalitaiseigenschaft besitzt. Nun ist offenbar P^{x) wirklich ein 
Polynom Grades; man erhalt 


Pnix) 


i 






{2v)\ 

)' i (2 V — «) ! 


= X^( — /* • 3 • 5 ••• (2»’ — 1) ^2v-K 

^ («-r)!(2v-M)!2”-’' • ‘ 

Hierin sind die Glieder mit negativen Potenzen von x wegzulassen. Das 
erste Glied heiBt danach fiir gerade n 


(- 1 ) 


fiir ungerade n 


n-l 

(_t) 2 


5 1 •3-5 (m-1) 

2-4-6---W ‘ 

1 -3- 5 •••« 


z. B. ist 


Pi(z) = z, 

Pzix) = 


2*4-6-** (w-l) ’ 
3 


P^{x) 




i 

2* 




l-x. = 3 


8 


8 • 


Fiir den Beweis, daB die P<t^{x) ein Orthogonalsystem bilden, werde 
zur Abkiirzung _ i)^ = Uj^{x) gesetzt; dann gilt fiir jede ganze 
nichtnegative Zahl m <n 

1 1 
j Pn{x)x”'dx = 2 ^^^\u'-^''[x)x^dx = 0 , 

-1 -X 

wie man bestatigt, wenn man durch wiederholte TeUintegration all- 
m§blich beseitigt und dabei beachtet, daB alle Ableitungen von 
u„{x) bis zur (« — 1)‘“ an den Grenzen des Integrationsintervalls ver- 
schwinden. DaraUs folgt aber, daB auch 

1 

j P„{x) Pn{x) dx = 0 im<n) 

-1 


^ Legendre, A. M. : Recherches sur rattraction des spMro'ides homog^nes. 
Mto. math, phys.* pr^s. k TAcad. sc. par divers sav., Bd. 10, S. 411—434. 17SS* 
— Recherches sur la figure des plan^tes. math, phys., tir^s des reg. de 

FAcad. sc., S, 370— 3S9* 1734 (1737)* 
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ist, daB also wirklich zwei verschiedene der Polynome ziieinander ortho- 
gonal sind. Zur Normierung berechnen wir durch fortgesetzte Teil- 
1 

integration J {x)Ydx: 


-1 


da 


J dx = -j = y dx = --- 

-1 -1 -1 
1 1 

= (-\fjunut’‘'dx={2n)\j{\ +xYdx\ 

-1 -1 

1 1 

|(1 - xY{\ + xYdx = J(i- xY~^ (1 + xY-*-^dx = • • • 


n(n ^ !).••• 1 


/«+*)’■''* “(Ssjrpr+T) 2'”' 


(n i) (n + 2) • - 2n 
-1 

ist, wird also 

' 1 

jpi{x)dx 

-1 


2w 4" 1 ^ 


und die gesuchten normierten .Polynome erhalten die Gestalt 






'2” +_1 _1_ 

~dx^ 


(v — 0, 1, 2, ...)• 


Die Legendreschen Polynome Pn{x) ha en die Eigenschaft, daB 

PAD = i 

ist, wie man sofort erkennt, indem man die «** Ableitung des Ausdruckes 
{x — \Y{x + 1)” nach der bekannten Leibnizschen Produktregel bildet 
uhd x-=\ setzt. 

2. Die erzeugende Funktion. Von Wichtigkeit sind die Legendre- 
schen Polynome namentlich fur die Potentialtheorie, in der sie als Ent- 
wicklungskoeffizienteneiner auf treten. Entwickelt 

man naralich den reziproken Abstand zweier in den Entfernungen 1 
nnd «<1 vom Nullpunkte gelegenen Punkte, deren R^ienvektoren 
den Winkel arccos^r einschlieBen, also die GrbBe \j'^\ — 2ux + u^, nach 
Potenzen von u, so findet man nach dem binomischen Lehrsatz 


(18) 


1 


i'i - 2i 




wobei Qni^) Pol 3 mom von x vom Grade ist. Wir zeigen, daB 
diese Polynome Qn{x) mit den oben definierten Legendreschen Poly- 
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nomen identisch sind, indem wir nachweisen, daJS die Q^i^) denselben 
Orthogonalitatsrelationen geniigen wie die P^(x) , Aus der Definitions- 
gleichung folgt namlich sofort 


1 

I'l - + a® — Yxv + 


oo 

= ^Qn{x)Qm{x)u''v”‘. 
n,m>=0 


Integriert man die linke Seite nach x von — 1 bis + 1 , so ergibt sich nach 
elementarer Rechnung 

OO 

-^log y±y-^- = y 2 

yuv 1 — y'tt?; j 2w + 1 

^ ^ n«0 


- u f ” 


and daher, indem man die rechte Seite oben gliedweise integriert, 


+ 1 


fQn{x)Q,n{x)dx = 
-1 


0 

2 

2w 4" 1 


fiir n m, 
f iir n^m. 


Ebenso erhalt man (Jn (1) == 1 , indem man in der Gleichung (18) a; = 1 
setzt. Damit ist die Identitat der mit den bewiesen. 

3. Weitere Eigenschaften. Rekursionsformel. Durch Diffe- 
rentiation der erzeugenden Funktion nach u erhalt man unmittelbar 
fiir drei anfeinanderfolgende Legendresche Polynome die Rekursions- 
formel: 

(19) (« + i)^’n+i W — x{2n + 1)P„W + nP„.i{x) =0. 


Differentialgleichung. Das w*® Legendresche Polynom 

geniigt der homogenen linearea Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(20) {x^ — 1) y"+ 2%y' — w(w + 1) y = 0 

Oder 

(20') [{x^ — 1) ^ + l)y == 0 . 

Dies erkennt man durch (n + l)-malige Differentiation der Gleichung 
wobeiman u = (a;®— 1)” und im Ergebnis u^^^ = 2^nly 

zu setzen hat^. 

Minimumeigenschaft. Multipliziert man das Legendresche 
Polynom P^i^) mit dem reziproken Koeffizienten C von x^, so da6 
also der Koeffizient von in dem Polynom CP^{x) den Wert 1 be- 
sitzt, so ergeben sich Polynome, die durch folgende Minimumeigenschaft 
ausgezeichnet sind. Unter aUen Pol 3 momen Grades mit reellen Koeffi- 


^ Am dieser Differentialgleichung geht z. B. hervor, daB alle Nullstellen 
von Pn(x), die zufolge der Definition wegen des Rolleschen Satzes samtlich 
reell sind und dem Intervall - 1 < at < l angehdren, verschieden sind, weil in 
einer mehxfachen Nullstelle vermdge der Differentialgleichung die zweite und 
alle hdheren Ableitungen von Pn(^) verschwinden miiBten. 
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zienten und hochstem Koeffizienten 1 besitzen sie den kleinsten 
mittleren Abstand von Null. Der Beweis dieser Tatsache ergibt sich 
einfach aus der tFberlegung, daB man in dem Integral J [x"’ + ‘ 

+ ■ ■ • + a,o)^dx den Integranden durch eine lineare Kombination 
(CPnix) + c„_iP„_i{x) -\ 1-Co)* darstellen kann. Das Integral ist 

also gleicb dem Ausdruck Minimum 

fiir Co = Cj_ = • ■ • = c„. 1 = 0 annimmt. 

§ 9. Beispiele anderer Orthogonalsysteme. 

1. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen 
fuhrenden Fragestellung. Das Problem, von dem wir bei der Ein- 
fiihrung der Legendreschen Polynome ausgingen, laBt sich folgender- 
maBen veraUgemeinern : 

Im Interval! a^x^b sei eine nichtnegative „Belegungsfunktion“ 
"gegeben; es sollen die Funktionensysteme untersucht werden, die 
durch Orthogonalisierung der Funktionen ^p{x), xTjp{x), x^tIp{x), ... 
fiir das Intervall a^x^b entstehen. 

Natiirlich sind auch diese Funktionen, ebenso wie die Potenzen 1, x, 
x ^, . linear unabhangig. Offenbar werden imorthogonalisierten System 
die Faktoren von }/^ (x) Polynome {x) ,Qiix), . . . vom Grade 0 , 1 ,..., 
die durch geeignete Nebenbedingtmgen eindeutig festgelegt werden 
kSnnen und als „die zurBelegung p{x) gehSrigen orthogonalen Polynome" 
bezeichnet werden^. 

Beispielsweise ergeben sich 
fiir a = —1 , 6=1 und p{x) — i 

die Legen<^eschen Polynome P„{x), 
fxir ~ — i , b = i und f {%) = 

yi — 

die Tschebyscheffschen Polynome 

W = arccos^) , 

1 Die Polynome Qq{^), Qii^)* * • • besitzen, multipliziert mit einem geeig- 
neten Faktor C, eine abnliche Minimumeigenschaft wie die Legendrescben Poly- 
nome, namlicb dxe, unter alien Polynomen mit reellen Koeffizienten und bdchstem 
Koeffizienten 1 das Integral 

fp M (x" + 4 h “o)* 

zum Minimum zu machen. Auch hier lafit sich der Integrand durch die Polynome 
Q^{x) darstellen, etwa in der Form 

(CQJx) + + •••_+ c,)\ 

so daB Tvegen der Orthogonalitat der Funktionen 'fp(x) QJx) fttr das Integral sick 

n-1 

sofort der Wert C^4* 2 ergibt. Das Minimum wird also ftir « • • • ss i *• 0 

angenommen. 
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fiir a = ~ 1 , b = i iind p{x) = ]i — 
die Poiynome 

^ . V sin [(n “f 1) arccosArl 
^ ^ ^ }/l -a:2 

fiir fl = 0, b —■ i und p (x) = (1 — x)>’ (1 + {p > —I, q> —\) 

die JacoUschen oder hypergeometrischen Poiynome, 
fiir a = — oo, b = oo nnd p{x) = 
die Hermitcschen Poiynome, 

ftir a ^ 0, i = oo und p{x) ^ 
die Laguerreschen Poiynome. 

Die Tschebyscheffschen, Jacobischen, Hermiteschen und Laguerre- 
schen Poiynome wollen wir etwas eingehender betrachten. 

2. Die Tschebyscheffschen Poiynome L Die Tschebyscheffschen 
Poiynome 


T^[x) = \ , r„ [x) = -- cos (w arccos;f) 


(w ^ I) 


bilden wegen 


fTAx)T^(x),^dx. 


cosn& cosm’&d& == 0 fur m 4= ^ 


offenbar ein Orthogonalsystem von Polynomen zur Belegung 
1 

p (x) = -> — =1 fiir das Intervall —i^x^+i. Sie sind dadurch aus- 
' i\-x^ 

gezeichnet, daB bei ihnen die Abweichung von Null, d. h. das Maximum 
des absoluten Betrages, im Intervall — 1 ^ ^ + 1 den kleinsten 
Wert annimrat, der bei einem Polynom Grades mit reellen Koeffi- 
zienten und hSchstem Koeffizienten 1, wie es die Tn{x) sind, iiber- 
haupt mdglich ist. Setzen wir namlich zur Abkiirzung arccosa; = d 

und Xk = cos — (^ = 0, 1 , . . w), so ist fiir 
. n 

■& = 0, — , 

' yw ' /M ' * 




izlT 

2n-l » 


allgemein 


r„(%) 


^ Tschebyscheff, P. L. : Sur les questions de minima, qui se rattachent k 
la representation approximative des fonctions, M^m. Acad. sc. P^tersb., Serie 6, 
Bd. 7, S. 199-291. 1859. - CEuvres, Bd. 1, S, 271-378, insb. S. 295-301. 
St. Petersburg i899* 

* Zufolge der bekannten Formel 

cosw# cos**# — cos**’"“#sin2# 4- cos”“^#sin*# — ... 

sind diese Ausdriicke Poiynome in x. 
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An diesen Stellen wird fiir die grdBte Abweichung von Null erreicht. 
Wiirde nun ein Polynom = a;” + + * * * + reellen 

Koeffizienten im Intervall 1 +1 weniger von Null abweichen 

als T^{x), so miiBte 

Tn{Xo) - Ki^o) ^ 0 , - i?n(%) ^ 0, T^{x^) - RniX 2 ) 0, . . . 

sein. Die ganze rationale Funktion T^{x) --)Rn{x) hatte also im Inter- 
val! — 1 ^ ^ + 1 mindestens n Wurzeln ; dies ist aber ausgeschlossen, 
da sie h 5 chstens den Grad n — 1 besitzt. 

Normierte Polynome erhalt man aus den Tj^{x) durch Division mit 



Die Tschebyscheffschen Polynome treten auch als Entwicklungs- 
koeffizienten der erzeugenden FunMion 

oo 

auf ; drei aufeinanderfolgende unter ihnen sind f tir m ^ 2 durch die Re- 
lation 

(22) Tn+i{x) —xT^[x) -1- iT„_i(A:) == 0 

verkniipft, wahrend sie selbst der homogenen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

(23) (1 — x^)y"~ xy* -f n^y — 0 

geniigen. Fiir » < 2 gelten Rekursionsformeln von etwas anderer 
Form: 

T,-xT,-¥lT,=^-l, 

T^ — xTo =0. 

3 . Die Jacobischen Polynome^. Die Jacobischen Polynome 
G„{j>,q, x) entstehen fur a = 0, & — 1 und die Belggungsfunktion 

p(x) — x^({ — x)^'^ mit q>~i, p—q>—i. 


Sie lassen sich auch aus der hypergeometrischen Reihe 


( 24 ) 


F{^J.Y,x) = i+^lx + 


1 » 2 + i) 


gewinnen, wenn man in dieser durch die negative ganze Zahl — 

(X durch p i-n und y durch q ersetzt, und geniigen daher der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung 

^ Jacobi, C. G. J.: Untersuchungen aber die Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe. Journ, f. d. reme u. angew* Math. Bd. 56 , S. 149—165. lS59* 
— Werke Bd. 6 , S. 184—202. Berlin 1891* 
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( 25 ) .'V(l — x) y" + [y — (a + /? + 1) iK] / — (Xfty — 0 

Oder speziell 

(250 x(\ - x) GZ[x) + [q-{p + i)x] G',{x) + + n) nG^ix) = 0 , 

fur welche sie die einzigen ganzen rationalen Losungen darstellen. Die 
ersten unter ihnen lauten 


(^0 

= 1 — 


G^{j>,q,x) = 1 - 


GaiP.^.x) = 1 - 


{+i^ 


P + 2 

t±l 


X + 

x + 


0 

0 


(P + 2)(fi + 3) » 
?(? + !) 

[p + 3) (^ + 4) 2 
q{q + 1) 


/'3\ {p + 3){p + 4) (p + 5) . 

13/ ?(?+!)(? + 2) ’ 


allgemein gestatten sie die Darstellung 


Gn ip > ^ > x) — 


- 0(1 


q{q + i) (q + n — i) dx' 




^)P+n-3]_ 


Aus ihr erschlieBt man, daB sie auch vermoge einer erzeugenden Funktion 
durch die Beziehung 


(-1 -x^-^i + y)’-’’(i - 1 H- - 2tx + t^)'‘'' (ii4- 1 - t/l - aix + t^y'’ 

<'’-»y'ir^7277+l2 


oo 



definiert werden konnen. 
schen Polynome 


(26) {x) — Gfi ^1,1, 


Fiir p ^ q \ erhalt man die Legendre- 


wahrend sich fiir ^ = 0, ? = i im wesentlichen die Tschebyscheff schen 
Polynome ergeben 


(27) T„{x)^^,G„[o,\, 





4* Die Hermiteschen Polynome^, Die Hermiteschen Polynome 
Hf^{x), fiir welche a = — oo, 6 = cjo nnd ^(a;) == ist, definiert man 
zweckmiBig mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, indem man 

00 

(28) ifix.i) *= e-‘’+2ts _ gx^g-it-xy = 

n"»0 


1 Hermite, Ch. : Sur un nouveau d^veloppement en sdrie de fonctions. C. R. 
Acad. sc. Pans Bd. SS, S. 93 — 100, S, 266—273 — CEuvres, Bd. 2, S, 293—312. 
Paris 1908. — Sur quelques d6veloppements en s6rie de fonctions de plusieurs 
variables, Ib. Bd. 60, S. 370—377. S, 432—440, S. 46l— 466, S. 512—518. 1865. — 
Ib. S. 319-346. 
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setzt, woraus man sofort 





d’'e-=‘' 

dx" 


entnimmt; es ist also das «** Hermitesche Polynom H^{x) der mit 
dem Faktor (— l)“e®* multiplizierte Differentialquotient der Funk- 

tion Aus — 2txj){x,t) ergibt sich 

(30) H^x) = 2nH„.,{x) 

ans + 2(i — x)tff(x, t) =0 

(31) Hn+i(x) - 2xHn{x) + 2nH„.i{x) = 0 (n ' • 1) 

und dutch Kombination der beiden letzten Formeln 

(32) H:(x) - 2xH',{x) -f 2nH„{x) = 0 {n 7a 0) , 

als lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die 
H„{x). Die ersten Hermiteschen Polynome lauten 

H,{x)^i. H,{x) = 2x, 

H^ix) = 4x^ — 2, H^{x) = 8x^ — i2x, 

H^{x)=^-- 16^-48^2 + 12. 


Fiir das allgemeine Hermitesche Polynom (*) erhalt man ; 


” (” . - .11 


H„{x) = i2x) 

Das letzte Glied ist 


1 ! 




n(n — i) (n — 2) {n — 3) 
21 


+ (- 1)2 


>" nl 


(t)' 


(2^:)^*“'^ 

fiir gerade n , 


ft-i 


+ ( — 1) ^ 2 a; fiir ungerade n. 

Die Orthogonalitatseigenschaft der Hermiteschen Polynome erschlieBt 
man! aus 

oo oo 

f H^{x)H„(x)e-^'dx = (~i)”lH^{x)^£^‘dx 


fiir m durch wiederholte Teilintegration unter Beachtung der 
Formel (30) und der Tatsache, daB fur unendlich groBe Werte von x^ 
alle Ableitungen von verschwinden ; 


1 Ebenso leicht lassen sick die OrthogonalitatsTelationen auch mit Hilfe der 
erzeugenden Funktion nachweisen. 
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I H„,{x)H„{x)e~>^'dx = 2m f (x) dx 


U jH,[x) 




— ( — !)»-»« 2”‘»i! 

zur Normierung kann man fiir w = w ebenso 

OO OO 

I' Hl{x)e^^^dx = 2”n! J H^{x)e'^'^ dx — 2^n\ 


dx = 0; 


berechnen; die Funktionen des normierten Orthogonalsystems sind dann 

(v = 0, 1, 2, ...)• 


, ^ Hv(x)e 
(P,{X) = 


a-a 


1/2” r\iit 

5- Die Laguerreschen Polynome*. Das Laguerresche Polynom 
Ln{x) {a — 0, b = + 00 , f{x) = e'*) tritt als Faktor von e"® in der 
«**“ Ableitnng der Funktion auf: 

Ln{x) = (/«”«■*) 

n 

= '^[-\y‘i^n{n - \) ■■■ + 

n 






\n^h {n-k-\- 1)]^ 


“I'-*' 

= x'^-^ + {-!)“«!) ; 

man erhalt beispielsweise 

La{x) — i, Li{x) = —x-\- \ , 

L%[x) x^ — 4x + 2, isW = + 9x^ — 18a: + 6, 

Lt{x) = x*' — i6x^ -f 72o? — 96a: + 24 . 

Da 


n«0 


tisO -fcwO 


*=0 

xt 

'JIJ 


n-0 


P 


jfc«0 


M (1 - 1-^ 


X 

— ^ — . Bull. Soc. math. France Bd. 7, 


• S. 72-81. 1879. - CEuvres Bd. 1, S. 428— 437- Paris 1898. 
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ist, besitzen auch die Laguerreschen Polynome eine einfache erzeugende 
Funktion, namlich v{x,t) -- — Die Beziehung 

liefert die Rekursionsformel 

(33) L„+i{x) — ( 2 « + 1 — x)L„ix) + n^L„.i{x) = 0 {n^ 1). 

Zusammen mit der aus {I — = —trp{x, t) entspringenden 

Relation 

( 34 ) Unix) - nUn.xix) = -nLn-xix) • [n 1 ) 

fiihrt sie zu der Formel 

( 35 ) xL'nix) = nLn{x) — n’‘L„.t{x) [n 1 ) 

und zu der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(36) xy" + (1 — x)y' + ny = 0 

fiir das Laguerresche Polynom Ln(x). 

Die Orthogonalitatseigenschaft 

00 

je'^^Ln (^) Lm (x) dx^O {n> m) 

0 

erkennt man ans der Gleichung 

00 00 00 

j e-^x^Lnix)dx = j i3d'e-^)dx = -kj (^”e-®)fl!* 

0 0 0 

00 

= kik- i)fid‘~*-^^i^ix’'e-=‘)dx= ••• 

0 

00 

= {—i)’‘k\j-^^(x’'e-’‘)dx = 0 fiir n>k, 

0 

w^irend man zur Normierung das Integral 

00 00 00 

j e^^L\[x) dx = dx = nl J x^c^^dx = 

00 0 
auszurechnen hat; die Funktionen 

f \ ^ L,v(^x) f jt \ 

<p^{x) = ^ (v = 0, 1 , . . .) 

liefern dann das normierte Orthogonalsystem^* 

1 Auch hier kann man die Orthogonalitatsrelationen der Funktionen <Py leicht 
mit Hilfe der erzeugenden Funktion gewinnen. 
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6. Vollstandigkeit der Laguerreschen und Hermiteschen Poly- 
nome. Fiir die Laguerreschen und Hermiteschen Funktionen bedarf 
die Vollstandigkeitseigenschaft einer besonderen Betrachtung, da bisher 
die Vollstandigkeit von Polynomen usw. nur fur endliche Intervalle be- 
wiesen wurde. Wir bezeichnen sinngemaB ein Funktionensystem im 
Intervall 0 ^x^oo als vollstandig, wenn jede stiickweise stetige 

oo 

Funktion f{x) , fiir welche das Integral J f^{x)dx existiert, im Mittel be- 

0 

liebig gut durch lineare Verbindungen dieser Funktionen approximiert 
werden kann. 

Um die Vollstandigkeit der Laguerreschen Orthogonalfunktionen zu 
zeigen^, multiplizieren wir die Identitat 

tx oo 

0 

X 

beiderseits mit e ^ und gewinnen so eine entsprechende Identitat fiir 
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen 

n^mlich 

0 

Die unendliche Reihe ^i^<Pn{x) konvergiert nun fiir |^| < 1 auch 
im Mittel gegen die erzeugende Funktion g{x,t). Dies folgt sofort 
dutch Umformung des Integrals 

/ (g {x, i) t" <Pn{x)\ dx = 2 

0 V 0 / 0 

ttnter Benutzung der Relationen 

oo 

jg^{x,t)dx=j^, 

0 

, oo 

jg[x,t)q>r,{x)dx = r. 

0 

Da der Ausdruck a === -^ alle Werte zwischen 0 und oo annimmt, 

wenn t von —1 bis +1 lauft, so lassen sich alle Funktionen mit 
0 < < oo durch die Laguerreschen Orthogonalfunktionen im Inter- 


1 Im AnschluB an eine pers6nliche Mitteilung von Herm J. v. Neumann. 
Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl* 6 
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vaH 0 ^ ^ < oo im Mittel beliebig gut approximieren, Niln sei die 
Funktion f{x) im Intervall 0^x<oo stiickweise stetig und quadra- 
tisch integrierbar. Setzen wir | = so geht f{x) in eine im Intervall 
stiickweise stetige Funktion von f iiber, die in diesem Inter- 
vall nacb dem Weierstrafischen Satze durch Polynome 

+ ^2 ^ + * * * + 

gleichmaBig approximiert warden kann. Daraus ergibt sich die M5g- 
lichkeit, f{x) durch Ausdriicke der Form 

+ 

im Intervall 0^x<oo gleichmaBig anzunahern, und daher nach 
unserm obigen Resultat die Moglichkeit der mittleren Approximation 
von f{x) durch Laguerresche Orthogonalfunktionen. Gleichbedeutend 
mit dieser Tatsache ist das Bestehen der Vollst^ndigkeitsrelation 



wobei mit die Entwicklungskoeffizienten ^jf[x)(p^{x) dx be- 
zeichnet sind. o 

In genau entsprechender Weise zeigt man die Vollstindigkeit der 
Hermiteschen Orthogonalfunktionen. 

§ 10. Erganzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

1. Die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems. 

Als ,,isoperimetrisches Problem'' bezeichnet man die Aufgabe, unter 
alien einfachen, geschlossenen, ebenen Kurven von gegebenem Umfang 
diejenige zu ermitteln, welche den groBten Flacheninhalt umschlieBt. 
Bekanntlich liefert der Kreis die Losung; zum Beweise gehen wir unter 
Beschrankung auf stiickweise glatte Kurven mit A. Hunwixz^ so vor. 
Es sei 

X — x{s) , y ==. y (s) ^ 0 s I L 

die Parameterdarstellung einer geschlossenen stetigen, stiickweise glatten 
Kurve vom Umfang L und Flacheninhalt F mit der Bogenlange s als 
Parameter. Wir fiihren an Stelle von s die dazu proportionale GrdBe 

t = als Parameter ein, die von 0 bis 2jr lauft, wenn s zwischen 

0 und L variiert, und bezeichnen die Fourierschen Konstanten von 

X und y mit a^, und c^, dt,; diejenigen von ^ ergeben sich dann 
zu vby, ~vay, vdy, —vCy. Wegen 

1 Hurwitz, a.: Q-uelq-ues applications g<^om6triqnes des series de Fourier. 
Ann. :^c. Norm. Serie 3, Bd. 19, S. 3S7—408, insb. S. 392—397- 
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(dx\^.{dy\i_ (dx\i ^ (dy\i / L \2 

\4is/ \2n] ' 


23 T 

r/(* 


dy 

dt 


y^]dt 


gewinnt man aus der Vollstandigkeitsrelation (9) bzw. (9') 

2 JT QQ 

w + « + ^ + ^) , 

0 

2 OO 

^ jx dt = V [aydy — h„Cy ) . 

0 v~l 


Aus den beiden Ictzten Formeln folgt 

OO 

— AtiF — 27t^'^[{vay — dyf + (rJ, + Cyf + (y^ — 1) (c^ + d^] ^ 0. 

Gleichheit kann offenbar nur dann eintreten, wenn 
j 0 f CL-(j^ ““ d-^ 0 f by Cy dy 5=- 0 fiir v 2 ) 3 1 • • • 

ist, wenn also 

X = Iuq 4- ^icosi? + &isin^, 

y = I — h^cost + aj^sint 


ilnd die Kurve demnach ein Kreis ist. Mithin besteht fiir alle geschlos- 
senen, stetigen, stiickweise glatten ebenen Kurven zwischen XJmfang L 
tind Flacheninhalt F die „isoperimetrische Ungleichheit" 


( 37 ) 


£2 — 4nF ^ 0, 


und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Kurve 
ein Kreis ist. Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft des Excises 
bewiesen. 

2. Reziprozitatsformeln. Man beweise die Aquivalenz der beiden 
Formeln^ ^ 

f(t) = Jg (u) C0t7l{t -- u)du, 

0 


wobei 


1 

--g{u) = jf{t) cot7i{u — t)dt, 
6 



g{u) =g{u + 1 ), 


1 


fmdi = 
0 


0 , 


f{t)^f{t + i) 


1 Vgl. Hilbert, B.: Integralgleichungen. S. 75* 


6 * 
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vorausgesetzt ist iind bei den Integralen der „Caiichysche Hauptwert“ 
zu nehmen ist, einraal mit Hilfe der Theorie der Fourierschen Reihen, 
dann mittels des Cauchyschen Integralsatzes* 

3. Fouriersches Integral und mittlere Konvergenz. Man kann 
die Theorie des Fourierschen Integrals ausgehend von der mittleren 
Konvergenz und der Vollstandigkcit in ahnlicher Weise entwickeln 
wie die Theorie der Fourierschen Reihe. 

Es sei die reelle oder komplexwertige Funktion f[x) in jedem end- 
lichen Intervall stiickweise stetig, und es existieren die Integrale 

oo oo 

j\t{x)\dx und j\j{x)\^dx. 

- CO — oo 

Wir versuchen die Funktion j{x) durch Integrale der Form 

T 

j(p{t) dt 


im Sinne mittlerer 
das Integral 


Konvergenz moglichst gut zu approximieren, 



T 

— dt 

-‘T 


2 

dx 


- oo 


d. h. 


bei festem T mSglichst klein zu machen. Es zeigt sich auf Grund der 
nicht schwer zu beweisenden Umformung 


wobei 


x' a oo 

f[x) — dt dx = j\f{x) \^dx + 2JtJ\(p(x) ■— §{x) \^dx 

Jf -oo -T 

T 

■Jlsix) \Hx, 

oo 


2nj 

~r 


gesetzt ist, daB unser Integral seinen kleinsten Wert fiir 


annimmt. 

relation 


Ferner ergibt sich im Limes T-^oo die Vollsttodigkeits- 

oo oo 

f\g{x)\^dx=~j\f{x)\’^dx. 

~oo — oo 


Der Beweis dieser Tatsache sowie der tlbergang zur eigentlichen 
Aussage des Fourierschen Integraltheorems soU hier jedoch nicht 
durchgefuhrt werden. 
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4. Spektrale Zerlegung durch Fouriersche Reihe und Fourier- 
sches Integral. Die Fouriersche Reihe und das Fouriersche Integral 
treten uberall da auf, wo es sich darum handelt>, einen gegebenen Vor- 
gang Oder Funktionsverlauf als Superposition periodischer Vorgange 
Oder Funktionsverlaufe darzustellen oder, wie man sagt, spektral zu 
zerlegen. 1st f{x) die im Intervall — l^xdl vorgelegte Funktion, 

invx 

ccv e ^ ihre Fouriersche Reihe, so sagt man, man habe die Funktion 

yw» ~ OO 

inperiodischeFunktionenvonden„diskretenFrequenzen“^(i/ = 0, 1, ...) 

mit den „Amplituden*' \oCy 

man hingegen das unendliche Gebiet —oo<cx<.oc, so spricht man 
von Zerlegung von / {x) in ein kontinuierliches Spektrum, wobei zur Fre- 

oo 

quenz u die SpektraldichU g{u) = f{x)e~'^^^dx gehort. 

-OO 

Ein fur die Physik prinzipieU interessantes BeispieP ist die Funktion 

fur \x\<h 
/(%) = 0 fiir \x\>l, 

welche einem endlich abbrechenden sinusfbrmigen Wellenzuge aus 
^ sri ~ Wellen entspricht. Ihre Spektraldichte wird durch 

-l 

gegeben. Als Funktion von u betrachtet, hat lg(M)| fiir u = a> ein 
Maximum, das um so mehr ausgepragt ist, je grbfier die Anzahl n der 
Wellenzuge wird. Bei groBem n wird die Spektraldichte in alien aufier- 
halb des beliebig kleinen IntervaUs co — d + d liegenden 

Punkten u vergleichsweise beliebig klein werden. 

5. Dichte Funktionensysteme. Nach H. Muntz definieren wir 
ein Funktionensystem als dicht, wenn es die Eigenschaft hat, daB jede 
Funktion f{x), die sich im Mittel mit Hilfe endlich vieler Funktionen 
dieses Funktionensystems beliebig genau approximieren laBt, in der- 
selben Art auch durch Funktionen einer beliebig herausgegriffenen un- 
endlichen Teilmenge des urspriinglichen Funktionensystems approxi- 
miert werden kann. Die sehr merkwiirdige Tatsache, daB es nicht- 
triviale Beispiele solcher Systeme gibt — ein trivialer Fall hegt z. B. 
vor, wenn alle Funktionen einander gleich sind — , kann man sich nach 

1 Dieses Beispiel illustriert die Tatsache, daB einem endlich abbrechenden 
sinusfdrmigen Wellenzuge in der Optik niemals eine schaxfe Spektrallinie, sondem 
ein Spektrum endlicher Breite entspricht, das um so schmaler und intensiver wird, 
je langer der Wellenzug isft 




2l 


%7tVX 


dx 


zerlegt. Betrachtet 
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Szeg 6^ am einfachsten auf Grund des folgenden Satzes klarmachen. 
Sind, Ai, Xi, ■ ■ • • • positive Zahlen, die mit wachsendem n gegen 

oo stveben, so hilden die Funktionen 

1 _J_ 1 

J+Ti’ x + h ^ + ■■■ 

in jedem endlichen positiven Intervall ein vollstdndigcs Funktionensystem. 

Aus diesem Satz folgt aber auch die Dichtigkcit unseres Systems, 
denn jede Teilfolge der 4 besitzt die in der Voraussetzung geforderten 
Eigenschaften. 

Nach dem WeierstraBschen Approximationssatze geniigt es, zu 
zeigen, daB jede Potenz x’" gleichmaBig durch die Funktionen 
approximiert werden kann. Die rationale Funktion 

+ l ■■■K 

^ {x + i,){x + X,^,)-{x + l,) 

konvergiert nun mit wachsendem p fiir jedes qy^p gegen x™ , und zwar 
gleichmaBig in jedem endlichen positiven Intervall. Wahlen wir stets 
q — , so laBt sich die bctrachtete rationale Funktion, da, wie 

wir annehmen kdnnen, alle X„ voneinander verschieden sind, durch 
Partialbruchzerlegung auf die folgende Form bringen: 

j I ... I . 

X + i'p X + X + X, ' 

wobei die A^, Konstante sind. Das ist aber eine lineare 

Verbmdung der Funktionen des zu untersuchenden Systems. 

Weitere Beispiele von dichten Funktionensystemen sind von 
H. Muntz'^ angegeben worden. 

6. Ein Satz von H. Miintz iiber die Vollstandigkeit von Potenzen. 

H. MtlNTZ® hat folgenden interessanten Satz angegeben: Die unend- 
liche Folge der Potenzen 1 , . . . mit wachsenden positiven Ex- 

ponenten ist im Intervall 0;£x^i dann und nur dann vollstandig, 

QO 

wenn ^1/4 divergiert. 

7. Der Fejdrsche Summationssatz. Aus dem WeierstraBschen 
Approximationssatze zogen wir die Folgernng, daB jede stetige peri- 
odische Funktion durch trigonometrische Polynome gleichmaBig approxi- 
miert werden kann. Wir kbnnen solche Approximationspolynome in 
einfacher Weise auf Grund des folgendeil von Fejer^ entdeckten Satzes 

^ S?eg 6, G.; Uber dichte Funktionenfamilien, Berichte der sacks. Akad. d. 
Wiss. zu Leipzig. Bd. 78. 1926. 

2 MUntz, H.: Dichte Funktioneusysteme. Math. Zeitschrift Bd. 21. 1924. 

3 MtyNTZ, H.: t)ber den Approximationssatz von Weierstrass. Festschrift 
H. A. Schwarz I9t4> S. 303. — SzAsz, 0.: tfhei die Approximation stetiger 
Funktionen durch lineare Aggregate von Potenzen. Math. Ann. Bd. 77* 1926* 

4 Fej6r, L. : XJntersuchungen tiber Fouriersche Keihen. Math. Ann. Bd. 58. 

1904. • 
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gewinnen: 1st f{x) eine stetige periodische Funktion und sind s^(x) die 
Abschnitte ihrer Fourierreihe, so konvergiert die Folge der arithmetischen 


Mittel 


S„[x) 


+ SjW + ••• + S„{x) 



tix+t) 



2 

dt 


gleichmdjSig gegen f{x). 

Ein analoger Satz besteht fiir das Fouriersche Integral : Es sei 


f{x) in jedem endlichen Teilgebiet stetig, nnd es existiere j\f{x)\dx; 

-oo 
oo 


setzen wir 


und 


jL' 

St{x)= 


SO konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel 

jT oo 


Ti\2 


S^{x) = ^ / Sr{x)dT fix + 


in jedem endlichen Teilgebiet gleichmSBig gegen t{x). Insbesondere 
ist die Konvergenz ganzen Intervall — oo < af < oo gleichmSBig, 
wenn dort t{x) gleichmaBig stetig ist. 

8. Die Mellinschen Umkehrfonneln’^. Satz 1. Es sei s = or + it 
eine komplexe Variable. Im Streifen « < a < /? sei die Funktion / (s) 

OO i 

regular und daselbst j\i{a U)\dt konvergent; ferner strebe in jedem 

-OO 

schmaleren Streifen a + — d (d>0 beliebig fest) die Funk- 

tion /(s) mit zunehmendem Absolutbetrag der Ordinate t gleichmaBig 
gegen Null. Setzt man dann fiir reelle positive x und festes a 

<r+ooi 

(38) gix) = ^fx->fis)ds, 

<T-OOi 

^ Melon, H. : tJber den Zusammenhang zwiscben den linearen Differential- 
und Differenzengleichungen. Acta math. Bd. 25i S. 139—^64, itisb. S. 156—162. 
^902. — Fujiwara, M.: tJber Abelsche erzeugende Funktionen und Darstell- 
barkeitsbedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen. Tdhoku math. 
J. Bd. 17, 8.363-383, insb. 8.379-383. 1920. - Hamburger, H.: I^ber die 
Riemannsche Funktionalgleichung der f-Funktion. (Erste Mitteilung.) Math. 
Ztschr. Bd. 10, S. 240-254, insb. S. 242-247- 1921- 
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SO ist im Streifen oc < o < /? 

oo 

(39) f{s) =jx‘-^g{x)dx. 

0 

Be we is. Zufolge der Voraussetzung der gleichmaBigen Konvergenz 
von /(s) gegen Null fiir ^ — d und | ^| ■-> cx> darf in (38) 

die Integrationsgerade verschoben werden; es hangt also g{x) nicht 
von 0 ab. Wahlt man demnach zwei Abszissen Oi und die der Be- 
dingung a<ax<a<02<^ geniigen, so ist 

00 1 CTj + OOi 

jx>-^g{x)dx= jx/’-^dx-:^ j x-‘^j{Sj)ds^ 

0 0 aj-ooi 

00 Cfi + ooi 

+ j x->‘f{s^) ds^=-Ji + Ji. 

1 IT,-OOi 

In den Integralen darf die Reihenfolge der Integrationen vertauscht 
werden, da nach den Abschatzungen 

OO 1 

I/ll ^ -i-J dx, 

-OO 0 


OO 00 

l/al ^ ~~ J |/(aj + ii)\di J dx 

-00 1 


absolute Konvergenz vorhanden ist. Dadurch entsteht 





0 <7a~ooi 


Die rechts stehende Differenz ist nach der Cauchyschen Integralformel 
gerade gleich / (s) . Denn die Integrale iiber horizontale Strecken zwischen 
den beiden Geraden s — Oi und s = 02 verschwinden fur | f | -+ cxs wegen 
/{s)-0. 

Satz 2. Fiir x> 0 sei g{x) stiickweise glatt, und fiir » <a <j3 

OO 

sei Jx'"~'^g{x) dx absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (39) die 
0 

Umkehrung ( 38 ). 

Beweis. Setzt man x = sd wird 


cr-fooi 


jl 

2szi 


J- J x-’f{s)ds = ^Je-'^^<’-^^'^di j ^(6") in 


oo oo 


2m 
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Nach dem Fourierschen Integraltheorem (16) hat der letzte Ausdruck 
den Wert g{e^) g{x), womit alles bewiesen ist. 

Beispiele zur Mellinschen Integraltransformation* 
a) Es sei 

f 1 fur 0 < ^ < 1 , 

gW = • i „ X = i, 

0 „ x>i. 

oo 

Da das Integral g{x)dx fiir o>0 absolut konvergiert, folgt aus 



f{s) = Jx>-^g{x)dx = j 

(a > 0) 

umgekehrt 

0 

a+ooi 

eW=3^/T-'''“ 

ff-ooi 

(o> 0). 

Diese Formel ist von Bedeutung fur die Theorie der Dirichletschen Reihen . 
b) Aus 

oo 


r{s) — j3d~'‘-e-^dx 

(o>0) 

erhSlt man 

0 

cr+ooi 

(a > 0) . 

c) Die Formel 

(T-OOl 

OO 



r(s)cis)--f-^dx 

n 

(a > 1 ) , 

■wobei t(s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet, liefert 

o+ooi 

(o ^ 1 ) . 


d) Die Umkehrung zu 

3 » » 

jr' 2 r(|)c(s) = l'x‘-^^e--‘’^^dx = Jx> 


-im=±dx 

2 


v«l 


lautet 




(a> 1) 

((T>1). 


Die Mellinsche Integraltransformation ist ein wichtiges Hilfsmittel 
der analytischen Zahlentheorie und tritt auch sonst in. der Analysis 
oft auf. 
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n. Das Problem der Reihenentwicklung willkflrlicher Funktionen. 


9. Das Gibbssche Phanomen. Zeichnet man fiir eine stiickweise 
glatte Funktion -fix) die durch die Partialsummen ihrer Fourierschen 
Reihe gelieferten wellenlinienartig verlaufenden Approximationskurven 
a\if, so zeigt sidh, daB diese sich zwar in jedem die Sprungstellen von 
t{x) ausschlieBenden Intervall, in dem die Fouriersche Reihe gleich- 
maBig konvergiert, mehr und mehr an die Kuirve fiir / (a:) anschmiegen, 
daB aber in der unmittelbaren Umgebung der Spnmgstellen, wo die 
Konvergenz nicht mehr gleichmafiig ist, Wellen vorhanden sind, welche 
der Sprungstelle naher und naher riicken und immer schmaler werden, 
fiir welche jedoch die Abweichung von der Kurve fiir f{x) nicht nach 
Null konvergiert. Diese Erscheinung nennt man das Gibbssche PM- 
nomenh Urn es genauer zu untersuchen, -kann man sich nach den Aus- 
fiihrungen von § 5 auf die spezielle Fouriersche Reihe 


at — X 


2 



{0<x< 2n) 


beschranken. Mit Hilfe der Formel 

n 




sin^x 

V 


' + 


aj 

r sm(n 

J 2si 




v»X 0 

laCt sich der Rest dieser Reihe in die Gestalt 


2smJ^ 


dt 


, . VT sini 

»■«(*) =2. — 


1 


Oder 


2 


fsm(n + i)i 
■J asinji 


•w “ I 


bringen, wobei zur Abkiirzung 




2sm — — ^ 
2 

, . t 
2i^sxn — 


sin(^ ^)tdt 


geschrieben ist. Die Approximation wird, wie man durch Differentiation 
leicht erkennt, am schlechtesten in den Punkten * 




in denen der Rest ein Maximum oder Minimum vom Betrage 






1 Diese Tatsache wurde von Gibbs nrspriinglicli anf rein empirischiem Wege 
geiunden. Gibbs, J. W.: Fonrier*s series. Nature Bd, 59» S. 200, S. 606. 1S98/99* 
— Papers Bd. 2, S. 25$-' 260, London, New York und Bombay 1906. 
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erreicht. Mit wachsendem n strebt ^ fiir festes A nach Null. 

^ [2n -f 1/ 

Es nahert sich also der Rest d. h. die Abweichung der 

Approximationskurve von der Kurve in dem immer nSker an 

die Sprungstelle heranriickenden Punkte X/., dem Werte 

hn 

T / . 7t f sin;ir , 

- -~dx. 

W -> CO ^ J ^ 

0 

Beispielsweise wird lim — o,28ll, d. h. die Approximations- 

n->oo 

kurve schlagt uber die darzustellende Kurve um etwa 9% der Sprung- 
hohe hinaus^. 

Ausdrucklich sei noch darauf hingewiesen, da6 bei Approximation 
durch Fejdrsche Mittel die Gibbssche Erscheinung nicht auftritt. 

10, Ein Satz liber die Gramsche Determinante. 1st G' ein Teil- 
gebiet des Grundgebietes G, sind <pi, ^ ^ <Pn stuckweise stetige 
Funktionen in G und ist f ihre Gramsche Determinante fiir G, f' die 
fur G\ so ist 

r^r 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Maximum-Minimum-Eigen- 
schaft der Eigenwerte. Es ist namlich f das Produkt der charakteristi- 
schen Zahlen der quadratischen Form 

= / (^19^1-1 +in<Pn)^dG, 

d 

r' das entsprechende Produkt fiir 

+ ••• + tn(pn)^dG, 

G' 

und es ist offenbar 

also auch jede charakteristische Zahl von K'[t, t) nicht grdfier als die 
entsprechende bei 

Einen anderen Beweis kann man der folgenden Darstellung der 
Gramschen Determinante enttiehmen, wobei wir der Kiirze halber eine 
einzige iinabhangige Veranderliche x im Grundgebiet 0 “-Sr % ifi 1 vor- 
aussetzen : 

1 B6cher, M. : Introduction to the theory of Fourier's series. Annals of math. 
Serie 2, Bd. 7, S. 81-152, insb. S. 123—132. 1906 - Runge, C : Theorie und 
Praxis der Reihen, S. 170-182. Leipzig 1904. Ftir Verallgememerungen der 
Gibbsschen Erscheinung auf andere Orthogonalsysteme und insbesondere solche 
von mehreren Variablen vgl. Wbyl, H. : Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie 
der Kugelfunktionen. Rend. Circ. mat. Palermo Bd. 29» S. 308 — 323- 1910 
t)ber die Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphtoomene. Ib. 
Bd. 30, S. 377-407. 1910. 
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11. Das Problem der Reihenentwicklung wiUkilrlicher Fimktionen, 




1 



0 


1 1 



1 

/* 


• 

• 9^1 W 


9>sM 

■ 

• 9^2 i^n) 

J 

) 

V’b (* 1 ) 

<Pn (*a) • 

• • (^«) 


eine Dairstellung, welche der Formel (45) ^.us Kap. I genau entspricht^. 

11. Atiwendung des Lebesgueschen Integralbegriffes. Viele 
der Tatsachen und Zusammenhange dieses Kapitels gewinnen wesent- 
lich an Abrundung, wenn man statt des element areii Riemannschen 
Integralbegriffes den von Lebesgue formulierten zugrunde legt. Dazu 
hat man den vorliegenden Funktionenbereich zu dem aller im Lebesgue- 
schen Sinne integrierbaren oder, wie man sagt, i,sui%MCLbl6fi Funktionen 
zu erweitern und die Grundtatsachen der Lebesgueschen Theorie anzu- 
wenden. Die Lebesguesche Theorie geht aus vom Begriffe des MaBes 
einer Punktmenge ak, die in einem endlichen Intervall liegen m5ge. 
Man denke sich samtliche Punkte von irgendwie in eine abzihl- 
bare Menge von Intervallen eingebettet, wobei diese Intervalle einander 
teilweise uberdecken diirfen. Es sei m die untere Grenze der Gesamt- 
lange solcher Intervalle; es sei ferner m' die entsprechende untere Grenze 
fiir die Punkte der Komplementarmenge W, d.h. der Menge aller Punkte 
des gegebenen Intervalls, die nicht zu 2Jl gehoren. Falls m gleich 
der Lange des Intervalls ist, heiBt die Menge 3K me0bar und m ihr Mafi. 
Nach dieser Definition hat jede abzahlbare Menge das MaB Null (ist 
eine „Nullmenge“). Ist nun f{x) eine im Intervall G {a^x<b) de- 
finierte beschrankte Funktion, deren Funktionswerte einem Intervall J 
angehoren, so teilen wir / in Teilintervalle /i> / 2 ; • • • > A ^xistiert 
fiir jedes Teilintervall Jj das MaB m^ der Punktmenge von G, in 
welcher f{x) Werte aus Jj annimmt, so heiBt f{%) in G mepbar, 

Dann konvergiert die Summe fj Wert von / aus 

bedeutet, gegen einen best imm ten, von der speziellen Wahl des 
Grenzuberganges unabhangigen Grenzwert, sobald nur die Langen der 
Teilintervalle gleichmaBig gegen Null streben. Dieser Grenzwert 
heiBt das {Lebesguesche) Integral der Funktion f{x) und wird ebenso 
wie das gewbhnliche Riemannsche Integral geschrieben, dessen natur- 
gemafie Verallgemeinerung er ist. Fur eine nur in einer Nullmenge von 
Null verschiedene Funktion ist das Integral stets Null. Wir kdnnen 
uns also in einer beliebigen Nullmenge, z, B. alien rationalen Punkten, 


1 Vgl. Kneser, a. : Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. Schwarz, 
S. 177—191, Berlin 1914, sowie Kowalewski, G. : Determinanten. 
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den Funktionswert beliebig abgeandert denken, ohne den Wert des 
Integrals zu beeinflussen ; dies zeigt, dafi wir den Bereich der integrier- 
baren Funktionen mit der neuen Definition wesentlich erweitert haben. 
Fine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion bezeichnet man 
als summabeL 

Der Lebesguesche Integralbegriff lafit sich auch auf Funktionen aus- 
dehnen, die in dem betrachteten Gebiet nicht beschrankt sind. Hierzu 
erstrecke man die Integration zunachst auf diejenigen Teilgebiete, in 
denen | / (^) | <CN ist, und lasse sodann N iiber alle Grenzen wachsen, 
Wenn dabei der Grenzwert des Integrals existiert, so heiBt er das 
Lebesguesche Integral iiber das Gesamtgebiet. 

Fiir unsere Theorien sind folgende Konsequenzen von Wichtigkeit, 
die man auf der neugewonnenen Basis ziehen kann: 

a) Lebesguesche Konvergenzsatze. Ist eine Folge fi{x), 

, von im Intervall a, . .b summablen Funktionen gegeben und 
konvergieren fiir jedes x des Intervalls die Funktionen fn{x) bei zu- 
nehmendem n gegen eine Funktion F (x ) , so kann auch dann, wenn die 
Konvergenz nicht gleichmaBig ist, auf die Gleichung 

lim J fn{x) dx=^ j F[x) ix 

n->-oo 

geschlossen werden, sofern samtliche Funktionen i^[x) absolut unter- 
halb einer festen, von % unabhangigen Schranke liegen. 

Es geniigt iibrigens sogar, wenn die Ungleichung 

|/nWl<yW 

besteht, wobei (p{x) eine feste, von n unabhangige summable Funk- 
tion ist. 

Diese Satze gestatten in vielen F^en ungleichmaBiger Konver- 
genz, gliedweise Integration unendlicher Reihen zu rechtfertigen. 

b) Mittlere Konvergenz. Die Funktionenfolge /2W1 • • • 

bestehe aus Funktionen, die samt ihren Quadraten summabel seien, 
und es sei lim /(/„*- = 0 . Man sagt dann, die Funktionen- 

n">oo 

folge fn{x) komergiert im Mitteh Es gilt der Satz: Aus jeder derartigen 
Funktionenfolge laBt sich eine Teilfolge herausgreifen, die bis auf 
eine Menge vom MaBe Null gegen eine summable Funktion f[x) kon- 
vergiert. 

c) Satz von Fischer-RieB^ Dieser Satz kann in zwei aquiva- 
lenten Fassungen ausgesprochen werden. 

^ Riesz, F. : Sar les syst^mes orthogonaux de fonctions. C. R. Acad. sc. 
Paris Bd. 144, S. 615—619. 1907. — Uber orthogonale Funktionensysteme. Nachr. 
Ges. Gottingen (math.-phys. Kl), S. 116—122. 1907- — Fischer, E.: Sur la con- 
vergence en moyenne. C. R. Acad. sc. Paris. Bd. 144, S. 1022—1024. 1907- 
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Fassung von Fischer. Die Fnnktionen fi{x) , ■ ■ ■ seien mit 

ihren Quadraten summabel, und es sei lim / (/„ — 

n->oo 

gibt es eine mit ihrem Quadrat summable Funktion f{x), so daB 
lim /(/„ - f}^dx = 0 gilt. 

«->O0 

Fassung von Riesz. 1st (jOi{x), w^ix), coaix), ... ein beliebiges vor- 
gegebenes orthogonales Funktionensystem und sind a^, . . . 

oo 

beliebige reelle Zahlen, fiir welche konvergiert, so gibt es eine 

Vs«l 

summable Funktion /(ai) mit summablem Quadrat, fiir welche = (/, coQ 
ist. Dutch diesen Satz werden die Zusammenhange von § 1 als um- 
kehrbar festgestellt, sobald man nur den Funktionenbereich und den In- 
tegralbegriff in unserem Sinne erweitert. 

d) Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit von Funktio- 
nensystemen. Man nennt ein Funktionensystem abgeschlossen, wenn 
es keine zu alien Funktionen des Systems orthogonale normierte Funk- 
tion gibt; dabei woUen wir ein fiir allemal die Summierbarkeit der 
auftretenden Funktionen und ihrer Quadrate voraussetzen. Es gilt 
nun der Satz: Jedes abgeschlossene Funktionensystem ist vollstdndig 
und umgekehrt. In der Tat, ist etwa f{x), abgesehen von einer 
Nullmenge, nicht gleich Null und orthogonal auf alien Funktionen 
des orthogonal angenommenen Systcm.s (Oi{x), co^ix),..., so ist 

cx? 

0 = 'Z(f.(Oy)^< ff^^x] also ist das Funktionensystem nicht voU- 
st^ndig. Ist umgekehrt das Funktionensystem unvollstandig, so gibt 

oo 

es eine Funktion f{x), so daB 

n 1/w.l 

ist; die Funktionen /„ = i — konvergieren dann nach dem Satze 

Vssal 

von Fischer-Riesz (Fassung von Fischer) im Sinne mittlerer Kon- 
vergenz gegen eine Funktion <p(x)f die auf alien orthogonal ist, 
Somit kann das System nicht abgeschlossen sein. 
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Drittes Kapitel. 

Theorie der linearen Integralgleichungen. 

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen. 

1. Bezeichnungen und Grundbegriffe. Es sei K{s,i) eine im Ge- 
biete a^s<b, definierte und dort stetige Funktion der 

beiden Variablen s und t, und es sei A ein Parameter; ferner seien 
/ (s) und <p {$) zwei im Intervalle a-^s-£.h stetige Funktionen der 
Variablen s, welche durch die Funktionalgleichung 

( 1 ) l{s) = <p{s)-XjK{s.t)cp{t)dt 

verkniipft sind. (Wir wollen ein fiir allemal daran festhalten, daB 
Integrale ohne weitere Bezeichnung des Integrationsgebietes immer 
liber das oben gekennzeichnete „Grundgebiet'' der Variablen zu 
erstrecken sind.) Durch die Funktionalgleichung (1), welche wir eine 
linear e Iniegralgleichung zweiter Art mit dem Kern K{s,t) nennen 
wollen, wird jeder stetigen Funktion (p{s) eine andere f{s) zuge- 
ordnet, und zwar in linearer Weise, so daB einer linearen Kom- 
bination die entsprechende Kombination Cih + ^2/2 

gehort. Wir werden uns hier vorzugsweise mit der Auflosung der 
Integralgleichung beschaftigen, d. h. mit der Frage nach der Bestim- 
mung von 9?(s), wenn f(s) gegeben ist. Dabei setzen wir, sofern nicht 
ausdriicklich das Gegenteil gesagt ist, voraus, daB alle vorkommenden 
GroBen reell sind. 

Wenn die Funktion f(s) identisch verschwindet, so sprechen wir 
von einer homogenen Integralgleichung; falls diese auBer der trivialen 
Lbsung 9? = 0 noch eine andere Losung 9? besitzt, kann man diese 
nichttriviale Losung mit einem beliebigen konstanten Faktor mul- 
tiplizieren und also auch normiert annehmen. Mit verschicdenen 
Losungen 9^2> • • • der homogenen Gleichung sind zugleich alle linearen 
Kombinationen Ci(Pi + — • Lbsungen. Mehrere voneinander 

linear unabhangige solche Lbsungen diirfen wir daher und wollen wir 
uns stets als normiert und orthogonal zueinander vorstellen, da wir sic 
sonst vorher dem im Kapitel II § 1 beschriebenen Orthogonalisierungs- 
verfahren unterwerfen konnen, ohne daB sie aufhoren, Ldsungen zn 
sein. Einen W^ert A, fiir welchen die homogene Integralgleichung 
von Null verschiedene Losungen besitzt, nennen wir einen Eigenwert 
des Kernes, zugehorige, als zueinander orthogonal anzunehmende 
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Losungen (Px, (p^, ... NuUdsungen Oder Eigenfunktionen des Kemes fur 
den Eigenwert X . Ihre Anzahl ist beschrankt. Denn nach der Bessel- 
schen Ungleichung (Kap. II, § i), angewandt auf den Kern K{s, t) und 
die orthogonalen und normierten Funktionen <Px, (p^, •••, 9%, gilt 

K (s, tfdf?: ^ {s> (s)®> 

aiso nach Integration uber s 

X^ j j K{s,tYdsdt^h. 

womit fiir h eine Schranke gewonnen ist, Wir kbnnen sagen: Jeder 
Eigenwert besitzt eine endliche Vielfachheif (d. h. Anzahl von linear un~ 
abhangigen Losungen). 

Unsere Integralgleichung stellt sich, wie sich in § 6 zeigen wird, 
als sinngemaBe Verallgemeinerung des Problems der linearen Algebra 
dar, welches wir in Kap, I, § 2 behandelt haben. Ihre Bedeutung fiir 
die mathematische Analysis besteht unter anderem darin, da6 viele 
sonst getrennte Betrachtungen durch sie unter einen einheitlichen Ge- 
sichtspunkt gebracht warden. 

2. Quellenmaflig dargestellte Funktionen. Das fiir die Integral- 
gleichung (1) typische Glied wird durch ein Integral der Form 

(2) g{s)^lK{sJ)hit)dt 

gegeben. Wir sagen, daB eine durch (2) gegebene Funktion g ver- 
m5ge der Funktion h und des Kernes K quellenmdfiig dargestellt ist. 

Wenn h{f) stiickweise stetig ist, so ist g{s) gewiB stetig; es gilt 
aber noch mehr^ Ist namlich jh{tydt ^ ikf, wo M eine feste Schranke 
bedeutet, so sind die durch (2) ausgedriickten Funktionen in ihrer 
Gesamtheit gleichgradig stetig, d. h. es gibt unabhangig von der 
speziellen Funktion h{t) zu jedem positiven e eine positive Zahl d(«) 
derart, daB aus |9y|<(5 die Beziehung |g(s + — g(s) | < ^ folgt. 

(Vgl Kap. II, § 2.) In der Tat wird infolge der Schwarzschen Un- 
gleichung 

[fi'(s + v)- S{s)f [K{s + ri.t)~ K{s, t)fdt. 

woraus sich wegen der gleichmSLfiigen Stetigkeit des Kernes sofort die 
Behauptung ergibt; denn es besteht unabhangig von t die Ungleichung 


mit beliebig kleinem 0, sobald nur j?, hinreichend klein ist. 
Ferner gilt bei gegebenem h{t), wenn gleichmaBig 


ist, die Relation 


limJ!C„(s,#) = K{s,t) 

n->oo 

g{s) = lim / K„{s, t) h[t) dt 

n~>oo 


Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2 Aiifl. 


7 



98 


in. Theoric der linearen Integralgleichungen. 


im Sinne gleichmaBiger Konvergenz in s, da man den Grenziibergang 
unter dem Integralzeichen ausfiihren kann. Also folgt nunmehr, dal3 
alle Funktionen der Form 

g„{s) ^ jK^is, t) hi}) dt, g(s) = fK(s. i) h(t) dt 

fiir alle betrachteten Funktionen h{t) gleichgradig stetig sind, sobald 
bleibt. Ebenso sind alle diese Funktionen gleichmaBig 
beschrankt, d. h. sie liegen alle absolut genommen unterhalb einer 
gemeinsamen Schranke. Dies folgt sofort vermoge der Schwarzschen 
Ungleichung : 

g^{sY<Mj[K^{s.t)-\^dt bzw. g[s)'^>^Mj[K{sMdt. 

8. Ausgeartete Kerne. Einen Kern, welcher sich als eine end- 
liche Summe von Produkten je einer Funktion von .s mit einer Funktion 
von t darstellen laBt: 

Cl) 

nennen wir einen ausgearfeten Kern. Dabei konnen wir annehmen» daC 
die Funktionen ai{s) und die Funktionen je voneinander linear un- 
abhangig sind, weil wir sonst eine dieser Funktionen durch die anderen 
linear ausdi^ucken und so zu einer Darstellung von ^ (s, als Summe 
von weniger als f Produkten der obigen Gestalt gelangen konnten. 
Der Satz von der Moglichkeit der gleichmaBigen Approximation einer 
stetigen Funktion K{s,t) durch Polynome (vgl. Kap, II, § 4) lehrt uns, 
daB wir den Kern K {s , t) durch einen ausgearteten Kern gleichm§.6ig 
beliebig genau approximieren konnen; denn jedes Polynom in s und t 
stellt offenbar einen ausgearteten Kern dar. 

Ein ausgearteter Kern yl (s, lafit sich folgendermaBen noch in eine 
andere, oft bequeme Gestalt umformen. Wir denken uns die 2p Funk- 
tionen von s: iXi(s), a 2 (^), . . /?p(s) durch ein 
System von normierten orthogonalen Funktionen cox (s ) , 0)2 (s) , . . . , (s) 

linear ausgedruckt, was wir stets durch Orthogonalisieren der gegebenen 
Funktionen erreichen konnen. Dann erscheint in Form einer 

Doppelsummc 

(4) A (s , ^ Cij 0 )i (s) (Oj [t) . 

Die Produkte (Oi{s)cOj{t) bilden ein System von Funktionen von 
und t im Quadrat a^s^b, a^fitr^b, welche ebenfalls alle zuein- 
ander orthogonal, al.so linear unabhangig sind. 1st A(s, <) symmetrisch, 

d. h. gilt identisch A (s, <) = A (i, s), so ist - ft,,) (U»{s)a),(i) = 0, 

».j»i 

was wegen der linearen Unabhangigkeit der Produkte be- 

deutet c,j = r^,. . 
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Ein symmetrischer Kern K{Syt) laBt sich immer durch symme- 
trische ausgeartete Kerne Z) gleichmaBig approximieren. Um das 
einzusehen, braucht man nur notigenfalls durch die Funktion 

zu ersetzen, welche zugleich mit^(5,/) den sym- 
metrischen Kern K{s,t) gleichmaBig approximiert. 

§ 2. Die Fredholmschen Satze fiir ausgeartete Kerne. 

Die Hauptsatze der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen, 
welche zuerst von Fredholm^ bewiesen worden sind, entsprechen vollig 
den Hauptsatzen aus der Theorie der linearen Gleichungen und lassen 
sich folgendermaBen aussprechen: 

Die Integralgleichung 

(1) i{s) = cp{s)-ljK{s.t)(p{t)dt 

besitzt bei festem X enti^jeder fiir jede beliebige stetige Funkiion f{s) eine 
und nur eine stetige Losung (p{s), insbesondere die Losung 99 = 0 fiir 
/ =“, 0; Oder abet' die zugehorige homogene Gleichimg 

(5) ip{s) — XfK{s, t) y/(t) dt 

besitzt eine positive endliche Anzahl r voneinander linear unabhdngiger 
Losungen Vh* ersten Falk hat auoh die zu (1) gehdrige 

,,kansponierte ' ‘ Jntegralgleichung 

(6) g{s)==<p{s)-klK{t.s)cp{t)dt 

fitets eine eindeutig bestimmte Losung] im zweiten Falle hat die trans- 
ponierte homogene Gleichung 

(7) x{s) = XlK{i,s)x(t)dt 

ebenfalls r voneinander linear unabhdngige Losungen Xn 

und die unhomogene Jntegralgleichung (1) ist dann und nur dann Idsbar, 
wenn die gegebene Funktion f{s) den r Bedingungeti 

(8) (/, Xi) = //(s) »(s) ds = 0 (j = 1, 2, . . y) 

geniigt. Die Lbsung von (1) ist in diesem Falle nur bis auf eine willkur- 
liche additive linear e Komhination CiV'i + • • • + bestimmt; sie kann 
durch die Forderungen 

( 95 . Vt) = "“0 {i = i, 2, . . r) 

eindeutig festgelegt werden. 

Wir wollen diese Satze zunachst fiir den Fall beweisen, daB der 
Kern K{s,i) — A {s,t) ausgeartet ist und durch die Gleichung (3) dar- 
gestellt wird. In diesem Fall reduziert sich die Theorie unserer Integral- 
gleichung fast unmittelbar auf die eines linearen Gleichungssystems 

' Fredholm, I.: Sur une classe d’^quations fohctionnelles. Acta math. Bd. 27 , 
S. 365 -- 390 . 1903. 
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von j> Gleichungen mit f Unbekannten. Schreiben wir namlich die 
Integralgleichung in der Form 

(9) /(s) = <?(«)- f §,[t) q>{t) dt , 

setzen = {^i,<p), multiplizieren sodann (9) niit Pj{s) und integrieren 
nach s, so erhalten wir fiir die GroBen das Gleichxingssystem 

(10) fj Xj (j = i , 2, . . . , p) t 

wobei fj = und = {pj, dc^ gesetzt ist. Besitzt dieses Gleichungs- 
systera eine and nur cine L6sung x^, , . Xp, so ist die 

V 

Funktion 9 p(s) — /(s) + sicher eine Ldsung der Integral- 

1=1 

gleichung, wie man unmittelbar bestatigt, wenn man diese Funktion 
in die Integralgleichung eintragt und die Gleichungen (10) beriicksichtigt. 
Ist Vi, yp die alsdann ebenfalls vorhandcne L5sung des trans- 

ponierten Systems 

(11) gj = y,- 

% 

so ist <p(s) = g(s) + l^yi^i(s) eine Ldsung der transponierten Inte- 

I 

gralgleichiing (6). Ist dagegen Xi, eine nichttriviale Ldsung 

des homogenen Gleichungssystems 

(12) 0 = (j=i.2, ....p), 

so erhalten wir in yj{s) = ^^^iOCi(s) eine nichttriviale Ldsung der ho- 
is:! 

mogenen Integralgleichung (5). Zwei linear unabhangige Losungen 
Xi, x^, • . Xp und x[, xl, , . Xp der homogenen Gleichungen (12) er- 

geben offenbar zwei linear unabhangige Losungen y(s) A^%a*-(s) und 

yj'{s) = XjLXiaiis) und umgekehrt. 

Das Vorhandensein von r linear unabhangigen Ldsungen 
von (5) und somit von r unabhangigen Ldsungssystemen von (12) ist 
aber gleichbedeutend mit dem Vorhandensein von ebenso vielen linear 
unabhangigen Ldsungen y^p (Z = 1 , 2, . . r) des trans- 

ponierten Gleichungssystems 

(13) gj^yj-^ioijyi if =i, 2. .... P) 

%=■! 

fur gj — 0 und somit von r linear unabhangigen Ldsungen 

Xsis). .... Xr(s) 

der transponierten homogenen Integralgleichung (7), wobei 



§ 3- Die Fredholmschen Satze fftr einen beliebigen Kern. 


101 


(■ 14 ) Xl{s) = 

ist. Nun lehren die Satze der Gleichungstheorie, daB im Falle z = 0 die 
Gleichungen (10), also auch (I3) und (6), stets eindeutig losbar sind, 
daC aber im Falle r > 0 zur Losbarkeit der unhomogenen Gleichung (10) 
und damit der Integralgleichung (5) fiir die fj die Bedingungen 

(15) {l=i, 2 , ...,r) 

hinreichend und notwendig sind. Vermoge der Definition von und 
gehen diese Bedingungen sofort iiber in 

(16) (/, = 0 {1 = i, 2 , , r) . 

Damit sind die Fredholmschen Satze fur unseren Fall vollstandig 
bewiesen. 

§ 3. Die Fredholmschen Satze fiir einen beliebigen Kern. 

Um auf Grund der letzten Ergebnisse die Integralgleichung mit 
einem beliebigen Kern if (s, if) behandeln zu konnen, benutzen wir den 
Konvergenzsatz aus § 2 des vorigen Kapitels. 

Wir denken uns K{s,t) gleichmaBig durch eine Folge Ai{s,t), 
A^{s,t), . . An{s,i), ... von ausgearteten Kernen approximiert und 
betrachten zugleich mit der Integralgleichung (1) die approximierenden 
Integralgleichungen 

(17) f{s) = (p{s) - 

Dann sind (bei festem X) zwei Falle moglich. 

Fall I: Die Gleichung (17) besitztbei jedem /(s) fur unendlich viele^ 
(wir diirfen dann iibrigens unter Weglassung nicht passender Approxi- 
mationsgleichungen und Umnumerierung sogar annehmen: fiir alle %) 
eine Losung und fiir diese bleibt (pn^eJ unter M 

eine von n unabhangige Schranke verstanden. 

Fall 11: Die obige Annahme trifft nicht zu. Dann ist fiir ein 
passendes t[s) entweder 

a) zwar fur unendlich viele n (wir konnen annehmen: fiir alle n) 
eine Losung q^{s) vorhanden; es gilt jedoch (pn» sJ = 4“^ 

n-^oo 

b) es existiert eine solche Losung iiberhaupt nur fiir endlich viele n 
(wir diirfen wieder annehmen: fur gar kein n), und es besitzt daher 
— auf Grund der fiir ausgeartete Kerne giiltigen Fredholmschen 
SS.tze — die homogenc Integralgleichung 

(18) 0 = (p{s) —X jAn {s,t)(p (t) dt 

eine normierte Losung 0^(5) fiir alle n, 

Im Falle I werden die Funktionen p^($) — / (s) quellenmaBig durch 
die Kerne i4„(s, if) dargestellt; dabei sind die dargesteUten Funktionen 
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nach § 1 gleichmaBig beschrankt und gleichgradig stetig, imd die Funk- 
tionen g„(s) definieren daher nach unserem Konvergenzprinzip als Limes 
ciner gleichmaBig konvergenten Teilfolge eine stetige Grenzfunktion 
«p(s). Indem wir erlaubterweise den Grenzubergang in der Integral- 
gleichung (17) direkt vornehmen, erkennen wir fur diese Grenzfunk- 
tion <p(s) das Bestehen der Integralgleichung (1); diese Integralglcichung 
ist also im Falle I fur jedes /(s) auflosbar. 

Im Falle Ila) dividieren wir die Integralgleichung (17) fur <p — q„ 
durch c„ und setzen = a so daB die Gleichung 

==0„{s)- if A,{s,t}o„{t]dt 

gilt; im Falle II h) beachten wir das Bestehen der Gleichung (18) fiir 
(p =: Beide Male ist jedcnfalls normiert; somit sind wiederum 

die quellenmaBig dargestellten Funktionen 0rt(5) — bzw. On{s) gleich- 

gradig stetig und gleichmaBig beschrankt; definieren mithin als gleich- 
maBigen Limes einer Teilfolge eine Grenzfunktion V{s), welche not- 
wendigerweise der homogenen Integralgleichung 

(5) fis) = llK{s,t)yi(t) dt 

geniigt und normiert ist. Im Falle 11 besitzt also die homogene Integral- 
gleichung nichttrivialc Losungen, die wir gemaB der Festsetzung auf 
S. 96 f. als Nulldsungen oder Eigenfunktionen bezeichnen. 

Um hieraus die in § 2 formulierten Fredholmschen Satze abzuleitcn, 
erinnern wir uns an die Bemerkung in § 1, daB es zu jedem Wert von 2 
nur eine endliche Anzahl r von linear unabhangigen Nulldsungen geben 
kann. Fiir r = 0 kann offenbar der obige Fall 11 nicht eintreten, da er 
stets zu einer normierten Losung von (5) fuhrt; also befinden wir uns 
im Falle I, d. h. fiir jede linke Seite f{s) besitzt die Integralgleichung (1) 
eine Losung; diese Losung ist eindeutig bestimmt, weil eine nicht ver- 
schwindende Differenz zweier Losungen eine nichttrivialc Ldsung von 
(5) entgegen der Voraussetzung ergeben wtirde. Damit ist der erstc 
Fredholmsche Satz bewiesen. 

Es sei zweitens r>0 und Vi, . . Vr zueinander orthogonale nor- 
mierte Losungen von (5) ; dann gilt wegen fur die Funktionen 

Kii^) = ¥'<(«) “ ^jAnis, t) y.\{t) dt 

{i = 1 , 2, . . . , r; « = 1 , 2, 3 , . . .) 

die Relation => 0 bei n->oo , 

* Wir benatzen gelegentlich das Zeichen als Abkarzimg fUr Konvergcnz. 
Soli analog die GleichmaBigkeit des Grenzuberganges zum Ausdnick gebracht 
warden ; so bcdienen wir uns des Doppelpfeiles . 
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Sctzen wir nun 

r 

A'^isJ) = A„{s.i) 4 - y^<5„,i(s) V.(<) , 

^=^l 

SO sind die t) ausgeartete Kerne, welche den Kern K{s,i) gleich- 
maBig approximieren. Diese Kerne A^is, t) besitzen, wie man sofort 
sieht, samtlich die r Funktionen xpi{s) zu Nullosungen. 

Mehr linear unabhangige Nullosungen k5nnen bei hinreichend 
groBem n nicht auftreten; denn ware yjr+i,n{^) eine Folge solcher Null- 
losungen, die wir als normiert und auf yj^, yjj. orthogonal an- 

nehmen diirfen, so wiirden wir auf Grund unseres Konvergenzprinzipes 
cine auf xpi^y)^, . . orthogonale, also von diesen Funktionen linear 
unabhangige Nullosung von (5) erhalten, entgegen der Voraussetzung, 
daB r die genaue Anzahl der linear unabhangigen Nullosungen sein 
sollte, 

Zufolge der Giiltigkeit der Fredholmschen Satze fiir ausgeartete 
Kerne besitzen auch die homogenen transponierten Integralgleichungen 

(19) xi^) = 

fiir hinreichend groBe n ebenfalls genau r linear unabhangige, 
normiert und zueinander orthogonal wahlbare Nullosungen Xhn(^) 
(i = 1 , 2, . . . , f) . Da die ausgearteten Kerne An(t, s) gleichmaBig gegen 
den Kern K(t, $) konvergieren, so erhalten wir auch fiir diesen r zu- 
einander orthogonale Nullosungen Xi (s ) , % 2 (s) , . . . , indem wir auf Grund 
unseres Konvergenzprinzips den Grenziibergang mit Hilfe der gleich- 
gradig stetigen und gleichmaBig beschrankten Funktionen Xi,n(^) 
nehmen. Mehr als r .unabhangige Losungen kann die transponierte 
Integralgleichung 

(20) x(s}-^fJ^(f,s)x(t)dt 

jedoch nicht haben, da sonst riickwarts auch die Existenz von mehr 
als r Losungen von (5) folgen wurde. 

Endlich beachten wir, dafi fiir die Losbarkeit der Integralgleichung 
(1) im Falle r>0 sicherlich die Bedingungen 

(21) (/, Xi) = lf{s) Xiis) ds = 0 (f = 1 , 2 r) 

notwendig sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man (1) mit Xi{^) 
multipliziert, integriert und dann rechts unter Beachtung von (20) die 
Integrationsfolge umkehrt. Um die Bedingungen (21) als hinreichend zu 
erkennen, beschranken wir uns — sofern dies notig ist — auf solche 
Indizes n, fiir welche lim;^j„(s) = (f = 1 , 2, . . r) gilt, und bilden 

n-^oo 

mit den wegen (21) mit wachsendem n gegen Null konvergierenden 

r 

Zahlen £i,n = {f>XiJ Funktionen /„(s) = /(s) - 2fi.ai,n(s) • 
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Es ist (/„, Z»,n) =0 (^' = 1 , 2 , . . f). Also besitzt die Integralgleichung 

(22) /„ (s) =<p{s) —Xj A'„ (s, i) <p{t)dt 

wegen der Giiltigkeit der Frcdholmschen SMzo fiir ausgcartete Kerne 
sichcr eine zu Wi(s), %(5), . . y\{s) orthogonale L6sung Mit 

diesen LOsungen miissen wir uns im Fallc I befinden, weil sie 
andernfalls zu einer auf (s) , ^2 (^) ^ • • • > orthogonalen Losung von 
(5) fiihren wiirden, was nach Voraussetzung unmoglich ist. Also konnen 
wir auf Grund des Konvergenzprinzips wieder den Grenziibergang in 
der Integralgleichung ausfuhren und wegen fn{s)^-^f{s) auf die Lds- 
barkeit von (1) schlieBen. Hiermit sind die samtlichen Fredholmschen 
Satze fiir unseren Kern K{s,t) bewiesen. 

Ob es iiberhaupt Falle gibt, in denen die homogenc Gleichung 
niohttriviale Losungen besitzt, ist eine Frage, die fiir symmetrische 
Kerne im folgenden beantwortet wird. 

§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte. 

Entsprechend den Verhaltnissen bei den bilinearen Formen in 
Kap. I ist auch bei den Integralgleichungen der Fall einer weiter- 
gehenden Behandlung zuganglich, daB der Kern K{s,i) symmetrisch 
ist, d. h. der Relation 

(23) K{sJ) =ii:(/5,s) 

geniigt. Die Integralgleichung wird dann mit ihrer transponierten 
identisch. Bei einer derartigen symmetrischen Integralgleichung werden 
wir uns vor allem die Frage stellen, fiir welche Werte des Parameters X 
die homogene Integralgleichung (5) eine nicht triviale (normierte) Losung 
besitzt. Diese Parameterwerte X = Xi und die zugehorigen Funktionen 
heiBen, wie schon erwahnt, die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des 
Kernes K(s, t). Analog zu den Entwicklungen von Kap. I, § 3 wollen 
wir nun den Satz beweisen: Jeder symmetrische, nicht identisch ver- 
schwindende stetige Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; diese 
sind dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzdhlbarer Anzahl 
vorhanden, wenn der Kern nicht ausgeartet ist, — AUe Eigenwerte eines 
reellen symmetrischen Kernes sind selhst reell, 

1. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern. 
Wir beweisen zunachst die Existenz eines Eigenwertes. Zu dicsem 
Zweeke betr^chten wir die „guadratische Integralform'* 

(24) J(<P.<P) = I jK{s,t)<p{s)cp{t)dsdt, 

welche hier die Stelle der quadratischen Form von Kap. I vertritt ; 
(p bedeutet dabei irgendeinc im Grundgebiet stetige oder stuckweisc 
stetige Funktion. Wegen der Schwarzschen Ungleichung haben wir 

J{<p,cpY^{<p,cpYjjKHs,{)dsdt. 
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Also ist J {<p, (p) selbst absolut genommen beschrankt, wenn wir for* 
dern, daB 

( 25 ) (<p, (p) = 1 

ist. Die Integralform ist dann und nur dann fur alle zugelassenen 
Funktionen <p Null, wenn der Kern selbst identisch verschwindet. 
Fuhren wir namlich die „bUineare Integralform'' 

(26) / (99, yj) =: J (y, (p) =: j lK{sJ)(p (s) y)(t)ds dt 
ein und beachten wir, daB die Umformung 

( 27 ) J {9 + V + W) — J ¥) + 2/ (99, w) + J ' 9 ) 

gilt, so folgt zunachst aus dem identischen Verschwinden der quadratic 
scben auch das der bilinearen Integralform. Setzen wir nun in (26) 
spe 7 Aellyj{t) =^IK{s, t)(p{s)ds, so ei-gibtsich j{fK{sJ)(p(s)ds)^dt=0, 
also j K{s, t)(p{$)ds 0 bei beliebigem (p{s); wenn wir 99(5) fiir ein 

bestimmtes t gleich K{s, t) wahlen, erhalten wir diegewiinschte identische 
Gleichung K{$,t) =0. 

Hat ein Kern die Eigenschaft, daB J {9, (p) nur positive bzw. nur 
negative Werte annehmen kann (wenn nicht 99 = 0 ist), so heiSt er 
fositiv bzw. negativ definit. Andernfalls heiBt er indefinit. 

Unter der Voraussetzung, daB / positiver Werte fahig ist, stellen wir 
uns das Maximumproblem, eine normierte Funktion (p{s) zu finden, fiir 
welche /(??, 99) einen mdglichst groBen Wert annimmt. Wegen der Be- 
schranktheit der Werte von J((p,(p) gibt es sicher eine obere Grenze 
=: ifXi fiir die Werte der Integralform 7(99, 99); gezeigt werden soli, 
daB diese positive obere Grenze fiir eine geeignete Funktion 99(5) wirk- 
lich erreicht wird. Dazu denken wir uns den Kern K{s,t) durch aus- 
geartete symmetrische Kerne 

eft coi (s) (Ok (i) , cfl = cfl 

der am SchluB von § 1 beschriebenen Gestalt gleichmaBig approximiert. 
Das dem obigen entsprechende Maximumproblem fiir die Jntegralformen 
= j f A^{s,t)9[s)9[t)dsdt rniitr der Nebenbedingung (25) er- 
weist sich als gleichbedeutend mit dem entsprechenden Problem fiir 
eine quadratische Form von Veranderlichen. Setzen wir namlich 

(99 , o)f) = (i = 1 , 2 , . . . , 

Jn(<P’ V) eflxiXk 

eine quadratische Form m x^, x^, . . Xg^, welche zu einem Maximum 
zu machen ist, wahrend die Nebenbedingung (25) besteht. Nun ist 
nach der Besselschen Ungleichung in Kap. II, § i, 3 , wenn wir sie 


so wird 
( 28 ) 
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auf <p{s) und das orthogonale Funktionensystem coi(s). 
anwenden, 

{<p, 9) 


die Variablen in der Form (28) sind also sichcrlich der Bcdingung 

unterworfen, und daher wird das Maximum der korm ange- 

«’• . .... 
nommen, wenn ^X( — i ist, da man sonst durch Multiplikation mit 

einem geeigneten Faktor den Wert von Jn{9>9) vcrgroBern kdnnte. 
Wir sehen also, daB wir genau die Fragestcllung der Hauptachsen- 
transformation aus Kap. I, § 3 vor uns haben. Das Maximum der Form 
wird danach angenommen fiir ein Wertsystem Xi, x^, fiir 

welches iiberdies die Gleichungen 


( 29 ) y cflXk - XinXi {i—'l. 2 , .... ?„) 

bestehen. Dabei wird der Proportionalitatsfaktor geradc gleich 
Jh{9> 9)- bestatigt man, wenn man (29) mit Xi multipliziert, iiber i 

summiert und beriicksichtigt, daB dann die rechte Seite wegen ^ = i 

gleich wM, wahrend die linke Seite die Form Jn[9*9) ergibl. 
Verst ehen wir unter %, % von jetzt ab dieses Wertsystem 

und setzen 

9n (^) — H ^1 (^) + ^2 (^2, ( 5 ) + • • • + €0^,, {$) , 

wobei wegen der Orthogonalitat der co^ und wegen ^ die Re- 

lation N(pn^ i gilt, so besagen die Gleichungen (29) das Bestehen der 
Relation 

( 30 ) 9n{s) = -~(A^ (s, f) (p„ (t) i t 

J 

und umgekehrt. Denn aus (29) folgt ( 30 ), indem wir mit 01 ^( 5 ) mul- 
tiplizieren, summieren und Xi — (9n, <»<) beachten, aus ( 30 ) aber folgt (29) 
dutch Multiplikation mit coi(s) und Integration. Die Funktion 9„(s) 
ist also eine Eigenfunktion von An{s,i), welche zum Eigenwerte 
IHn — 1^1 n gehdrt: 

( 3 1) <p„(s) = /*!„/ ^»(s, t) (Pn{t) dt. 

Nunmehr lassen wir n unbegrenzt zunehmen. Dabei muB xi„ gegen 
eine Zahl xi, die entsprechende positive obere Grenze von J[9,9] 
konvergieren ; denn aus der Relation 

|R:(s,0 -^«(s,0|<e 

folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung, wenn (9,9) ist und 
a und b die Integrationsgrenzen sind, 

U i9> 9 ) - In i9> 9 ^) 3 * 8 ““ (^ — «)* * 
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Also stimmt bei hinreichend groBem n der Wertevorrat von 9?) 
mit dem von J{(pf (p) beJiebig genau liberein, und dasselbe muB daher 
fiir die oberen Grenzen dieser beiden Wertevorrate gelten. Es existiert 
mithin auch lim so daB die alle unterhalb einer festen 

n->oo 

Schranke liegen und wegen (3I) nach §1 die Funktionen <p^(s) fiir 
alle n gleichmaBig beschrankt und gleichgradig stetig sind. Nach 
unserem Konvergenzsatz konnen wir also efne Teilfolge ... 

auswahlen, welche gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion Wi(s) kon- 
vergiert. In der Gleichung (30) : und ( 9 ?^, = 1 aus- 

gefiihrt ergibt dieser Grenziibergang die Relationen 

( 32 ) = / K{s,t)y}i{t)dtr iWi-Wi) = 1 - 

( 3 ?) = 

Die Funktion ( 5 ) lost ako das Maximumproblem fiir die Form J((p, <p); 
sie ist eine Eigenfunktion des Kernes K{s,t). Hieraus folgt sofort, 
daB nicht Null sein kann; denn J{(p,(p) kann ja positive Werte an- 
nehmen. Fur jede beliebige Funktion ip gilt daher die Beziehung 

( 34 ) J{y),yj)^xi{yj,yj), 
wie man durch Normierung sofort erkennt. 

2. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte. Um die 
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, verfahren wir 
folgendermaBen : 

Wir stellen das Problem, das Integral 7(9^, 9 ^) zum Maximum zu 
machen, wobei wir jetzt auBer der Nebenbedingung ( 9 ?, ^) = 1 die 
weitere Nebenbedingxmg 

(9.W ==0 

stellen. Dabei setzen wir voraus, daB unter diesen beiden Neben- 
bedingungen J{(p,(p) noch positiver Werte fahig ist. Da durch die zweite 
Nebenbedingung der Wertevorrat der Integralform gegeniiber dem Werte- 
vorrat beim ersten Maximumproblem eingeschrankt ist, so kann das 
Maximum xz = nicht groBer sein als dasfriihere Maximum xi, d. h. 
es gilt X 2 >ci und Existenz der Losung dieses Maximum- 

problems konnen wir genau nach der fiir den ersten Eigenwert ange- 
wandten Methode durch Zuriickfiihrung auf eine quadratische Form und 
Grenziibergang beweisen. Bequemer ist aber die folgende, unmittelbare 
Zuriickfiihrung auf die Bestimmung des ersten Eigenwertes eines anderen 
Kernes. 

Wir bilden die Funktion 

( 35 ) 

und fassen sie wiederum als S3mimetrisclien Kern auf. Nach dem eben 
erzielten Ergebnis konnen wir fur sie das Maximumproblem 

( 36 ) 7 ( 1 ) {% V)=ff (s, ()<p(s)<p(i)dsdi=: Max. = = 
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unter der Bedingung (<p,<p) — i dutch eine Funktion ^' 2 ( 5 ) Idsen, wclche 
der homogenen Integralgleichung 

(3 7) Wz (S) = i“2 (s. 0 % W 

geniigt. Dabei setzen wir voraus, daC auch J(i){<P,9) noch positive!' 
Werte fahig ist, so daB > 0 wird. Wir schreiben die Gleichung (37) 
in der Form 

%(«) = {s. t) ^ (%. Wi) , 

multiplizieren mit Wi{s) und integrieren nach s, kehrenin dem iterierten 
Integral die Integrationsfolge um und beachten = dann 

steht auf der rechten Seite Null, und es ergibt sich 

(38) (Vi.V'2) = 0, 

d. h. die Eigenfunktion ist orthogonal auf der Eigenfunktion 

yii{s). Daher ist auch 

(39) / K (s. t) Wi (0 K(i) (s, t) % {t) dt 

und demnach ^ 2 ( 5 ) auch Eigenfunktion von K{s,t) und 1^2 der zu- 
gehorige Eigenwert; 

(40) Wz (s) = (s, t) xp 2 {t)dt. 

Da wir wegen der Beziehung (%> Vi) — 0 den Wert ^2 auch als 
Maximum der Integralform Ji{<p,v) unter der Nebenbedingung 
{f, v'i)= 0 kennzeichnen kSnnen und in diesem Falle Ji {<p, (p) =J {(p, <p) 
gilt, SO 15st die Funktion v ^2 das zu Beginn dieser Nummer ge- 
stellte Maximumproblem. 

In derselben Weise konnen wir weitergehen, indem wir jetzt den Kern 

(41) Ms, t) = Ms, t) - =,K{s. t) - 

bilden und das Maximum der Integralform 

(42) h){<P,<P) = I lK(^){s,f}q)(s)(p{t)dsdt 

suchen, vorausgesetzt, daB diese noch positiver Werte fahig ist. Es 
ergeben sich dann genau wie oben als Ldsung eine normierte Funktion 
Wb{s) ™d ein Maximalwert fiir welche die homogene Inte- 

gralgleichung W^{s) ^ /Jt'^jK{sJ)xp^{t)d/^ besteht und fiir welche die 
Orthogonalitatsrelationen (^^ 3 , = 0 , (V 3 , yj^) = 0 gelten. Wirkdnnten 

diese Losung ebenso durch das Problem erhalten, die urspriingliche Inte- 
gralform durch eine zu und Vg orthogonale normierte Funktion zum 
Maximum zu machen. Ebenso wie oben folgt 

So fahren wir fort, und zwar unbegrenzt, wenn die dabei entstehen- 
den Kerne if ( 3 ), . . . noch stets zu Integralformen AnlaB geben, 

die positiver Werte fahig sind; tritt aber in der entstehenden Reihe 
ein erster Kern 
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(43) if(„) (s, t) = K {s, t) - 

M'l M'm 

aiif, fur welchen stets J(^){<p, <p) ^0 ist, so brechen wir das Verfahren 
mit der Eigenfunktion Wmi^) dem Eigenwert ab. 

Als Resultat halten wir fest: Der kleinste positive Eigenwert fti 
des Kernes K {s, t) ist der reziproke Wert des Maximums , welches 
die Integralform J{<pi<p) unterder Nebenbedingung (9?, 9?) = 1 annimmt. 
Dieses Maximum wird erreicht fiir die erste Eigenfunktion 9? = von 
K {s, t) . Die wachsend geordneten positiven Eigenwerte f^h (A = 2, 3, . . .) 
werden dann rekursiv definiert als die reziproken Werte der Maxima 
welche J{(Pf 9) unter den Nebenbedingungen 

(9?,9^») = 0 (v= 1,2,.. A — l) 

annimmt. Dieses Maximum oiji wird erreicht fiir die Eigen- 

funktion. 

Die Reihe der positiven Eigenwerte bricht ab, sobald in der Folge 
der aufgestellten Maximumprobleme ein solches auftritt, bei welchem 
J {9* 9) positiver Werte nicht mehr fahig ist. 

Ebenso wie die positiven Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunk- 
tionen kdnnen wir nun auch eine Reihe von negativen Eigenwerten und 
zugeh 5 rigen Eigenfunktionen: fi^2, • • •; W-i{s), ^-2(5), ... er- 

halten, falls die Integralform J {9, 9 ) negativer Werte fahig ist. Wir 
brauchen dazu nur die den oben gestellten Maximumproblemen ent- 
sprechenden Minimumprobleme zu betrachten. So gelangen wir zu einer 
unendlichen oder abbrechenden Folge von negativen, nie zunehmenden 
Eigenwerten : 

( 44 ) ••• , 

und zugehdrigen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen 

Die Eigenfunktionen 9 h{s) {h>0) sind orthogonal zu den Eigen- 
funktionen (^ > 0); wir konnen dies aus den beiden Gleichungen 

n (s) =f K (s, t) ipi {t)dt, 

schlieBen, indem wir die erste mit ^^- 1 ( 5 ), die zweite mit iph{s) multi- 
plizieren, sodann beide voneinander abziehen und integrieren; unter 
Beach tung von if (s, <) = K{i,s) erhalten wir 

was wegen x* 4= die behauptete Orthogonalitat bedeutet. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man zu einer Folge 
von eventuell abwechselnd positiven und negativen Eigenwerten. Wir 
ordnen sie nun nach steigendem absoluten Betrage und bezeichnen sie in 
dieser Reihenfolge mit A, , . ia > ■ • • J wird dann | | ^ | ia 1 ^ 1 is | ^ 
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Mit <Pi{s),<Pz{s), . . . bezeichnen wir nunmehr die zugehSrigen Eigen- 
funktionen; sie bilden ein normiertes, orthogonales Funktionensystem. 

Besitzt der Kern K{s,t) nur endlich viele Eigenwerte 
so muB er au.sgeartet sein und die Form haben 

(45) K{s, t) = . 

Denn dann muB der Kern K{s,i) — (s, i) nach den 

Uberlegungen auf S. 105 identisch verschwinden, da das Maximum 
und das Minimum der zugehbrigen Integralform 

= / lK{s,t)<p{s)q}{t)dsdi 


beide gleich Null sind. Also : Ein Kern, der nur endlich viele Eigenwerte 
und Eigenfunktionen hesitzt, ist ausgeartei, Umgekehrt besitzt ein aus- 
gearteter Kern nur endlich vide Eigenwerte und Eigenfunktionen, Denn 
wir haben oben erkannt, da6 das Problem der Eigenwerte eines solchen 
Kernes aquivalent dem Eigenwertproblem einer quadratischen Form 
ist, bei dem ja nur endlich vide Eigenwerte auftreten, 

Wir nennen nach § 1 einen Eigenwert Xi mehrfach, und zwar r-fach, 
wenn die Anzahl der linear unabhangigen — und zueinander orthogonal 
w^lbaren — Eigenfunktionen r, aber nicht mehr betragt. Jeder Eigen- 
wert kann nur,eine endliche Vielfachheit r haben; diesen schon im 
§ 1 bewiesenen Satz konnen wir mit einer wichtigen Verfeinerung auch 
folgendermaBen gewinnen: Wir wenden in bezug auf das orthogonale 
Funktionensystem • ** Besselsche Relation aus Kap. 11, 

§ 1 an, indem wir schreiben 

(46) f K{s. tfdt Ss %{iK{s, t) dty 
Oder 

(47) 

iwal 


Dies enthalt einmal die Tatsache, da 6 die aus lauter positiven 
Gliedem bestehende Reihe 


(48) 


CO 


i^l 


’ X! ^ 


konvergiert, und zwar gleichmaBig nach dem Satz von Dini (vgl. 
S. 47) ; zweitens folgt, wenn wir die Beziehung nochmals nach s 
integrieren, wegen (9?%-, %) = 1 


00 

jjK{s,t)^dsdi:^^ 

iwl 


L 

■;if ■ 


( 49 ) 
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Somit erkennen wir, daB die Summe der reztproken Qtmdrate der Eigen- 
werte konvergiert] die Eigenwerte konnen also im Endlichen gewiB keine 
Haufungsstelle besitzen, sie mussen, wenn sie in nnendlicher Anzahl 
vorhanden sind, absolut genomnien uber alle Grenzen wachsen, und es 
kdnnen nur endlich viele einander gleich sein. 

Hieraus wollen wir schlieBen, daB wir in den oben durch Extre- 
inumsprobleme sukzessive definierten Eigenwerten und Eigenfunk- 
tionen <p^ die Gesamtheit der reellen Eigenwerte und Eigenfunktionen 
vor uns haben. (DaB keine komplexen Eigenwerte auftreten kdnnen, 
wird waiter unten gezeigt.) Ware x von den (pi linear unabhangige 
Eigenfunktion zu dem — etwa als positiv angenommenen — Eigen- 
wert <J, so muB zufolge der obigen SchluBweise x orthogonal auf alien 
Eigenfunktionen stehen, welche zu Eigenwerten + a gehoren; ist 
jedoch a = einer der oben definierten Eigenwerte und tritt dieser 
Eigenwert genau r-fach auf, ist also etwa == = • • • 

= f^h+r, so koHutcn wir, da nach Voraussetzung x linear 

unabhangig von den Eigenfunktionen Wh> Wh+iy • • • > ist, 

X durch eine zu diesen Eigenfunktionen orthogonale Kombination 
Z + ^ 0 % + %+r - 1 == % ersetzen, die jedenfalls auch als Eigen- 

funktion zum Eigenwert /^a gehort. Die Funktion x > die wir nunmehr 
wieder einfach mit x bezeichnen, ist also in jedem der beiden be- 
trachteten Falle orthogonal zu s^tlichen Eigenfunktionen xpi] daher 
muB fiir jedes w, fiir welches /^n+i existiert, zufolge der Minimum- 
eigenschaft der Eigenwerte die Beziehung 

%) =// K{s, t)xis) %{t) dsdt = ~ (x, x) 

bestehen. Gibt es nun unendlich viele positive Eigenwerte so 
folgt wegen lim/^w = ^, daB ^so x identisch Null sein 

muB. Gibt es aber nur endlich viele, namlich n positive Eigenwerte, 
so kann J [%, x) unter den Nebenbedingungen (x, = 0 (i = 1 , . . . , n) 

positiver Werte nicht mehr f ahig sein, und es folgt wiederum [x^ z) 0, 
also X = 0, 

Da diese SchluBweise auch fiir negative a unverandert gilt, folgt, 
daB jede zu alien Vi orthogonale Eigenfunktion des Kernes identisch 
verschwinden muB, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wir schlieBen an unsere Ergebnisse noch einige spater zu verwendende 
Bemerkungen an: 

Verstehen wir unter • G • • • zweiFolgen 

von stetigen (oder stiickweise stetigen) Funktionen, deren Normen 
iinterhalb einer festen Schranke M liegen, so gilt fiir den Kern 

n 

t) = K{s, t) die Relation 

i-1 ^ 

(SO) lim /(„, C„) = lim // (s, i) }j„(s) d$ dt 0 
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gleichmS-Big in dem Sinne, daS die Kleinheit der linken Seite auCer 
von M nur von der Wahl von n abhangt. 

In der Tat ist infolge der Maximumeigenschaft der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen 

l/(»)('?n + + tn)| I ^ *’ 

lA) iVn, Vn) I ^ |r~ |- M, \JU, (C„ , Q I M . 

woraus sich wegen 

^ = /n ^ Jn ? f) “t“ JniCf f ) 

sofort die Behauptung crgibt. 

Welter bemerken wir: EinKern ist dann und nut dann positiv definite 
wcnn uUe seine Eigenwefte positiv sind. Dann und nur dann besitzt 
namlich die Integralform J{(p,<p) bei normiertem 9^ ein positives Mini- 
mum und ist somit uberhaupt negativer Werte nicht fahig. 

SchlieSlich: AlU Eigenwerte eines reellen symmetrischen Kernes sind 
reell. Der Beweis dieser Behauptung wird sich zwar in § 5 ganz von 
selbst ergeben ; wir wollen ihn aber doch hier auf eine andere, 
direkte Weise fiihren. Der Satz besagt mit anderen Worten, daB es keine 
komplexe Zahl A = :^ + mit zugehdriger komplexer Funktion 
^ (5) z=:%p {s) -f- ix {s) von ^ gibt (wobei V und % reelle, nicht beide iden- 
tisch verschwindende Funktionen sind), so daB 9>(6') = X JK(s, t) (p{t)di 
ist. Mit den konjugierten GroBen X, ^ miiBte dann namlich auch 
l^{s) ^ljK{s,t)'^{t)dt gelten. Dann aber ergibt sich wie oben 

0 = (A — i) J<p{s)f{$)ds — 2iqf (y® + x^)ds; ^ 

d. h. 0 und damit die RealitM von X, 

3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte, Genau 
wie bei den quadratischen Formen in Kap. I kdnnen wir auch hier auf 
Grund einer Maximum-Minimum-Eigenschaft eine direkte Definition 
des Eigenwertes 4 und der zugehorigen Eigenfunktion geben, d. h. 
eine Definition, die nicht auf die vorangehenden Eigenwerte und Eigen- 
funktionen zurlickgreift. 

Wir betrachten etwa die positiven Eigenwerte fin des Kernes K{sJ) 
und nehmen an, daB es mindestens n gebe. Dann stellen wir das Problem, 
7(9^1 9^) 2:uni Maximum zu machen, wenn (p{s) auBer der Bedingung 
(9?, 93) == 1 noch den w — 1 Bedingungen 

( 51 ) (9^, ^<)==0 (i = 1, 2, . . w — 1) 

geniigt, wo Vn~i irgendwelche gegebene stetige Funktionen 

sind. Wir lassen es dahingestellt, ob die jedenfalls vorhandene obere 
Grenze von J{<p,<p) wirklich fiir eine der zugelassenen Funktionen an- 

* Da0 + Cn) ~ fit) + 2 (j;„, < 4^ ist, folgt un- 

mittelbar mit Hilfe der Schwarzschen Ungleicbimg. 
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genommen wild. Jedenfalls ist diese obere Greuze irgendwie von der 
Wahl der Funktionen abhangig; wir bezeichnen sie 

deshalb mit Xn{vi, 2^2, . . . , oder kurz Xn{v^}. Speziell fiir == y^i 

wild nach unseren obigen Satzen ™d diese obere Grenze 

wird angenommen flir 99 — yjn{s). Wir behaupten nun, daB fiir jedes 
Fimktionensystem gilt 

«„{«',} £? Xn ■ 

Zum Beweise bilden wir durch lineare Konibination der Eigenfunktionen 
Vi, V’2. • • •. Vn eine Funktion (p{s) — CiVi(s) — • + CnWnis). Indem 
wir (p{s) den Bedingungen {<P ,<p) =1 und ( 51 ) unterwerfen, verlangen wir 

n n 

= ' 1 . Wi) = 0 (A = 1, 2, . . . , w — 1) . 

Dieses aus n — 1 homogenen linearen Gleichimgen fiir die n Unbe- 
kannten und einer Normierungsbedingung bestehende Gleichungs- 
system konnen wir stets befriedigen. Setzen wir die so konstruierte 
Funktion (p{s) in J((p,<p) ein, so folgt 

n 

J{<P> fp) = v*), 

also wegen xp^ — —■ , J(xpi, xp^) = 0 fur i f A 

fXi 

/b. <P) = ^ = X„. 

issaX 

Das Maximum von J(^, <p) ist erst recht mindestens gleich x^, und 
wir erhalten das Resultat: Der 'positive Eigenwert von K{s,t) ist der 
kleinste Wert, welchen das Maximtim oder die obere Grenze von J{(p, y>) 
annehmen kann, wenn die Funktion (p (s) aufier der Bedingung {(p, (p) == 1 
noch n — i Bedingungen der Form ( 51 ) imterworfen ist und dieses Maxi- 
mum in seiner Abhdngigkeit von den Funktionen v^, Vn-i he- 

ir achtet wird. Das Minimum dieses Maximums wird angenommen fiir 
Vi = Vi, . . == Wn-1 und (p = Vn. 

Ganz entsprechend werden die negativen Eigenwerte und die zu- 
gehorigen Eigenfunktionen 'V^_n(w>0) durch das Maximum des Mini- 
mums von 7(99,99) bei den entsprechenden Bedingungen definiert. 

Aus den Maximum-Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte folgt 
unmittelbar der Satz: Addiert man zu einem Kern K[s,f) einen positiv 
definiten Kern K'^ {$, t) bzw. einen negativ definiten Kern K'" {s,t) , so ist 
jeder positive und negative Eigenwert des Kernes K K^ 
nicM kleiner bzw, nicht grdfier als der entsprechende Eigenwert des Kernes K 
Der Beweis ergibt sich durch dieselbe Oberlegung wie in Kap. I, § 4 . 

* Vgl. Weyl, H. : Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte 
linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung anf die Theorie 
der Hohlraumstrahlung). Math. Ann. Bd. 71, S. 441—479- 1912. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 
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III. Theorie der linearen Integralgleichungen. 


§ 5. Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen. 

4. Der Entwicklungssatz. Wenn wir wuBten, daB der Kern, ent- 
sprechend der Hauptachsentransformation einer quadratischen Lorni*, 
eine Reihenentwicklung ^ 

zulaBt, wobei die Reihe rechts in jeder der Variablen gleichmaBig 
konvergiert, so ware damit fur jede Funktion g(s) der Form 

g{s)=:=lKisJ)h{t)dt, 

wobei h{t) irgendeine stetige oder stiickweise stetige Funktion ist, die 
Reihenentwicklung 

(53) g{^) > Si ^ <Pt) <Pi) V 

A 

bewiesen. Der Umstand, daB wir die Relation ( 52 ) nicht allgemein 
beweisen kSnnen, nStigt uns beim Beweise der allgemeinen Giiltigkeit 
der Entwicklung fur g{s) zu einem kleinen Umweg. Esseien hf == {h, 9>d 
die Entwicklungskoeffizienten von h in bezug auf das Orthogonalsystem 
V’l. Si^) (53) durch h{$) „quellenni£lBig daiges- 

stellte" stetige Funktion und 

gi = (S'. Vi) == j- 


die Entwicklungskoeffizienten von g. Wegen der Besselschen Un- 

oo 

gleichung konvergiert die Reihe GemaB Gleichung (47) und (49) 
in §4, 2 konvergiert die Summe T(s) — gleichmaBig und ist 

t-i * 

gleichmaBig in s beschrankt. Nach der Schwarzschen Ungleichung 
ist nun 


KMs) 


+ ••• + 










+ ^f). 


Da der Rest 4 — • + beliebig klein ist, sobald nur « hinreichend 

groB geworden ist, und da 4 4- unterhalb einer von s 

unabhangigen Schranke bleibt, konvergiert die Reihe 


^giViis] 






absolut und gleichmaBig. Ihre Summe 

ti 

y(s) = hm ygm(s) == Umy„(s) 

n^oo fi->-oo 


1 Vgl. Kap. I, § 3. 
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ist eine stetige Fiinktion von s. Wir haben zu zeigen, da6 y(s) mit g(s) 
identisch ist. Zu diesem Zwecke bilden wir 

iC(„) (s, t) = K {s, t)-^ * 

1^1 

g (s) — }'» (s) =" / K(^) {s, t)h{t)dt, 

miiltiplizieren diese Gleichung mit einer willkiirlichen stetigen Funk- 
tion w{s) von s und integrieren nach s, Wegen der Relation ( 50 ) aus 
§ 4, 2 wird fiir wachsendes n in der Relation 

/ ze'(s) (g(s) — y«(s)) ds = f j K(^)(s, t) h(t) w(s) ds dt 
die rechte Seite gegen Null konvergieren, so daB wir wegen 7^(5) y{s) 
fwis) (g(s) — y{s)) ds = 0 

erhalten. Diese Gleichung soil fiir eine willkiirliche Funktion w(s) be- 
st ehen, also auch fur w{s) = g{s) — y (s) . Aus der Stetigkeit von 
g (s) — y (s) folgt aber, daB die Gleichung (g — 7 , g — 7) — 0 nur dann 
bestehen kann, wenn g (s) — 7 (s) identisch Null ist, wie wir beweisen 
wollten. Damit haben wir den fundament alen Entwicklungssatz er- 
halten : 

Jede durch VermtUlung einer stiickweise stetigen Funktion h[i) in der 
Form ( 53 ) (^ueUenmdjSig darstellbare stetige Funktion g{$) ist nach den 
Eigenfunktionen von K{s,i) in etne gleichmdfiig und absolut konvergente 
Reihe eniwickelbar. 

2. Auflosung der inhomogenen linearen Integralgleichung. Als 

Anwendung dieses Satzes leiten wir die Formel fur die Auflosung der 
inhomogenen Integralgleichung 

(1) f{s)=cp{s)-lfKis.t)<p{t)dt 

ab. Dabei setzen wir zunachst voraus, daB der Parameterwert ^ mit 
keinem der Eigenwerte identisch sei. Nehmen wir an, die stetige 
Funktion 9:^(5) mit den Entwicklungskoeffizienten {<p, cpi) loste die In- 
tegralgleichung, so miiBte die Funktion (p{s) -- f (s) == g (s) sich nach dem 
Entwicklungssatze, angewandt fiir h{t) , in eine gleichmaBig 

und absolut konvergente Reihe 

(54) g (s) =■ 9 («) - / (s) =Xc,-93i (s) = 2/ K{s, t) (p{t)dt 
entwickeln lassen, wobei Ci = (g, cpt) ist. Andererseits muB zufolge (54) 

= {g, = I t) ds dt 

* Wir bezeichnen so von nun ab diese frtiher (S. Ill) mit bezeichnete 
Funktion. 


8 ^ 
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sein, woraus 

(55) (/.•==(<?’»/)) 
folgt. Wir wiirden also fiir (p die Reihenentwicklimg 

no 

(56) + 

erhalten, welche die Losung von (1) darstellen niiifi, DaJB dies wirklich 
so ist, erkennt man folgendermafien : Die Reihe konvergiert ab- 
solut und gleichmafiig, wie man genau nach dem obigen Muster beweist. 
Man braucht nur zu beachten, dab fur hinreichend groBe i bei be- 

liebigem X jedenfalls \Xi-- gilt, so dafi wir, abgesehen von 

Anfangsgliedern, in der Reihe 2\X\ eine Majorante er- 

? " 1 

halten, deren gleichmafiige Konvergenz oben bewiesen ist. Setzt man 
dann die Reihe (56) in (1) fiir <p{s) ein, so bestatigt man unmittelbar, 
dab die Gleichung (1) erfiillt ist. 

Diese Auflosung versagt in Dbereinstimmung mit der Theorie von 
§ 3 nur dann, wenn X = Xi ein Eigenwert ist; sie bleibt in diesem Falle 
noch giiltig, wenn f{s) die Bedingungen = (/, y^)==0 fiir die zu X; 
gehorigen Eigenfunktionen (pi erfiillt. 

Da nach den Satzen von § 3 die Integralgleichung (1) fiir gewisse 
Funktionen f{s) keine Losung haben darf, wenn X ein Eigenwert ist, 
so kann es also auBer unseren Werten X^ keine weiteren Eigenwerte des 
Kernes geben. Unsere Behauptung, daB alle Eigenwerte eines sym- 
metrischen reellen Kernes reell sind, ist damit unabh2.ngig von den 
Ausfiihrungen auf S. 112 selbstverstandlich gemacht. 

3. Die Bilinearformel fiir die iterierten .Kerne, Eine weitere An- 
wendung des Entwicklungssatzes machen wir, indem wir h{o) ^ K {a, t) 
setzen. Dann erhalten wir fiir den ,, iterierten Kern*' 
iiC(2)(s,<) = jK{s,o)K(o.t)da 

00 

die Entwicklung {s, t) = ^ ^ K (a, t) q>i (a) d a 

Oder ^ ^ 00 

(57) 

Z— 1 ^ 

Ebenso ergeben sich fiir die weiteren iterierten Kerne 
m (s, <) = / m (s, a) K{a, t)da 

= [j K{s, Oj) J!r(ai, a,) ^(a,, t) da^ da^, 


m {s, t)^ I K-(«“ J) {s, a) K{a, t) da 

= I jK{s,ai)K{au 03) ••• K{a„.i,t)d0i ••• da„.i 
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die Entwicklungen 

oo 

(58) („_2, 

welche alle absolut und gleichmaBig in 5 und in t und, wie sich in Nr. 4 
ergeben wird, auch gleichmaBig in beiden Variablen konvergieren. 
Wegen (57) gilt jedenfalls die Gleichung 






also 


n 


lim =0. 

W->-00\ I 

Das heiBt aber, es ist 




(59) 







dt 


Oder: die Reihe konvergiert im Mittel gegen K{s,t). 

%«=>! * 
oo 

Falls die Reihe ^ — -j — bei festem s gleichmaBig in t konvergiert, 

^=l ^ 

also bei festem $ eine stetige Funktion L{s,t) von t darstellt, muB daher 
K = L sein. Denn dann konnen wir in (59) den Grenziibergang unter 
dem Integralzeichen ausfiihren und erhalten J[K{s,t)—L{s,t)Ydt^O, 
woraus if — £ = 0 folgt. 

4. Der Mercersche Satz^. Es liegt in der Natur der Sache, daB 
man die Giiltigkeit der Forrnel (58) als Ersatz fiir die Gleichung (52) 
betrachten muB, da man (58) erst von ^ = 2 ab allgemein beweisen 
kann. Dagegen konnen wir fiir einen wichtigen Sonderfall folgenden 
Satz aussprechen : Wenn K{s^t) ein definiter, stetiger, symmetrischer Kern 
ist Oder nur endlich viele Etgenwerte von einem der beiden V or zeichen hat, 
dann gilt die Entwicklung (52), und zwar konvergiert sie absolut und gleich- 
mapig. 

Zum Beweise nehmen wir zunachst an, K{sJ) sei positiv definit, 
also alle Eigenwerte Xi positiv. Ferner schicken wir die Bemerkung 
voraus, daB fiir jeden positiv definiten stetigen Kern H{sJ) die Be- 
ziehung H[s,s) ^0 gilt. Ware namlich <0, so gabe es eine 

Umgebung der Stelle s = Sq, Sq, etwa |s — So| ^ |i5 — SqI ^ e, 

so daB in diesem Gebiete iiberall H{s,t) <0 ware. Dann definieren 


^ Mercer, T. : Functions of positive and negative type and their connection 
•with the theory of integral equations. Trans. London Phil. Soc. (A) Bd. 209f 
S. 415-446. 1909 . 
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wir die Funktion <p{s) durch ^(s) — 1 fur |i' — SqI dagegcn 
^(s) =0 auBerhalb dieses Intervalles. Fiir diese Funktion gilt sicherlich 

f jH{s,t)(p (s) <p{t)dsdi <0 

entgegen der Voraussetzung, daB H positiv definit ist. Wenden wir das 

n 

Resultat auf den positiv definiten Kern H==^K{sJ) — ^ 
an, so erhalten wir 

Daher konvergiert die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 
^ idfL. ffir jeden Wert von s. Wegen der Relation 


Vh(^) 9n(i) 

yr.' K 


9m(s) 


+ ••• + 


Vm(y\l<Pn{t) 


+ ••• + 


(Schwarzsche Ungleichimg) konvergiert also auch die Reihe 

absolut, und zwar bei festem s gleichmaBig in t und bei festem t 

QO 

gleichmaBig in s; die Funktion ^ ■ ist also bei festem s stetig 

in t und umgekehrt. Sie ist also dem Obigen zufolge gleich dem 
Kem K. 

SchlieBlich iiberzeugen wir uns noch davon, daB diese Reihe auch 
in beiden Variablen zugleich gleichmaBig konvergiert; hierzu genugt 
es nach den obenstehenden Abschatzungen, die GleichmaBigkeit der 

Konvergenz der Reihe ^ nachzuweisen. Nach dem eben Be- 
00 

wiesenen ist aber ^ fjSp . ~ K (s, s ) , und K {s, s) ist eine stetige Funk- 

tion. Nun gilt der Satz^: Wenn eine Reihe von positiven, stetigen Funk- 
tionen einer Variablen gegen eine stetige Funktion konvergiert, so 1: m- 
vergiert die Reihe in dem betreffenden Intervall gleichmS-Big. Die An- 
wendung dieses Satzes liefert unmittelbar das behauptete Resultat. 

Das Auftreten endlich vieler negativer Eigenwerte kann an der 
Konvergenz der Reihe (52) nichts andern, da der Kern nach Abtrennung 

der zu negativen Eigenwerten gehdrigen Terme positiv definit 

wird. Somit ist unser Konvergenztheorem in vollem Umfange bewiesen, 
^ Vgl. S. 47> Anm. 
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§ 6« Die Netimannsche Reihe und der reziproke Kern. 

Die oben dargelegte Theorie der Integralgleichungen liefert uns 
ziigleich eine Aiiflosungsmethode, indem sie uns einen Weg weist, die 
Losungen wirklich mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. (S. auch 
§ 8.) Sie gibt jedoch die Losungen nicht in einer eleganten ge- 
schlossenen Form, wie sie bei der Gleichungstheorie in Kap. I gewonnen 
wurde. Zu einer solchen expliziten Auflosung kdnnen wir aber auch 
hier ganz analog wie in Kap. I gelangen. Wir schreiben die Integral- 
gleichung (1), indem wir rechts fiir (p[t) wieder den Ausdruck aus (1) 
einsetzen und so fortfahren, mit Hilfe der iterierten Kerne in der Gestalt 

^[s) = /(s) + X jK(s, t) f{t) dt + X^ jK(^{s. t)(p{i) dt 

= f{s)^XjK{s,t)f{f)dt + X^jK<?){s,t)i{t)dt^X^jK<?)[s,i)<p[t)dt 


und erkennen hieraus ebenso wie in Kap. I, dafi die Losung durch die 
unendliche Reihe 

( 60 ) cp{s)^.i[s) ^XlK{s,t)f{()dt + X^fK^^){s,t)f{t)dt+ ••• 

gegeben wird, falls diese Reihe gleichmaCig konvergiert. Setzen wir etwas 
weitergehend die gleichmafiige Konvergenz des Ausdrucks 

(61) Y.[sJ)^K(sJ) +Xm(s,t) 

voraus, so stellt sich die Losung der Integralgleichung 
(1) f{s)=^<p{s]-XjK{s,t)<p{t)dt 

durch die ,ireziproke Integralgleichung*' 

( 62 ) <p[s)^f{s) + XmsJ)i{t)dt 

dar. Wir nennen darum die Funktion K{s,t) ==K(s,^;A) auch den 
reziproken oder Idsenden Kern oder die Resolvente. 

Die Reihe ( 60 ) oder (61) bezeichnen wir als die Neumannschc Reihe. 
Sie konvergiert jedenfalls fiir hinreichend kleine Werte von \X\, z.B. fiir 

|A| <^ , woM eine obere Schranke fiir denBetrag von K{s,t) ist. Der 

ISsende Kern ist also fiir hinreichend kleine |^| eine analytische Funk- 
tion von X. Wie man durch Einsetzen sofort einsieht, geniigt er den 
folgenden Relationen: 

K(s,<;A) = K{s,t) + XjK{s,a)K{aJ-X)d<}, 

(63) K(s,t;Jl) = K{s,i) + XjK{a.i)Kis,o;X)d 0 , 

. K(s, i; X)-K{s,t;X')=={X- X') J K (s, a; A) K(o, t; X') da . 

Ist der Kern K{s,t) S 5 nnmetrisch, so kdnnen wir dem Idsenden 
Kem sehr leicht eine hochst bemerkenswerte Form geben, welche die 
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Art der analytischen Abhangigkeit der Fnnktion K von X in Evidenz 
setzt. Indem wir fur die symmetrischen Kerne /), t), ... 

die Entwicklungen (58) beachten, erhalten wir namlich durch Sum- 
mation der in (6l) auftretenden geometrischen Reihcn sofort 

OO 

(64) Kis.t; X) = Kis.t) + • 

i=l 

Hierbei konvergiert, wie eine Oberlegung ganz analog zu der in § 5. t 
und § 5,2 durchgefiihrten zeigt, die Reihe rechls fiir jeden Wert X, der 
kein Eigenwert ist, und zwar gleichmaBig in s und t. 

Die zunachst nur unter Voraussetzung der Konvergenz der Neu- 
mannschen Reihe (61) bewiesene Relation (64) gibt die analytische 
Fortsetzung der Resolvente K{s,tiX) in die ganze komplexe A-Ebene, 
wobei die Eigenwerte Xi samtlich als einfache Pole erscheinen. Wir 
haben somit in (64) die Partialbruchzerlegung der Resolvente und 
kSnnen unser Ergebnis so aussprechen: Die Resolvente dnes symme- 
trischen Kernes ist eine meromorphe Funktion von X, die in denEigen- 
wcrten der Integralgleichmg einfache Pole hesitzi. Ihre Residuen im 
Pole Xi liefern die zu diesem Werte gehorigen Eigenfunktionen. Aus 
der Neumannschen Reihe und der Darstellung (64) folgt, dafi der Kon- 
vergenzradius der Neumannschen Reihe gleich dem Betrag des absolut 
kleinsten Eigenwertes ist. 

Nach den Satzen der aUgemeinen Funktionentheorie muB sich die 
Resolvente K (s, A) als meromorphe Funktion in Form eines Quotienten 
zweier ganzer transzendenter Funktionen schreiben lassen, und man 
niuB erwarten, dafi diese ganzen transzendenten Funktionen sich durch 
solche iiberall konvergierende Potenzreihen ausdriicken lassen, deren 
Koeffizienten mit Hilfe des gegebenen Kernes direkt, gebildet werden 
k6nnen. Im algebraischen Falle haben wir eine solche Darstellung in 
den Formeln aus Kap. I, § 2 vor uns. Die Vermutung liegt nahc, dafi 
sich hier ganz analoge Formeln aufstellen lassen. Ferner diirfen wir 
erwarten, dafi diese Formeln keineswegs auf den Fall symmetrischer 
Kerne beschrankt bleiben, sondern auch fiir beliebige stetige unsymmetri- 
sche Kerne gelten. Solche Beziehungen sind nun tatsachlich von Fred- 
holm aufgestellt und zum Ausgangspunkt der Theorie gemacht worden. 
Wir wollen im nachsten Paragraphen zeigen, wie sich diese Fredholm- 
schen Formeln naturgemafi herleiten lassen, indem wir wieder den Kern 
durch ausgeartete Kerne A„(s, t) gleichmaBig approximieren und dann 
den Grenziibergang « ->■ oo vollziehen^. 


1 Diese Methode ist zraerst von E. Goursat angewandt worden in der Arbeit: 
Sur UE cas dl^mentaire de T^quation de Fredholm. Bull. Soc. math. France 
Bd. 35, S. 163 — 173. 1907. Vgl. auch Lebesgue, H. : Sur la methode de M. Gour- 
bat pour la resolution de rdquation de Fredholm. Ib. Bd. 36, S. 3*^ 19* 1909* 
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§ 7* Bie Fredhoimschen Formeln, 

Da wir spater keinen Gebrauch von den Fredhoimschen Formeln 
machen warden, so wollen wir in den folgenden Ableitungen einige 
Determinantenzwischenrechnungen dem Laser iiberlassen^. 

Wir benutzen wesentlich die Entwicklungen nnd Bezeichnungen von 

n 

Kap. I, § 2. Fiir einen ausgearteten Kern K{s, t) = j4(s, i) = 2 

»=i 

geht die Integralgleichung /(s) = q>{s) — X j K{s, t) cp{t)dt in 
(65) <p{s) = f{s) + Xj,iXj,{s) = f{s) + XE {x, <x(s)) 

p=i 

iiber, wenn, wie friiher, Xp = {<p, gesetzt wird. In den alien Be- 
zeichnungen jp = (/,/Sp), = (ag./?p) erhalten wir dann fiir die Xp 

das Gleichungssystem 


« = i 


J(y, u: i) 


( 66 ) yp 

Desscn Losung wird gegeben durch 

E(x,u) = , 

wonach (1) aufgelost wird durch 

(67) <p(s) = /(s) + XE(x, cc(s)} = /(s) - X ; 

dabei ist 

/Ao\ I “ ^2^^’ «) ^ +••• + (- i)”" * ‘4(y. «) ^ 

(06) 

mit 


(69) 



JiX) = 

i — 

^ * + ( 

— 1 )"/ 

d„;i» 



0 

'^Pi 



ii 

ypi 

h k 

^PiVi ^ViVt * 

. . k 

PiPh 

^^h{y. m) 

Vvz 

h h 

^PiPi ^PiPz • 

. . k 

PzPk 



yvk 

h h 

^PhVi ^PhPz • 

. . A 

PhPh 



^pipi 

^Ptpi • • • 

k 

^PiPU 




^PzPl 

kp^p^ . . . 

h 

^pzpk 

f 



k 

^VhPi 

k 

^Phpi * • * 

^PhPk 


Indizes 

pi. p-i. 

. . . , 

unabhangig 

von 

1 bis 


<Ph ist- 


1 Im tibrigen vgl. man Kowalewski, G. : Einftihrung in die Determinanten- 
theorie. Leipzig 1909. 
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Offenbar kann die Determinantensumme /!*(>', (x(s)) aucli in der 
Gestalt oi{!i)]fit)dt geschrieben werdcn, so daC die Auf- 

losung (67) der Integralgleicbung die Form 
(62') (p (s) = f(s) + /I) f{t)dt 


mit der Resolvente 

(70) K(s,i;A) = 


i(/J(<), a(s);A) 

2Rir 


erhalt. 

Man kann in den Formeln (69), statt, wie angegeben, iiber die 
Kombinationen der Indizes i, 2, w jjZur A*®" Klasse zu sum- 
mieren, nach Division dutch h\ die Summe iiber alle Variationen, 
offenbar auch mit Wiederholung, bilden. Nach dieser Bemerkung er- 
geben sich auf Grund einfacher Determinantensatze unter Beachtung 
der Definition von die Formeln 


D{s.t-,l) = A(fi(t),oc{s)-,l) 




>x(s. t) ^ 4' 




.L 

' (n — 1) ! 



1. D - 


A {s, t) 

A (s, Sj) 

...A (s, Sa) 


A{s^J) 

A (sj^, S]_) 

. . . A (Sj . s*) 

drS'yd^^ * • ‘ 

A {Sk, t) 

A (®ft, ^i) 

4(SA,Sft) 


A (Si, Sj) 

4(s,,Sg) 

■ . 4(s,,Sa) 


A ('">2 » ^l) 

A (Sg , S 2 ) 

. . , /I (^2 > 

dsj,ds.2 . . . dSf^ 

A (Sk f 

^(Si.Sg) 

. . . (S/i , 6'/t) 



fiir h — i , . . . , n und Dg (s, t) = A {s, t) . 

Damit sind die ganzen rationalen Funktionen D{s,til) und D{X} 
von I explizit dutch den Kern ausgedriickt. Die Darstellungen (71) 
konnen formal auch als unendliche Reihen fortgesetzt werden, da, wie 

n 

man leicht sieht, fiir den ausgearteten Kern A{s,t) 

nach (72) gebildeten GrSBen Dj fiir h>n und die D^is.i) fiir 
h> n — \ samtlich verschwinden. 

Wird nun der beliebige stetige Kern K(sJ) dutch eine Folge aus- 
gearteter Kerne gleichmafiig approximiert, so konvergieren die zu- 



§ 7- Bie Fredholmsclien B'ormeln. 12) 

gehorigen Ausdriicke (72) gegen die entsprechenden Determinanten des 
Kernes K{s,i), Die unendlichen Reihen 

Z) (s, / ; /) = Dq (s, t) — -j Di{s, t) X * ’ • , 

(7J) 11 

D{l) = l-±D,X + ^D,X^-..., 

wobei in den Aiisdriicken (72) A durch K zu ersetzen ist, stellen fur 
den nicht ausgearteten Kern K{s,t) ganze transzendente Funktionen 
dar. Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daB sie fiir jeden 
Wert von X konvergieren. Ist fur alle s, t stets \K{s,t)\^My so wird 
nach der Determinantenabschatzung von Hadamard (vgl. Kap. I, 

§ • I D^is, i) ! ^{k + {b - af , 

- af. 

Da nun die Reihen 

/isBsO * A*“l 

fiir jeden Wert von X konvergieren^ und Majoranten fiir die Reihen 
der absoluten Betrage der obigen Reihen (73) sind, so ist die Behauptung 
erwiesen; aus ihr folgt, daJ3 fiir jeden Wert von X im Sinne gleich- 
maBiger Konvergenz 

limD„(s, t;X) == D{s,l-,X). limD„{A) = D{X) 

n->*oo fi“>oo 

gilt, wobei sich die GroBen mit dem Index n auf den «*“ approximie- 
renden ausgearteten Kern ^„(s, t), die ohne Index auf K{s, t) beziehen. 
Also wird auch, solange wir uns nicht in einer Nullstelle X = Xf von D(X) 
befinden, die Resolvente des Kernes K(s,t): 

Do{s, t)-^Di(s.t)X + ... 

(74) K(s,/;A)= 5 = limK„(s,f;A), 

und wir erhalten mit ihr fur den .beliebigen Kern K{s,t) die Auf- 
losungsformel 

(75) cp(s) ^ f{s) + XjK{s,t;X)f{i)dt. 

Die obigen Formeln nennt man nach ihrem Entdecker die Fred- 
hohnschm Formeln. Es besteht offenbar die Beziehung 

( 76 ) D^=jD^.i{s,s)ds. 

s- Es Kilt namlich. — < ^ , da in der Entwicklung von e* das died A 

^ h\ hr 

vorkommt. Daher ist die Wurzel aus dem Koeffizienten von in der Reihe 
recbts kleiner als und konvergiert also fiir h-~^oo gegen 0 , und 

dasselbe gilt aucli fiir die crste der obigen Reihen. 
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Ferner erwahnen wir, daB^ 

(77) D'il) ^~jD{s,s-,X)ds 

und fur die Ableitung allgemein 


(78) DW(7) = {-irj ■■■J d 

gilt, wenn wir 


•f 


yl I ^ ^^2 * * * 


(79) 

und 


( 80 ) 


5^ , ^2 , 







Dh 


\^i» h* • 



iC (Sp (sj, O ^ (^P o^)...K (Sp ua) 

(^gi ^i) • • • ('^21 ^w) ("^g^ ^l) ’ * ‘ ^ (^2' 



^i) •- ‘K K (S^, (7j) ... if (s^, O 4 ) 

(^1* ^1) • * • (^1> ^w) (^1> ^1) • • • •^ (c^l> ^^a) 




K {Ofi, ^ 1 ) ... if (Ojii, i^^) if (0;i, Oj) . . . if (Oa, Oji) 


setzen. 

Wir fiigen noch hinzu, daB man die Nulldsungen fiir die Nullstellen 
A = 2^ von D (X) im Falle einfacher Pole erhalt, indem man an diesen 
Stellen die Residuen der Resolvente K{s,t;X) bildet. Der Beweis hierfur 
ist aus unseren Formeln leicht zu fiihren^. 


§ 8. Neubegriindung der Theorie. 

Wir begnugten uns bei der Begrundung der aUgemeinen Theorie 
der Integralgleichungen mit der durch das Konvergenzprinzip aus 
Kap. 11, § 2 gegebenen GewiBheit, daB aus der Schar der Lbsungen 
der approximierenden Integralgleichungen eine gleichmaBig gegen eine 
Lbsung der Integralgleichung konvergierende Folge herausgegriffen 
werden kann. Die gleichfalls schon in Kap. II eingefuhrten Begriffe des 
UnabhangigkeitsmaBes und der asymptotischen Dimensionenzahl einer 
Funktionenfolge bieten jedoch die Mbglichkeit, die Integralgleichungs- 
theorie auf einem etwas anderen Wege zu begriinden und dabei die ge- 
samte Mannigfaltigkeit der Lbsungen der approximierenden Gleichungen 
hinsichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften mit wachsender Approxi- 

r Vgl. Fredholm, I. : a. a. 0 . 

^ Far die weiteren Einzelheiten aber den formalen Apparat der Fredholm- 
schen Theorie vgl. z. B. Kowalbwski, G.: Emfiihrung in die Determinanten- 
theorie. Leipzig 1909. 
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mation volistandig zu libersehen; da sich dabei auch sonst neue be- 
merkenswerte Gesichtspunkte und Resultate ergeben, so sollen die 
betreffenden Entwicklungen bier einen Platz finden. 

1. Ein Hilfssatz. Die Anwendung der in Kap. II, § 3, erlauterten 
Begriffe in der Integralgleichungstheorie beruht auf folgendem Hilfs- 
satz : Es sei {s) , (s) , ... eine Folge von Funktionen, deren Norm 

unterhalb einer fcsten Schranke M bleibt tmd filr welche im Sinne der 
gleichmdfiigen Konvergenz die Relation 

(81) ljK{s,t)xpn{t)dt=-*0 

gilt. Dann hilden die Ftmktionen Wn{s) eine glatte Fmktionenfolge von 
endlicher asymptotischer Dimensionenzahl r. 

Ziim Beweise beachten wir, daB die Relation (81) auch dann be- 
stehen bleibt, wenn wir die Funktionen y^nis) durch irgendwelche Funk- 
tionen In {^) ersetzen, wobci Xn (s) == Xi'ipm + * • • + Xp'ipnp eine mit ab- 
solut beschrankt bleibenden Koeffizienten x^^, X 2 , . . Xp gebildete lineare 
Kombination aus irgendeiner Anzahl p von solchen Funktionen 

Wnp 

der Folge yJn ist derart, daB die Indices mit n zugleich ins Unend- 
liche wachscn. Gibt es nun unter den Funktionen y>n{s) Gruppen von 
je r mit beliebig groBen Indices n, so daB das UnabhangigkeitsmaB 
dieser Gruppen oberhalb einer festen Schranke oc bleibt, ist mit anderen 
Worten die Dimensionenzahl der Folge mindestens gleich z, so konnen 
wir diese Gruppen jede in sich orthogonalisieren, wobei nach Kap. II, 

§ 3 , 1 , die auf tret enden Koeffizienten unterhalb der Schranke ij]/ a bleiben . 
So erhalten wir Gruppen von je r zueinander orthogonalen normierten 
Funktionen (z = l, 2, r; n = i , 2, , fur welche 

gleichmaBig in s die Limesgleichung 

(82) lim {con^iis) — XjK{s,t) dt) = 0 

n -^00 

besteht. Die gewohnte SchliiBweise mit der Besselschen Ungleichung^ 
liefert fiir jedes n 

J fK{s, tY ds dt (®* 

und infolge von (82) daher 

jjK{s,tYdsdt^~. 

Damit haben wir eine Schranke fur die Dimensionenzahl der Folge er- 
halten und diese Zahl als endlich erwiesen. DaB die Folge glatt ist, er- 
gibt sich unmittelbar aus der gleichmaBig angenahert quellenmaBigen 
Darstellung (82). Erstens ist namlich, wenn wir unter £,» eine mit wach- 


1 Vgl. § 4, 2 dieses Kapitels, S. 110. 
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sendem n gegen Null strebende Zahl bezeichnen, wegen der Schwarz- 
schen Ungleichung 

was die gleichmaBige Beschranktheit der yjni^) bedeutet. Zweitens 
folgt ebenso aus / + • • ► + ^ Relation 

+ * * ' + ^ dt + Sn, 

womit die Funktionenfolge als glatt erwiesen ist. 

2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes. Wir wenden 
den bewiesenen Hilfssatz zunachst an, um die Eigenfunktionen eines 
symmetrischen Kernes K{s, t) zu erhalten, der durch die ausgearteten 
symmetrischen Kerne (s , t) gleichmaBig approximiert werde. Es 
seienwiefruher [if, [if, . . . die positiven, [if^, [i%> • • • dienegativen 

Eigenwerte von , 0 » wT (^) ^ (^) > • • • V ^ - 2 ^ • • • 

die zugehCrigen Eigenfunktionen. Mehrfache Eigenwerte sind dabei 
entsprechend mehrfach angefiihrt. Ferner seien wieder J^{(p, cp) 
^JlA^{sJ)<p{s)<p(t)dsdt und J{(p,<p)=-llK{s,t)(p{s)(p{t)dsdt die zu 
den Kernen A^{s, t) bzw. K{s,t) gehdrigen Integralformen, und es sei, 
wie wir voraussetzen diirfen, J{(pi(p) positiver Werte fahig. Es ist 
ijfif das Maximum von Jn{(Pf<p) normierte Funktion; 

i I [i^ sei die obere Grenze von J{<p>(p) unter derselben Normierungs- 
bedingung. Da die Werte von J{(p,(p) und /« {p, p) sich bei hinreichend 
groBem n um weniger als eine feste beliebig kleine Zahl unterscheiden, 
muB Hm fif = Pi sein. Es folgt also aus <' (s) - jufj A„ (s , t) tpf' {{)dt==0 

n-^oo 

wegen ^„(s, t)=>- K{s,t) die Beziehung 

(83) (s) - Pr I K {s. i) K’ {t)dt=^ 0 . 

Mithin bilden die Funktionen gemaB unserem Hilfssatz eine glatte 
Folge von endlicher, offenbar positiver Dimensionenzahl r — das Ver- 
schwinden von f wiirde mit der Normierung der Funktionen y^f{s) im 
Widerspruche stehen — und definieren daher nach Kap. II, § % eine 
lineare Funktionenschar mit den normierten orthogonalen Kompo- 
nenten Vi,i(s), . . welche notwendig Losungen der homogenen 

Integralgleichung 

= [It jK{s, t) dt (i = 1 , 2, . . . , r) , 

also zum Eigenwert gehorige Eigenfunktionen von K{s,t) sind. 

Genau so erh^t man die iibrigen Eigenwerte und Eigenfunktionen 
des Kernes iiT ( 5 , ^). Es ist namlich z.B. das durch geeignete 

Wahl der 7 ;i( 5 ), V 2 (s), . . %-i(s) zu erreichende Minimum des Maxi- 

mums von Jn{(p^<p) lifter der Nebenbedingung ( 99 , 9 ?) == 1 und den 
weiteren Nebenbedingungen {(p,v^)^0 (i = 1, 2. . . A — 1)- 

Definieren wir wieder Hf^^i[[^h als die entsprechende untere Grenze 
der oberen Grenze von J[cp,(p)t so ist wegen der Nachbarschaft des 
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Wertevorrats von /„ ( 91 ) , qj) zu dem von / (<jo, 99 ) wiederiim lim 
Hieraus schlieBen wir auf die Relation 

Wh' (s) — l-ihjK (s, t) yX*’ 0 , 

wonach die weitercn Folgerungen wie oben verlaufen. Um die negativen 
Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunktionen zu bekommen, haben wir 
die entsprechenden Minimum- bzw. Maximum-Minimum-Probleme zu 
l)etrachten. Treten nur endlich viele Eigenwerte des einen oder anderen 
Vorzeichens auf, so ist bei ihrer Aufsuchung an der betreffenden Stelle 
abzubrechen, was keiner weiteren Ausfiihrungen bedarf. 

3. Unsymmetrische Kerne. Auch im Falle der unsymmetrischen 
Integralgleichung (1) liefert die jetzige Methode gegeniiber der fruheren 
grundsatzlich erne Vereinfachung und Vertiefung. Es geniigt bier ein 
kurzer Hinweis unter Benutzung der alten Bezeichnungen. Im Falle I 
m5gen die und so beschaffen sein, daB fiir alle w die Norm 4 
unterhalb der Schranke M bleibt. Dann bleibt auch die Norm der 
Differenz unterhalb einer Schranke, namlich 4 M. Ferner 

ist gleichmaBig in s 

n, m -> 00 

und daher besitzt nach unserem Hilfssatz jede Teilfolge der Doppel- 
folge bei welcher zugleich n und m iiber alle Grenzen wachsen, eine 
beschrankte asymptotische Dimensionenzahl r, wobei die Schranke fiir t 
nur vom Kern if (s, /) und von X abhangt. Somit definiert auch unsere 
Doppelfolge eine lineare Grenzschar (vgl. Kap. II, § 3 ) mit einer 
endlichen Anzahl r orthogonaler Komponenten Vr{s), 

es sei denn, daB die asymptotische Dimensionenzahl jeder Teilfolge 
gleich Null, d. h. 0 ist. Im letzteren Falle r = 0 konvergieren 

einfach die gn(5) gleichmaBig gegen eine Losung der Integralgleichung 

/(s) = ^(s) — X jK{s, t)(p{f) dt. 

Im Falle r> 0 sind die yj{{s) Ldsungen der homogenen Gleichung. Wir 
(Tsetzen Qn durch eine Funktion 

Vnis) = e»(s) + %Vl(s) + ■ • • + *rVr(s) . 
welcbe orthogonal zu Vi (s) , V'a (s) . • • • . Vr (s) ist. Fiir die.se Funktionen 
gilt sicherlicli ^ y dt] — f (s) 0 . 

Wir konnen dann auf die Differenzen — = ?«,»» wieder wie oben 

unseren Hilfssatz anwenden und leicht schlieBen, daB die Dimensionen- 
zahl jeder Teilfolge dieser FolgeNuU sein muB, daB also die »?„(s) gleich- 
maBig gegen eine zu den fi (s) orthogonale LQsung der Integralgleichung 
konvergieren. 

Im Falle II erhalten wir ebenfalls auf Grund unseres Hilfssatzes als 
GrenzgebUde der Funktionenfolge On{s) — Qn{s)lc„ eine lineare Funk- 
tionenschar von Losungen der homogenen Integralgleichung. 
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Auf diese Art ergibt sich nach unserer zweiten Methode ein ge- 
nauerer Einblick in die Natur der hier waltenden Konvergenzverhalt- 
nisse. Wir sehen daher, daJ3 wir in der Tat mit beliebiger Genauigkeit 
zu einer Losung der unhomogenen bzw. der homogenen Integralgleichung 
gelangen, wenn wir eine approximierende Integralgleichung mit dem 
Kerne A^(s, t) betrachten. 

' 4, Stetige Abhangigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen 

vom Kern. Hinsichtlich der Frage, inwieweit sich die Losungen eines 
Integralgleichungsproblems mit dem Kern stetig andern, beschranken 
wir uns auf das Eigenwertproblem bei einem symmetrischen Kerne 
K{s,t), Der Kern K[s,t) moge der gleichmaBige Limes anderer sym- 
metrischer Kerne Kn(sJ) (n = 1, 2, 3, . . .) sein. Wenn wir Funk- 
tionen 9?(s) betrachten, welche der Bedingung geniigen, 

so unterscheiden sich die Werte der zu den Kernen gehorigen Inte- 
gralformen J{<p,(p) bei hinreichend groBem w.urn be- 

liebig wenig. Daher gilt dies auch fur die Minima oder Maxima dieser 
Formen unter den Nebenbedingungen ( 95 , 99 ) = 1, (cp, v.^) = 0, und 
ebenso fur die Maxima der Minima oder Minima der Maxima. Mit an- 
deren Worten: Der 'positive und der negative Eigenwert cindern ^ich 
stetig mit dem Kern. Hinsichtlich der Eigenfunktionen kdnnen wir mit 
Rucksicht auf das bei ihnen willkurliche Vorzeichen und das Auftreten 
mehrfacher Eigenwerte eine regelrechte Stetigkeit nicht erwarten, Dafiir 
tritt hier folgendes Verhalten ein: Es sei 2;^ ein r-facher Eigenwert des 
Kernes K[s, t); es sei also 

A* := limAi^'^ = limAfli = . . . = , 

n-^00 n-^00 n ~> cx 5 

dagegen gelte diese Relation nicht jur und Dann konvergiert^ 
mit wachsendem n die lineare Schar aus den Eigenfunktionen 

• • •:» Whir~i{^) Kernes KJs, t) fur 00 gleichmdfiig gegen 
die lineare Schar der Eigenfunktionen von K[s, t) filr den Eigenwert 

Diesen Satz, welcher ein voUstandiger Ausdruck der fraglichen Stetig- 
keitseigenschaften der Eigenfunktionen ist, beweist man auf Grund 
unseres Hilfssatzes fast unmittelbar aus der Bemerkung, daB fiir die 
Folge der Eigenfunktionen (s) (0^ k <r) die Limesgleichung 

[wfU (s) -hi K{s. t) it) dt\ 0 

besteht und daB diese Folge gewiB die asymptotische Dimensioncn- 
zahl r besitzt. 

§ 9. Erweiterung der Giiltigkeitsgrenzen der Theorie. 

Die Entwicklungen der Paragraphen 1 bis 6 und 8 kdnnen nach zwei 
Richtungen wesentlich veraUgemeinert werden. 

1 Zum Begriff der Konvergenz linearer Scharen vgl. Kap. II, § 3, 2. 
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Zunachst bleiben alle Uberlegungen giiltig, wenn wir Integral- 
gleichungen fiir Funktionen mehrerer, etwa w, unabhangiger Verander- 
licher betrachten. Wir verstehen etwa unter f{$) und <p{s) stetige Funk- 
tionen der auf ein bestimmtes endliches Gebiet G beschrankten Variablen 
$1, Sg, . . unter K{s,t) eine stetige Funktion der Variablen 

^2, . . nnd jfi, • • • > die beide ebenfalls im Gebiete G laufen; 
schlieBlich bezeichnen wir mit ds das Inhaltselement . ds^^ 

von G, setzen entsprechend dt dt^dt^ . , . dt^ und verstehen unter 
alien betrachteten Integralen ein fiir allemal Integrale iiber das Inte- 
grationsgebiet G. Dann stellt die Integralgleichung 

/ (s) = (s) — X fK {s, t) (p{t)dt 

eine Integralgleichung mit dem von 2 m Variablen abhangigen Kern 
K[s,t) fur die Funktion cp[s) von m Variablen dar, und unsere ganze 
Theorie bleibt Wort fiir Wort in Kraft. 

Ferner kann auch die bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit 
des Kernes erheblich gemildert werden, ohne daB an den erzielten Er- 
gebnissen etwas geandert wird. Ohne auf eine moglichst weitgehende 
Verallgemeinerung Wert zu legen, woUen wir hier nur die fiir die An- 
wendungen wesentlichen Falle hervorheben, indem wir zunachst wieder 
einen Kern K{s,t) in zwei Variablen s und t betrachten. Mit unwesent- 
lichen Modifikationen gelten unsere friiheren Uberlegungen, abgesehen 
von den tFberlegungen zum Mercerschen Satz (§ 5 , 4 ), auch fiir solche 
Kerne, die nur stiickweise stetig in dem friiher definierten Sinne sind, 
weil sich ja jede solche Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigkeit 
durch eine stetige approximieren laBt, wie wir im vorigen Kapitel ge- 
sehen haben. Wir diirfen aber auch Unendlichkeitsstellen des Kernes 
zulassen, Dabei machen wir die Voraussetzung, daB die Integrale 

/ /K(s, tfdsdt, jK{s, tYds, jK{s, tfdt 

einen Sinn haben und daB die beiden letzten als Funktionen von t 
bzw. s unterhalb einer festen Schranke bleiben. Diese Voraussetzung 
ist z. B. in dem fiir die Anwendungen wesentlichen Falle erfiillt, 
daB der Kern fiir 5 = ^ von niedrigerer als Ordnung unendlich 
wird, d. h., daB K{s,t) die Form K[s,t) = js — ^ 1 "" mit 0 ^ ^ i 
hat, wobei eine durch weg stetige Funktion ist. Fiir einen solchen 

Kern gelten die friiher entwickelten Satze. Denn er laBt sich durch 
stetige ausgeartete Kerne An{Syt) jedenfalls so approximieren, daB 
j[K[Sy t) --AniSy t)Ydt gleichmaBig in s, J[Anis +VJ)’- An(Sy if)Ydi 
gleichmaBig in s und n beliebig klein ausfallt, wenn \f}\ hinreichend 
Mein genommen wird. Mehr ist aber zur Durchfiihrung unserer t)ber- 
legungen nicht notig. Ebenso bleiben fiir den Fall zweier unabhangiger 
Variablen die friiheren Satze giiltig, wenn der Kern fiir Si = t^, Sg = 
von niedrigerer als erster Ordnung unendlich wird, weil dann das In- 
tegral / IK{Sj, s^ytiy dutch diese Singularitaten nicht beein- 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 9 
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trachtigt wird, Bei drei unabhangigen Variablen diirfen wir ebenso 
beliebige Singularitaten von niedrigerer als Ordnung fiir K zu- 
lassen und allgemein bei n Variablen Singularitaten von niedrigerer 
Ordnung als ^/2. 

Es ist nicht schwer, worauf hier nur hingewiesen werden soil, den 
Gultigkeitsbereich unserer Resultate so weit auszudehnen, daB nur noch 
die oben formulierten Voraussetzungen fiir die Integrale liber t) 

gefordert werden miissen, wahrend man im iibrigen auf die Stetigkeit 
des Kernes usw, ganz verzichten kann. 


§ 10* Erganzungen und Aufgaben zum dritten KapiteL 

1. Beispiele. 

a) Der Kern 

oo 

sin^as sinnt 1, + ^ ^ ^ \ 

2 . ^ = ^log sm— :sm~ (0 ^ s, < ^ 

n«=l 

hat die Eigenwerte 4 = 2^/:7i: und die Eigenfunktionen sin;^;^. 

b) Man zeige, daB der symmetrische Kern 


j 1 - 

2n \ — 2h cos(5 — t) + 


2n) 


fiir 1A| < 1 die Funktionen 1, sinws, cos^s als Eigenfunktionen mit 
den Eigenwerten 1, besitzt. 

' c) Fiir den symmetrischen Kern definiert durch 


Je-^^drJe-^^dT 

-oo t 


{s g; t) 


sind die Hermiteschen Orthogonalfunktionen Eigenfunk- 

tionen mit den Eigenwerten = 2w + 2, und 
d) fiir den symmetrischen Kern definiert durch 


I±L f ~T 

K{s, t) ^ e ^ dr. [0 ^t) 

\ 

8 -JJl 

_ g X — h 

die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e ^ h o Eigenfunk- 

tionen mit den Eigenwerten jl„ = ^ 4- 1 *. 

2. Singulare Integralgleichungen. Die GiUtigkeit der allgemeinen 
Theorie kann aufhdren, wenn der Kern zu hohe Singularitaten aufweist, 
Oder wenn er bei unendlich ausgedehntem Grundgebiet nicht — wie die 


* Vgl. Neumann, R. : Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Uen 
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen usw. Diss. Breslau i912. 
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soeben in Nr. 1 betrachteten Kerne — von hinreichend hoher Ordnung 
im Unendiichen verschwindet. 

Wir geben einige Beispiele von Integralgleichnngen mit unendlich 
vielfachen Eigenwerten. 

Aus der Integralformel 

oo 

jsmst (|/-J dt = l/f.- + 

0 

folgt, da sie identisch in a gilt, daB fiir das Grundgebiet 0 ^ 5 , / < oo 
der Kern sinsjJ den nnendlich vielfachen Eigenwert A == 1 hat. 

Die Hermiteschen Orthogonalfuhktionen (vgl. Nr. 1, c) sind Eigenfunk- 

^-n 

tionen des Kerns mit den Eigenwerten “;= . Jeder der vier Werte 

it' 

ist also unendlich vielfacher Eigenwert dieses Kerns, 

Beispiel einer Integralgleichung^ mit unendlich vielen Eigenwerten 
in einem endlichen Intervall: Die Gleichung 

oo 

<p{s) = (p{t) dt 

-oo 

. i -j_ ^2 ^ 

hat die Losungen mit den Eigenwerten A == — ^ — • Jedes X>-^ 
ist also Eigenwert. 

3. Methode von E. Schmidt zur Herleitung der Satze von Fred- 
holm^. Wir bringen, indem wir A = 1 annehmen, den Kern K(s,t) in 

die Form K ( 5 , t) (s) (t) + A (s, t) , wobei j fk{s,tY dsdt <i\ 

ist, also die Neumannsche Reihe des Kerns k fiir A = 1 konvergiert 
(vgl. § 6) und somit nach §6 die zum Kern k($,t) gehorige Resol- 
vente x(s, t) liefert. Indem wir die Integralgleichung (1) in der Form 

/i(s) == ^(s) — / k(s, t) (p(t) dt 

schreiben, wobei 

n 

h{s) = f{s) + '^X„a^{s) , Xr= ((p,py) 


gesetzt ist, haben wir daher umgekehrt 

(p{s) = f{s) + ( k[s, t) f{t) 

r=al J L vs=l 


^ Verwandte Integralgleichungen sind behandelt bei E. Hopf: tlberlineare Inte- 
gralgleichungen mit positivem Kern, Sitzungsber. Akad. Berlin (phys.-math- Kl.), 
S 233 — 275 , 1928 , und m den dort zitierten Arbeiten von U. Wegner, H.H. Hardy 
und E. C. Titchmarsh. 

2 Schmidt, E. : Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen. 
Zweite Abhandlung : Auflbsung der allgememen linearen Integralgleichung. 
Math. Ann. Bd. 64, S. 161--174. 1907- 

9 * 
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h (s) = f(s)+J}<(s,t]f(t}‘^f = 9 (s) —j (s ) /?v (i) +yr(s } (^) j <p(t)dt 

yy {$)=fx (s, x) tXy {r)dx. 

Damit ist die gegebene Integralgleichung aiif eine solche mit aus- 
geartetem Kerne znruckgefiihrt. 

4. Methode von Enskog zuf Auflosung symmetrischer Integral- 

gleichungen^. Wir betrachten einen positiv definiten Kern K{Sft), 
dessen erster Eigenwert groBer als 1 ist, bei dem also fiir jedes <p die 
Relation j<p{sYds -j jK{s.t)<p[s)<p[t)dsdt> 0 gUt. Die _ Integral- 
gleichung (1) schreiben wir — unter der Annahme 1-1 in der ab- 
gekurzten Form / (s) = / {9) . inde™ wir J [f] = 9 {s)--jK{s t) <p{t) dt 
setzen. Ferner konstruieren wir nns irgendein „in bezug auf den Kern 
polares voUstandiges Funktionensystem" (s) , welches den 

Beziehungen jv^ds = {8,, = 1 , <5,* = 0 fiir i + A) geniigt und 

aus einem vohstandigen Funktionensystem (p^, 9i,... dutch em 
Verfahren entsteht, das dem in Kap. II, § 1 geschilderten Orthogonali- 
sierungsprozeB analog ist. Setzen wii ay = j9j{Vv)ds = JVyfds, so 

00 

ergibt sich sofort 9 ?(s) vorausgesetzt, daB diese Reihe 

gleichmaBig konVergiert. Fiir die Funktionen Vy gilt iibrigens die ,,Voll- 
standigkeitsrelation' ' f 9 ^ (^)J [9 (^)] , wie auch immer die 

stiickweise stetige Funktion 9 {s) gewahlt wird. 

5. Methode von Kellogg zur Bestimmung von Eigenfunktionen^. 
Wir bestimmen, ausgehend von einer wiUkiirlichen normierten Funktion 
<Pg (s) , die Funktionen <Py (s) und die Zahlen iy dutch die Relationen 

jK{s, t) fy (0 dt, N9„=-'i- Der Grenzubergang laBt 
sich durchfiihren und liefert einen Eigenwert und die zugehorige Eigen- 
funktion des Kerns bzw. seines iterierten Kerns. 

I VTan bringe diesen Ansatz in Zusammenhang mit dem Begriff der 
as 3 miptotischen Dimensionenzahl und fiihre die Betrachtung auf diesem 
Wege dutch. 

6. Syrabolische Funktionen eines Kernes und ihre Eigenwerte. 

Fiir die dutch den Kem einer Integralgleichung definierten Operationen 
gelten analoge Beziehungen wie die im Kap. I fiir Matrizen entwickelten. 

Wir betrachten insbesondere eine ganze rationale Funktion / (u) =2 

die fiir ^ = 0 verschwindet, nnd ersetzen darin die Potenzen von u 

1 Enskog, 'D ; Kinetische Tkeorie der Vorgange in mafiig verdfinnten Gasen. 
Dissertation. Uppsala 491 7 . 

2 Kellogg, O. D. : On the existence and closure of sets of characteristic func- 
tions, Math. Ann. Bd. 86, S. 44-17. 1922. 
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durch die entsprechenden iterierten Kerne des symmetrischen Kernes 
K(Syt), Wir erhaiten so den Kern 


Es gilt nun der Satz: Die Eigenfunktionen (pi von H sind identisch 
mit den Eigenfunktionen von K, und die entsprechenden charakteristi- 
schen Zahlen % von H hangen mit den charakteristischen Zahlen ^4 
von K durch die Gleichung 

Vi = / W 


zusammen. In der Tat bestatigt man sofort, daB die zum Eigenwert 
X^ = ilxi gehorige Eigenfunktion <p^ you K{s, t) auch Eigenfunktion von 
H{s,t) mit der charakteristischen Zahl ist. DaB H keine 

anderen charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen besitzt, er- 
kennt man leicht, indem man zeigt, daB 


gilt. 


fjH{s,t)^dsdt 


7. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns ohne Nullosungen. Der 


^ sinvs sin(v + i)t 


besitzt fiir das Gebiet 0 ^ s , t^ 27 t 


Kern K{s,t) ■ 

Vxal 

keine Nullosungen; denn wir erhaiten fiir die iterierten Kerne die Aus- 
druckeifW(s,i) = daher konvergiert 


die Neumannsche Reihe ftir alle Werte von X. Dasselbe Resultat ge- 
winnt man durch Feststellung der Tatsache, daB die zu K gehorige 
Funktion D{X) konstant ist^. 

8. Volterrasche Integralgleichungen^. Wenn K(s, ^) = 0 fiir s < ^ 
ist, so kann man die Integralgleichung in der Form 


8 

f($) = (p($) — xjK{s, t) cp[t) dt 

a 

schreiben. Solche Typen von Integralgleichungen sind besonders von 
VoLTERRA behandelt worden. Man zeige, daB die zugehdrige Resol- 
vente eine ganze transzendente Funktion von X ist, daB also die Volter- 
rasche Integralgleichung fiir jedes X eine und nur eine Losung und daher 
fiir kein X eine Nullosung besitzt. 


1 Abnliche Kerne fmden sicb bei Goxjrsat: Conrs* d 'analyse (vgl. Literatur- 
verzeicbnis) . 

2 VoLTERRA, V. Le9ons sur les Equations int6grales et les Equations int^gro- 
diff^rentielles. Kap. II. Paris 1913 
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9. Abelsche Integralgleichung Schon Abel hat eine spezielle, 
ftir viele Anwendungen wichtige Volterrasche Integralgleichung auf- 
gestellt, um das folgende Problem zu 15sen: Ein materieller Punkt m 
bewege sich unter dem EinfluB der Schwere auf einer glatten, in einer 
Vertikalebene liegenden Kurve, Die Zeit t, die er braucht, um aus 
einer Hohe x langs der Kurve zu deren tiefstem Punkt zu gelangen, sei 
eine gegebene Funktion / von x; wie lautet die Gleichung der Kurve? 
Die Aufgabe fuhrt zu der Integralgleichung 


X 



0 


Nehmen wir an, daB f{x) eine fur a; — 0 verschwindende stetig differen- 
zierbare Funktion ist, so wird die Abelsche Integralgleichung durch 




gelost, wobei g die Erdbeschleunigung ist und die Gleichung der Kurve 
sich ergibt als g. 


Allgemeiner betrachtet man die Gleichung 




<p{$) ds 
($ — x)» 


(0 < a < 1) , 


die bei stetig differenzierbarem f{x) durch 

X 

, , _ sinaar f(a) sin«;r f f{s) ds 

7t {x-a)l-»'y a J{s-x)l-c‘ 
a 

gelost wird. 

10. Die zu einem unsymmetrischen Kerne gehorigen adjungierten 
Orthogonalsysteme \ Zu einem uns 5 nnmetrischen Kerne K{s,() bilden 
wir die beiden symmetrischen Kerne K'{s, t) =jK{s, o) K[t, a) da und 
K"{s,t) = j K{a,s) K{a,t)da. Es gibt eine Folge von Funktionen- 
paaren cpy{s), ipy[s) (v = 1, 2, . . .) und zugehorige Werte Xy, so daB 

(]Py{s) = Xyj K{s,t)y)y{t)dt, y)y(s) — Xyf K{t,s)<py{t) dt, 

<Py is) = XI I K' (s, t) cpy {{)dt, y}y (s) = X\ / K"[s, t) y>y {t) dt 


^ Abel: Solution de quelques probl^mes k Taide d'int6grales d^finies Werke 
(Chnstiania 1881) I, S. 11 — 27. — BCcher: Integral Equations, S. 8, Cambridge 
University Press, 1909. 

2 Schmidt, E. : Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. 
I. Teil: EntwicMung wiUktirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener. 
Math. Ann. Bd. 63, S. 433—476. 1907. 
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gilt. Jede in der Form J Kis, t)h{t)dt darstellbare Funktion erlaubt 
eine absolut und gleichmafiig konvergente Entwicklung nach dem Ortho- 
gonalsystem der (fy und ebenso jede Funktion der Form jK{t, s)h{t)dt 
eine Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der yjy . Es gilt 

oo 

K{s,t) = ^ ^ falls die Reihe rechts in jeder Variablen gleich- 

r=i 

maBig konvergiert. Der Kern K ist durch die Werte Xy und die beiden, 
an sich voneinander unabhangigen Orthogonalsysteme eindeutig fest- 
gelegt. 

11. Integralgleichungen erster Art. Beispiele von Integral- 
gleichungen erster Art der Form 
(84) /(s) == fK{sJ)<p{t)dt 

sind uns mehrfach begegnet. Z. B. wurde die Entwickelbarkeit nach 
den Eigenfunktionen eines Kernes von der Auflosbarkeit einer Integral- 
gleichung erster Art abhangig gemacht. Ferner sind solche Beispiele 
durch das Fouriersche Integral und die Mellinsche Integraltrans- 
formation (Kap. II, § 10, 8) gegeben. Die Schwierigkeit der Theorie der 
Integralgleichungen erster Art beruht darauf, daB bei stetigem Kern 
K{s,t) die Mannigfaltigkeit aller stiickweise stetigen Funktionen 
in eine Teilmannigfaltigkeit transformiert wird, da jedenfalls alle so 
entstehenden Funktionen f{$) stetig sind. Ist K{s,t) differenzierbar, 
so wird jede stiickweise stetige Funktion, ja jede bloB integrierbare 
Funktion (p{s) in eine differenzierbare transformiert. Die Integral- 
gleichung kann also nicht allgemein fiir stetiges f{s) durch eine stetige 
Funktion (p losbar sein. Erst in dem MaBe, wie der Kern von einem 
regularen Verhalten abweicht, konnen wir eine Auflosbarkeit von (84) 
fiir allgemeinere Funktionenklassen f{s) erhoffen. Man betrachte die 
friiheren und kiinftigen Beispiele unter diesem Gesichtspunkte, wobei 
das Unendlichwerden des Grundgebietes als mit einer Singularitat 
des Kernes aquivalent anzusehen ist. 

Rein formal kann man bei symmetrischem Kern, wenn Xy = (/, 
die Entwicklungskoeffizienten von / nach dem Eigenfunktionen- 
system cpj, <p.^, ... des Kernes sind, eine Losung in der Form 

oo 

(p{s) = ^Kxy<Pv{s) ansetzen. Falls diese Reihe gleichmaBig konver- 

V=5l 

giert, was wegen des Anwachsens der im allgemeinen Einschrankungen 
fiir f{s) bedeutet, so stellt sie tatsdchlich die L6sung von (84) dar. 

Im allgemeinen Falle liefert ein Satz von Picard^ notwendige und 
hinreichende Bedingungen fiir die Aufldsbarkeit einer Integralgleicbung 
erster Art f{s) — Jk(s, t) q}{t)dt bei einem beliebigen (auch einem 

^ Picard, E.: Sur un thforfeme g4n&al relatif aux Equations inWgrales de 
premiere espice et sur quelques probl^mes de physique mathdmattque. Rend. 
Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 79—97- 1910. 
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unsymmetrischen) Kern durch eine samt ihrem Quadrat im Lebes- 
gueschen Sinne integrierbare Funktion (p{s). Sind <Pi, yJi, K die 
Paare der zu K{s, t) nach Nr, iOgehorenden adjungierten Funktionen 
bzw. die zugehorigen Eigenwerte, so ist fur die Losbarkeit der obigen 
Integralgleichung notwendig und hinreichend, daB die Reihe 

'Zn{ji[s)<p,{s)dsf 

konvergiert. 

12. Die Methode der unendlich vielen Variablen. Ist co^ ( 5 ) , 
. . . irgendein vollstandiges Orthogonalsystem fur das Grundgebiet 

und setzt man xi = fi = (/, n>^), kpq — j j K(s, t) co^{s) co^(l) ds dt, 

so fiihrt die Integralgleichung (1) sofort auf das Gleichungssystem 

fi = Xi X 2 ^ij % ~ 1 > 2 , 3 1 * * •) 

von unendlich vielen linearen Gleichungen fur die unendlich vielen Un- 

00 00 ^ 

bekannten x^^x^, , , . , Dabei ist ^x^i und ^fl sowie ton** 

1=1 

vergent, wie aus der Besselschen Ungleichung folgt. Die Auflosungs- 
theorie dieses Gleichungssystems liefert uns dann die Satze uber die 
Integralgleichung (1). 

13. Minimumeigenschaften der Eigenfunktionen. Man kann 
die Eigenfunktionen <Pi, (p^, ... eines symmetrischen Kernes Oder die 
zu einem unsyminetrischen Kerne gehorigen beiden Orthogonalsysteme 

Wi{^) und die entsprechenden Eigenwerte Xi durch folgendes 
Minimumproblem erhalten: Der Kern K(s,i) soli durch einen aus- 

n 

gearteten Kern t) = ^ go approximiert werden, daB 

J j{K — A^)^dsdt moglichst klein wird. Man beweise, daB die Losung 
durch = (pi, Wi = yji, ^i = X^ gegeben wird. 

14. Polare Integralgleichungen. Auch fiir die Kerne von der 
Form K{s,t) = A {s) S{s,t), wo S{s, t) symmetrisch ist, .4(s) aber bis 
auf endlich viele Spriinge stetig, lassen sich ahnliche Ergebnisse herleiten 
wie fiir den Fall eines symmetrischen Kernes. Am eingehendsten ist 
bisher der Fall untersucht worden, daB 5 (s, t) ein definiter Kern ist, also 
etwa lauter positive Eigenwerte besitzt. In diesem Falle, den Hilbert^ 
und Garbe'^ behandeln, heiBt die Integralgleichung polar oder von der 
dritten Art. Dabei hat die Resolvente, wie fur symmetrische Kerne, 
lauter reeUe und einfache Pole, und fiir die zugehorigen Residuen, 
welche die „polaren Eigenfunktionen'* liefern, gilt ein analoger Ent- 
wicklungssatz wie der von Hilbert fiir symmetrische Kerne auf- 

1 Hilbert, B. : Integralgleichungen, Kap. l 5 . wo fiir die polare Integral- 
gleichung eine etwas andere Gestalt zugrunde gelegt wird. 

2 Garbe, E.: Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art, Math. Ann. 
Bd. 76, S 527-547- 1915. 
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gestellte. Verschwindet insbesondere der iterierte Kern nicht 

identisch, so gibt es stets wenigstens einen Eigenwert. 'Cbrigens gilt 
der Satz, daB die Resolvente nur reelle* und einfache Pole hat, auch 
dann, wenn S{s,t) nur als posiiiv vorausgesetzt wird; ferner der weitere 
Satz, daB es wenigstens einen Eigenwert gibt, wenn S{$,t) positiv ist 
und nicht identisch verschwindet^. 

15. Symmetrisierbare Kernel. Die Kerne, fur die die Resolvente 
nur reelle imd einfache Pole hat, lassen sich sehr einfach direkt cha- 
rakterisieren. Damit ein Kern K{s,t) diese Eigenschaft aufweist, ist 
notwendig, daB es einen Kern S(sJ) derart gibt, daB die Kerne 
J S{s,t) K{t,t)dT:, J K{s,T)S(rJ)dr symmetrisch sind. Solche Kerne 
K{sJ) nennt man symmeirisierbar. Stellt umgekehrt fur einen ge- 
eigneten positiv definiten symmetrischen Kern S{s,t) wenigstens eines 
der obigen Integrate einen symmetrischen Kern dar, so sind samt- 
liche Pole der Resolvente von K{s,t) reell und einfach. 

16. Bestimmung des losenden Kernes durch Funktionalglei- 
chungen. Man beweise, daB die Resolvente von K{sJ) durch die 
Gleichungen ( 63 ) eindeutig bestimmt ist, 

17. Die Stetigkeit der definiten Kerne. Man beweise, daB ein 
f ur 0 ^ s , ^ ^ 1 stiickweise stetiger definiter symmetrischer Kern 
K{s,t), der in alien Punkten s = t stetig ist und stetige Eigenfunktionen 
besitzt, iiberhaupt iiberall fiir O^s, stetig ist. 

18. Satz von Hammerstein. Bei einem im Grundgebiete 0 ^ s, 1 

stetigen Kern if ($,/), der im ganzen Gebiet 0^5, eine gleich- 
maBig beschrankte Ableitung hat, besteht die Bilinearformel schon fur 
den Kern selbst und nicht erst fiir den iterierten Kern t). Die 

Voraussetzung der beschrankten Differenzierbarkeit laBt sich noch 
durch wesentlich allgcmeinere ersetzen^. 

Literatur zum dritten Kapitel. 

Vor allem sei auf den Artikel der Enzyklopadie der math. Wissenschaften, 
Bd. 2, von E. Hellinger und O Toeplitz verwiesen, der eine zusammenfassende 
Darstellung der Theone der Integralgleichungen enthalt und auf die Zusammen* 
hange dieser Theorie mit anderen Teilen der Analysis ausfuhrlich eingeht Ferner 
sei auf das abersichtliche Referat von H. Hahn, Bericht uber die Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Jahresber d. deutsch. Math.-Ver. Bd. 20, S, 69—11 7» 
1911, hinge wiesen, 

n, 

1 Marty, J : Sur une Equation intdgrale. C. R, Acad, sc. Paris Bd. ISO, 
S. 515 — 518. 1910. — Ddveloppements suivant certaines solutions singuliferes. Ib. 
S. 603 — 606. — Existence de solutions singuli^res pour certaines Equations de 
Fredholm. Ib. S. 1031 — 1033 

2 Marty, J.: Valeurs smguli^res d'une equation de Fredholm. C R. Acad, 
sc. Pans, Bd. 150, S. 1499-1502. 1910. 

3 Hammerstein, A.: iJber die Entwicklung des Kernes linearer Integral- 
gleichungen und Eigenfunktionen. Sitzungsber. Akad. Berlin (phys.-math Kl.) 
S 181 — 184. 1923. 
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Viertes Kapitel. 

Die Grundtatsachen der Variations- 
rechnung. 

Fast alle Fragen der mathematischen Physik, auf welche wir die 
Theorien der vorangegangenen Kapitel anwenden woUen, stehen in mehr 
Oder weniger engen Beziehungen zur Variationsrechnung. Wir wollen 
in diesem Kapitel die Grundtatsachen dieser zentralen Disziplin der 
Analysis entwickeln, um aus ihnen in naturgemaBer Weise die 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik und Ansatze fiir 
die Methoden zu ihrer Losung zu erhalten. In spateren Kapiteln des 
zweiten Bandes soil dann die hier dargelegte Theorie erganzt und 
vertieft werden. 

§ 1. Die Problemstellung der Variationsrechnung. 

1. Maxima und Minima von Funktionen. Die Variationsrechnung 
nimmt ihren Ausgang von einer Verallgemeinerung der elementaren 
Theorie der Maxima und Minima. Zum besseren Verstandnis des Wesens 
dieser Verallgemeinerung wollen wir zunachst einen Blick auf die 
wohlbekannte elementare Theorie werfen. In ihr handelt es sich stets 
darum, fur eine vorgegebene stetige Funktion /(a;, y, . . .) der in einem 
vorgegebenen abgeschlossenen Gebiete G laufenden Variablen x, y, . . . 
eine solche Stelle.^, ™ Gebiete G zu finden, an welcher die 

Funktion f{x, y, . , ein Maximum oder Minimum, einen ,,Extrem- 
wert“, gegeniiber alien der Stelle Xq, y^, in G hinreichend nahe 
benachbarten Stellen annimmt. Dafl diese Aufgabe stets eine Losung 
haben muB, lehrt der schon im ersten Kapitel benutzte, unmittelbar aus 
dem Begriffe der Stetigkeit folgende Satz von Weierstrasz: Jede in 
einem abgeschlossenen Gebiete der Variablen stetige Funktion besitzt im 
Innern oder auf dem Rande des Gebietes ein Maximum und ein Minimum. 
1st die Funktion / (a;, y , . . .) in G differenzierbar und wird das Extremum 
im Inneren angenommen, so miissen an der betreffenden Stelle not- 
wendig die Ableitungen von /(a?, y, ...) nach jeder Variablen ver- 
schwinden oder, anders ausgedriickt, es mu6 das Differential df Null 
sein. Diese notwendige Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, wie 
das Auftreten von Wendepunkten oder Sattelpunkten zeigt; Beispiele 
hieftir sind i[x) = x^ bei x^ = 0; /(a:, y) = A;y bei x^ = 0, y© = 0. 
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Allgemein nennen wir Punkte, in denen die Ableitungen der Funktion 
samtlich verschwinden, so dafi df — 0 gilt, stationare Punkte. 

Sind die Variablen nicht unabhangig, sondern Bedingungsgleichun- 
gen y, . . .) = 0, y, . . .) = 0, . . y, . .) = 0 unter- 

worfen, so kann man sich zur Aufstellung der notwendigen Bedingangen 
fxir ein Extremum oder fiir den stationaren Charakter einer SteUe der 
MuUiplikatorenmethode von Lagrange bedienen. Diese Methode be- 
steht in folgender Vorschrift: Um eine im Innern des Gebietes der 
Variablen liegende Stelle (xq, yo, • • 0 zu finden, fiir welche f{x,y,...) 
ein Maximum oder Minimum annimmt oder allgemeiner stationaren 
Charakter hat, bilde man mit A + 1 neuen Parametern, den ,,Multipli- 

katoren'' . . * , die Funktion F= ^to/ + + ^2 ^2 H h 

und bestimme sodann die GroBen y^, . . . und die Verh^tnisse 
der GroBen • • •» aus den Gleichungen 


( 1 ) 


= 0 , 


= gA = 0, 


8x ’ 6y 

dF___ dF_ 

"ex^ 

deren Anzahl mit der Anzahl der Unbekannten ubereinstimmt. Diese 
Gleichungen stellen die gesuchten Bedingungen fur das stationare Ver- 
halten von /(x, y, . . .) bzw. fiir das Extremum von / bei den gegebenen 
Bindungen dar. 

Sobald nicht Aq = 0 ist, diirfen und wollen wir wegen der Homo- 
genitat von F in den die GroBe k^ = 1 setzen. Die Lagrangesche 
Methode ist nichts als eine besonders elegante Umgehung der lastigen, 
zur Unsymmetrie zwingenden Forderung, mit Hilfe der Nebenbedin- 
gungen h der Variablen aus der Funktion /(x,y, . . .) zu eliminieren. 

Wirbetrachten einige t 3 ^ische Beispiele, die trotz ihrem elementaren 
Charakter als Mittel zur Orientierung niitzlich sind. 

a) Unter alien Dreiecken mit gegebener Grundlinie und gegebenem 
Umfang hat das gleichschenklige den grofiten Inhalt] bei gegebener Grund- 
linie und gegebenem Inhalt hat das gleichschenklige den kleinsten Umfang. 
Schon bei diesem einfachen Beispiel, das sich ohne jede Rechnung durch 
Betrachtung der Ellipsen mit der gegebenen Grundlinie als Verbindungs- 
strecke der Brennpunkte unmittelbar durchschauen laBt, erkennen wir 
eine eigentiimliche Reziprozitdt, die uns spater (§ 11, 2, S, 219) noch be- 
gegnen wird. 

b) Brechung und Reflexion des Lichtes. Das sogenannte 
Fermatsche Prinzip der kurzesten Lichtzett besagt, daB ein Lichtstrahl 
auf seiner wirklichen Bahn zwischen zwei Punkten eine kurzere Zeit 
braucht, als er auf jeder anderen denkbaren den vorliegenden Be- 
dingungen gemigenden („virtuellen'') Bahn brauchen wurde. Hieraus 
ergibt sich die Geradlinigkeit der Lichtausbreitung in einem homogenen 
Medium unmittelbar. Wird von dem Lichtstrahl verlangt, daB er eine 
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gegebene Kurve (Spiegel) treffen, aber nicht durchschneiden soil, so 
miissen, wie sich. aus der Bedingung fiir den Differentialquotienten sehr 
ieicht ergibt, die beiden die Bahn bildenden geradlinigen Strecken sich 
auf der Knrve so treffen, daB sie mit der Kurventangente gleiche Winkel 
bilden (Reflexionsgesetz), Trennt dagegen die vorgegebene Kurve zwei 
Gebiete, in denen verschiedene Lichtgeschwindigkeiten Cg herrschen, 
und soil der Lichtstrahl von dem einen Gebiet ins andere fiihren, so 
tnuB er aus zwei geradlinigen Stiicken bestehen, welche dem bekannten 
Brechungsgesetz sin (Xi : sin == geniigen, wobei a-i und (jCg die 
Winkel der beiden Strecken mit der Kurvennormale im Durchschnitts- 
punkte von Bahn und Kurve sind. 

c) Ein Problem von Steiner, Zu drei Punkten^li, die 

ein spitzwinkliges Dreieck bilden, soli ein vierter Punkt P so gefunden 
werden, dafi die Summe der Entfernungen PA-^ + PA^ + PA^ mog- 
lichst klein wird. Denken wir uns mit der Strecke P^g um A^ den 
Kreis geschlagen, so muB P auf diesem Kreise so liegen, daB die Summe 
PAj^ + P ^2 iTioglichst klein ist, d. h., nach b) miassen die Geraden 
PA^ und PA^ mit dem Radius PA^ gleiche Winkel bilden. Da 
dasselbe bei Vertauschung der Indices 1, 2, 3 gilt, so miissen alle drei 
Winkel A^PA^, A^PA^, A^PA^ einander gleich, d, h. gleich 2^/3 sein, 
womit die Aufgabe gelost ist, 

d) Isoperimetrisches Problem fiir Polygone, Unter alien 

sich nicht iiberschlagenden Polygonen gegebener gerader Seitenzahl 2n 
und gegebenen Umfanges 2l soli dasjenige mit groBtem Inhalt gefunden 
werden. Das gesuchte Polygon n{A^y A^, . . ist das regu- 

lare 2^-Eck. Um dies zu beweisen, iiberzeugen wir uns zunachst davon, 
daB n konvex ist. Gabe es namlich eine Stiitzgerade, welche zwei 
Ecken, z. B. A^, A^ enthalt derart, daB keine der beiden sie ver- 
bindenden Kantenziige ganz auf diese Gerade fallt, so spiegeln wir 
einen dieser Kantenziige, z. B. A-^A^^A^y an der Stiitzgeraden und 
gelangen so zu dem Kantenzug A^A'^A^, der mit dem librigen 
Kantenzug ein Polygon des gegebenen Umfanges, aber von groBerem 
Inhalt liefern wiirde. Wir konnen uns also von vornherein auf die 
Betrachtung konvexer Polygone beschranken. Zweitens zeigen wir, 
daB das Polygon lauter gleiche Seiten besitzt. Waren zwei auf- 
einanderfolgende Seiten A^^A^^ ^ 2-^3 nicht gleich lang, so konn- 
ten wir nach a) die Ecke A 2 , so durch eine Ecke A^ ersetzen, daB 
AiA'^ + .^3-42 = A-^A^ + -43^2 ist und der Flacheninhalt des Drei- 
ecks Aj^A^^Ai groBer als der des Dreiecks A^A^A^ wird, also auch 
der des neuen Polygons groBer als der von TI im Gegensatz zur 
Voraussetzung, daB U das maximale Polygon ist, Um endlich zu 
zeigen, daB U einem Kreise eingeschrieben ist, zerlegen wir il durch 
eine zwei gegeniiberliegende Ecken A^y A^j^i verbindende Diagonale d 
in zwei umfangsgleiche Polygone i7i, diese miissen auch inhalts- 
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gleich sein; denn ware Tlx groBer als ilg, so k5nnten wir das Spiegel- 
bild TI{ von JJx an der Diagonale d zu iJj hinzufiigen und so zu einem 
Polygon il* = ill + n{ gelangen, das den Umfang 2 I, aber einen 
groBeren Inhalt als il hatte. Wir zeigen nun, daB fur jede Ecke Ah der 
Winkel ein rechter sein muB. Ware es dieser Winkel fur die 

Ecke Ah von iJi nicht, so zerlegen wir IJx in das Dreieck AxAhA^j^i und 
zwei Polygone Hx, die Seiten^ii4;i und A^+iAh anschlieBen, 

und betrachten sodann ein rechtwinkliges Dreieck AxAhA'^^i, dessen 
Katheten AxA^, A'^^xAh bzw. gleich AxAh, A^^x^h sind. Fiigen wir 
die Polygone J?i, an diese Katheten an, so erhalten wir ein Polygon 
JJx, das wir an AxA^^^x spiegeln und durch Hinzufiigung des Spiegel- 
bildes zu einem geschlossenen Polygon i7* erganzen. Dieses neue Po- 
lygon besitzt den Umfang 2l\ da aber das rechtwinklige Dreieck 
A[AhA^^j^x einen groBeren Inhalt besitzt als das nichtrechtwinklige 
so hat auch ii* einen groBeren Inhalt als IT, was gegen die 
Voraussetzung ist. Damit ist der Nachweis fiir die Extremumseigen- 
schaft des regularen Polygons erbracht^. Genau dieselbe Ldsung- er- 
gibt sich fur (he reziproke Aufgabe, bei gegebenem Inhalt den Umfang 
moglichst klein zu machen. 

Die hier dargelegte, auf einer klassischen Idee von Steiner be- 
ruhende Behandlung ist ein Beispiel dafiir, daB in konkreten FMlen 
eine anschauliche geometrische Methode rascher und iiberzeugender zum 
Ziele fiihren kann als die Anwendung eines allgemeinen analytischen 
Verfahrens. 

e) Andere Beispiele. Maximum eines Minimums. Andere 
typische Beispiele, wo es sich nicht mehr um reine Maxima oder Minima 
handelt, sind uns schon mehrfach begegnet. Es sei hingewiesen auf die 
Definition der Eigenwerte einer quadratischen Form als Maxima eines 
Minimums oder auf die Polynome von Tschehyscheff (s. S. 75). 

2. Funktionenfunktionen. Die Variationsrechnung nimmt ihren 
Ausgang ebenfalls von Extremumsproblemen bzw. der Frage nach 
stationaren Werten. ' Der fundamentale Unterschied ist aber der, daB 
es sich nun nicht mehr um Extrema von Funktionen einer endlichen 
Zahl unabhangiger Variablen handelt, sondern um Extrema von so- 
genannten Funktionenfunktionen^. Unter einer Funktionenfunktion 
versteht man eine GroBe oder auch eine Funktioh, die nicht Von einer 
gewissen Anzahl von unabhangigen, in gewissen Grenzen willkurlichen 

1 Es sei nochmals ausdrticklicli darauf hingewiesen, daB die Exist enz des 
Extremums naeh dem WeierstraBschen Satze von vornherein feststeht Legt 
man ndMich eine Ecke des Polygons in den Nullpunkt, so sind die Koordinaten 
der ubrigen Ecken durch die Forderung’des gegebenen Umfangs auf einen ab- 
geschlossenen Bereich beschrankt, und der Flacheninhalt hangt stetig von 
ihnen ab. 

2 In der franzosischen Literatur ist die Bezeichnnng „fonction de ligne'» 
Oder „fonctionnelle'‘ gebrSuchlich, 
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Variablen, sondem von dem Verlaufe einer oder mehrerer in gewissen 
Grenzen wiUkiirlicher, die Stelle der nnabhangigen Variablen vertreten- 
der Funktionen abhangt. Das einfachste Beispiel bietet die Lange L 
einer Kurve y = y{x) zwischen den Werten x — x^, x = diese Lange 

wird gegeben dutch das Integral L =j + y'^ dx; die Zahl L hangt 

also vom Verlaufe der „Argumentfunktion'' y{x) ah, die als, beUebige 
stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung gewahlt werden 
kann. Solche Funktionenfunktionen treten uberall in der Analysis und 
in den Anwendungen auf, und viele der wichtigsten Fragen der Ana- 
lysis beziehen sich mehr oder weniger auf solche funktionale Abhangig- 
keiten. 

Ein anderes Beispiel ist der Flacheninhalt einer Flache z = z{x,y), 
welche uber einem Gebiete G der x, y-Ebene liegt. Er wird gegeben 
durch das Integral 

jjii + Z^ + zldx dy 

G 

und ist eine Funktionenfunktion der Argumentfunktion z{x,y). 

Weitere Beispiele fur Funktionenfunktionen haben wir schon im 
vorigen Kapitel kennengelernt. So ist bei festem K{x,y) die Funktion 
g{x) = jK{x,y)h{y)dy 

eine Funktionenfunktion von h{x), und die Integralform 
/ jK{x,y)<p{x)cp[y)dxdy 

eine Funktionenfunktion von (p[x). In diesem Kapitel werden uns 
hauptsachlich solche Funktionenfunktionen beschaftigen, die durch 
Integrale iiber bekannte Ausdriicke in der Argumentfunktion, deren 
Ableitungen und den nnabhangigen Variablen gegeben sind, wie oben 
die Bogenlange einer Kurve. 

Ebenso wie bei Funktionen von endlich viel Variablen fiir diese 
ein Befinitionsbereich vorliegen muB, so muB auch fur die Argument- 
funktionen der Funktionenfunktionen der Bereich der zugelassenen 
Funktionen definiert werden, beispielsweise durch die Forderung der 
Stetigkeit der Funktion und der stiickweisen Stetigkeit der ersten Ab- 
leitung (vgl. auch nachste Nummer). 

Wenn eine Funktionenfunktion sich auch nicht als Funktion von 
endlich vielen Variablen auffassen laJ3t, so kann man sie doch als Funk- 
tion von unendlich vielen Variablen ansehen. Man denke sich etwa die 
Argumentfunktionen in Potenzreihen oder Fouriersche Reihen ent- 
wickelt; dann sind die Entwicklungskoeffizienten die betreffenden 
unendlich vielen Variablen. Naturlich muB der Bereich dieser Variablen 
Einschrankungen unterworfen werden, die sich jeweils aus den Be- 
dingungen ergeben, welchen die Argumentfunktionen zu geniigen haben. 
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8. Die typischen Probleme der Variationsrechnung. In der Varia- 
tionsrechnung handelt es sich datum, Maxima oder Minima oder auch 
aUgemeiner nur stationare Werte^ von Funktionenfunktionen aufzu- 
suchen, indem man diejenigen einem vorgegebenen Funktionenbereich 
angehdrigen Argumentfunktionen aufsucht, fiir welche das betreffende 
Extremum oder der stationare Wert angenommen wird. Analog wie 
es beim gewohnlichen Minimumproblem oder Maximumproblem der 
Differentialrechnung immer zunachst nicht auf das absolute Minimum 
oder Maximum ankommt, sondern nur auf das Extremum relativ zu 
einer gewissen Umgebung der Extremumstelle, warden wir auch hier 
das Extremum relativ zu einer gewissen Nachbarschaft der das Ex- 
tremum liefernden Argumentfunktion aufzusuchen haben. Wir mussen 
hierzu den Begriff der Nachbarschaft einer Funktion f{x,y, . . .) defi- 
nieren. 1st h eine positive GrdBe, so sagen wir, die Funktion h{x,y, , . 
liege in der Nachbarschaft, genauer in der Nachbarschaft Qi) der 
Funktion ...)> wenn fiir den betrachteten Definitionsbereich 

Nunmehr formulieren wir das GrundpwhUm der Variationsrechnung 
dahin, daB innerhalb eines gewissen Funktionenbereiches der Argument- 
funktion Oder der Argumentfunktionen einer vorgegebenen Funktionen- 
funktion eine extremale Funktion gesucht werden soil, welche die Funk- 
tionenfunktion zu einem Extremum macht, verglichen mit alien einer 
hinreichendkleinen Nachbarschaft {h) angehorigen Argumentfunktionen 
des Bereiches. Die Argumentfunktionen konnen ganz unabhangig 
w^lbar sein, sie kbnnen aber auch vorgeschriebenen funktionalen Be- 
dingungsgleichungen unterworfen werden. Treten in der zum Ex- 
tremum zu machenden Funktionenfunktion noch variable Parameter 
x,y,. .. auf, ist sie also keine Zahl, sondern selbst eine Funktion 
dieser Parameter, so mussen diese veranderlichen Parameter der 
Extremumsforderung gemaJB mitbestimmt werden. Wir erlautern die 
Problemstellung an einer Reihe einfacher Beispiele: 

a) Geodatische Linien. Auf einer Flache soil die kiirzeste ihr 
angehdrige Verbindungslinie zweier Punkte bestimmt werden. Ist 
die Flache durch die Parameterdarstellung x-=x{u,v), y^y{u,v), 
z v) der xechtwinkligen Koordinaten x, y, z gegeben und wird 

in der iiblichen Weise e = xl + yl -f- f + yuyv+ ZuZv, 

^ Was wir unter einem stationaren Wert einer Funktionenfunktion zu ver- 
stehen haben, wird spbter prazisiert werden (§3, 1)* 

® FUr gewisse XJntersuchungen ist es zweckmafiig, den Begriff der Nacbbar- 
scbaft stufenweise zu verfeinern. Wir sagen dann, die Funktion A (at, y, . . .) 
liege in der Nachbarschaft erster Ordnung (A) von f{x,y,...) wenn auBer 
auch noch die Beziehungen | A — A* i < \fv — fiy\<h, ... 
bestehen. Allgemein sprechen wir von Nachbarschaft Ordnung (h) von 
f(z, y, ...), wenn diese Ungleichungen auBer fiir A selbst auch noch fUr alle 
Ableitungen von A his zur einschlieBlich Ordnung gelten. 
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g = gesetzt, so ist die Lange einer durch die Glei- 

chung V = v{u) definieften Flachenkurve zwischen den Werten Uq, 

Ui 

durch das Integral L = J'^e + 2fv' + gv'^du gegeben. Es handelt 

Wo Ui 

sich also um die Bestimmung der Extrema von j-^e + 2fv' + gv'^du. 

Uo 

b) Lichtstrahl, Brachistochrone. Nach dem oben (S. 140) for- 
mulierten Fermatschen Prinzip wird die Bahn des Lichtes in einem 
unhomogenen zweidimensionalen Medium mit der Lichtgeschwindigkeit 
<p{x,y) durch das Variationsproblem 

T == = Minimum 

J <p(x,y) 

Xo 

charakterisiert. Hier wie beim vorigen Problem sind zum Vergleiche 
solche stetig gekriimmte Kurven zugelassen, welche die fest gegebenen 
Endpunkte der Bahn miteinander verbinden. — Ganz analog wie das 
Problem des Lichtstrahles formuliert sich das Problem der Brachisto- 
chrone, mit dem im Jahre 1696 Jakob Bernoulli den Anstofi zur 
Entwicklung der Variationsrechnung gab. Es soUen zwei Punkte 
^ 0) # ^ Vi) durch eine Kurve miteinander verbunden werden, 

auf der ein der Schwere in Richtung der y-Achse unterworfener, reibungs- 
los gleitender Massenpunkt moglichst rasch von A nach B gelangt. Die 
Anfangsgeschwindigkeit des Punktes sei Nul l. Na ch der FaUhohe y hat 
der Punkt bekanntlich die Geschwindigkeit '^2gy, wobei g die Schwere- 
beschleunigung ist. Hieraus ergibt sich als FaUzeit das Integral 

Xo 

welches also zum Minimum zu machen ist. Zulassige Vergleichsfunk- 
tionen sind hierbei alle positiven mit den beiden ersten Ableitungen 
stetigen Funktionen y{x), fiir die y{x^ =0, y(%) =yi ist. 

c) Minimale Rotationsflache. DieKurvey =y(^) ^Omdgeumdie 
ir-Achse rotieren. Die erzeugte, von den Ebenen x^x^, x-=%x begrenzte 

Rotationsflache besitzt dann den Flacheninhalt F = 2nl y'^i -[.y'^dx . 

3/0 

Die Kurve y = y[x), die die kleinste Rotationsflache liefert, wird dem- 
nach charakterisiert durch das Variationsproblem 

jyii + y'^ dx — Minimum. 

d) Isoperimetrische Probleme. In der uispriinglichen geo- 
metrischen Form besagt das Problem: Man soli eine geschlossene Kurve 

Courant-Hilbert, Hathematische Physik I. 2. Aufl. 


10 
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von gegebenem Umfang und grdBtem Inhalt finden. Indem wir die 
Kurve als konvex annehmen und durch die ^-Achse in zwei inhalts- 
und umfangsgleiche Teile zerlegt denken (vgl. Id), gelangen wir zu fol- 
gendexn Problem: Es s6U das Integral 

p 

j y (%) dx 

0 * 

dutch geeignete Wahl von I und y{x) zu einem Maximum gemacht 
werden, wahrend 

^ 

I yi + y'^dx == I 
0 

gegeben ist, und im iibrigen y{x) irgendeine im Intervalle 

stetige und mit stuckweise stetiger erster Ableitung versehene Funktion 

bedeutet, fiir die y(0) = y(f) == 0 ist. 

Ein ganz analoges Problem konnen wir formulieren, wenn wir die 
obere Grenze I als fest annehmen. 

Wir konnen dieses Problem, das man auch das spezielle isoperime- 
trische Problem nennt, auf ein gewohnliches Variationsproblem 

X 

zuruckfiihren, indem wir die Bogenlange s ^ j']j\ -^y'^dx als un- 

0 

abhangige Variable einfiihren, die im Intervalle lauft. Wegen 

ds^^ix^ + dy^ geht hierdurch die Aufgabe iiber in die folgende: 

i 

Es soU j/i Maximum gemacht werden, wenn y{s) 

0 

eine stetige, stuckweise mit stetiger Ableitung versehene Funktion 
von 5 ist. Nach Bestimmung von y{s) findet man dann 

( 3 ) 

0 

und hat damit die gesuchte Kurve in Parameterdarstellung. (Vgl. auch 
die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems Kap. II, 
§ 10 , 1 .) 

Allgemein bezeichnet man solche Probleme, bei denen ein Integral- 
ausdruck zum Extremum gemacht werden soil, wahrend ein anderer 
einen gegebenen Wert besitzt, als isoperimetrische Probleme. Ein Bei- 
spiel dafur ist das Problem der Kettenlinie: Die Lage eines homogenen 
schweren Fadens von gegebener Lange mit festen Endpunkten unter 
dem EinfluB der in Richtung der negativen y-Achse wirkenden Schwere 
zu bestimmen. Da die Gleichgewichtslage dutch die Forderung gekenn- 
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zeichnet ist, da6 der Schwerpunkt moglichst tief liegen soli, so ge- 
langen wir zu folgendem Variationsproblem : Es soli 



j yii + y'^dx 

moglichst klein sein, wahrend 

z =y*yi -f y^dx 

einen gegebenen Wert besitzt nnd die Randwerte y[x^ = y^, y{xi) = 
ebenfalls gegeben sind. 

Ein weiteres Problem ist 

OTi 

J (y'')2 dx = Min. 

Xo 

mit der Nebenbedingung 

Jy^dx = i; 

Xo 

hierbei soli die Funktion y(x) an den Endpunkten des Intervalls ver- 
schwinden und uberall mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnnng 
stetig sein. 

Oder (vgl. S. 152): Es soli eine mit den Ableitungen erster Ordnung 
im Gebiete G stetige Funktion u von x, y bestimmt werden, welche der 

Bedingung j ju^dxdy = \ geniigt und fiir die 

(4) f j dxdy + f ou^ ds 

Q r 

moglichst klein wird (jTbedeutet den Rand desGebietesG, a eine feste 
Funktion der Bogenlange s von F), Auch das Minimumproblem des 
vorigen Kapitels, welches die Eigenfunktionen eines S 3 nnmetrischen 
Kerns definierte, ist ein solches isoperimetrisches Problem. 

Bei alien genannten Problemen muB naturlich der Bereich der zu- 
gelassenen Vergleichsfunktionen stets hinsichthch der Stetigkeits- 
eigenschaften so festgelegt sein, daB die auftretenden Funktionenfunk- 
tionen einen Sinn behalten. 

4. Die charakteristischenSchwierigkeiten der Variationsrechnung. 
Wahrend in der Theorie der gewohnlichen Maxima und Minima der 
grundlegende Satz von Weiersteasz uns ein fur allemal der Losbarkeit 
der Aufgabe versichert, besteht in der Variationsrechnung die eigen- 
tiimliche Schwierigkeit, daB Probleme, die sich sinnvoll formuHeren 
lassen, dennoch unter Umstanden keine Losung zu besitzen brauchen — 
eben weil es im allgemeinen nicht moglich ist, den Bereich der zu- 

10 * 
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lassigen Vergleichsfanktionen als abgeschlossenen Bereich so zu wahlen, 
da6 in ihm ein Haufungsstellenprinzip gilt. Ein einf aches geome- 
trisches Beispiel ist das folgende: Zwei Punkte auf der :v-Achse sollen 
durch eine stetig gekrummte, moglichst kurze Linie verbunden werden, 
welche in ihren Endpunkten auf der ^-Achse senkrecht steht. Dieses 
Problem besitzt keine Losung. Denn die Lange einer solchen Linie ist 
immer gr56er als die der geradlinigen Verbindungsstrecke, kann aber 
der Lange der Verbindungsstrecke beliebig angenahert werden. Hier 
existiert also zwar eine untere Grenze, aber kein Minimum, das von 
einer zulassigen Kurve angenommen wird. 

Ein weiteres Beispiel fur ein nicht losbares Variationsproblem ist 
das folgende: Es soli 

1 

( 5 ) jx^y'^dx 

-t 

zum Minimum gemacht werden durch eine stetige Funktion y{x) mit 
stiickweise stetiger Ableitung, fiir welche y(— 1) = —1, y(l) = 1 gilt. 
Man kann unschwer sehen, daB dxirch geeignete Funktionen (namlich 
y = — 1 fiir < — e, y = 1 fiir x> e, y = x:£ fiir \x\^6) das In- 
tegral beliebig klein gemacht werden kann, wahrend es fur keine 
zulassige Funktion verschwindet. 

Wir sehen also, da^ in der Variationsrechnung die Existenz der 
Ldsung eines gegebenen Extremumproblems immer nooh eines besonderen 
Beweises hedarf, Fiir viele mit der Variationsrechnung zusammen- 
hangende Fragen bedeutet dies, wie wir spater erkennen werden, eine 
wesentliche Schwierigkeit. Im vorliegenden Kapitel jedoch wird es sich 
vorzugsweise um die Aufstellung lediglich notwendiger Bedingungen fur 
das Eintreten eines Extremums handeln, wobei die Frage, ob ein Ex- 
tremum nach Erfiillung dieser Bedingungen wirklich vorhanden ist, 
offen bleiben kann. 

Bevor wir an die Aufstellung dieser notwendigen Bedingungen in 
Form von Differentialgleichungen gehen, woUen wir im nachsten Para- 
graphen einige tFberlegungen iiber Ansatze zur direkten Losung der 
Variationsprobleme anstellen. 

§ 2. Ansatze zur direkten Losung^. 

Die meisten Methoden, die auf eine direkte und voUstandige Losung 
von Variationsproblemen abzielen, beruhen darauf, daB man zunachst 
ein geeignet zu wahlendes gewdhnliches Extremumproblem I6st, in dem 
es sich um die Bestimmung von n Parametern handelt, und sodann 
den Grenzubergang n~> oo voUzieht. 

^ Ausfuhrlich werden wir die direkten Methoden der Variationsrechnung 
erst im zw’eiten Bande behaudeln. 
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1. Isoperimetrisches Problem. Als Beispiel betrachten wir das 
isoperimetrische Problem aus § 1, 3d, eine geschlossene Kurve K mit 
dem Umfang 2 I und maximalem Inhalt zu finden, wobei die Kurve 
sttickweise glatt, d. h. bis auf endlich viele Ecken mit stetiger Tan- 
gent e versehen sein soli. Nehmen wir an, die Kurve K sei die Losung, 
dann kdnnen wir schlieBen, daB K ein Kreis ist. Denn zunachst ergibt 
sich genau so wie in § 1, Id, daB K konvex ist und daB jede Sehne 
i4J5, die if in zwei umfangsgleiche Teile zerlegt, auch eine Zerlegung 
in flachengleiche Teile definiert; zweitens muB fiir jeden Punkt P 
der Kurve K der Winkel APB ein rechter sein, da man sonst durch 
die Konstruktion von § 1 , Id, sofort eine Kurve K' mit demselben 
Umfang, aber groBerem Inhalt bekommen konnte. Da diese Uberlegung 
aber auf der gemaB §1,4, beweisbediirftigen Voraussetzung beruht, daB 
das Problem iiberhaupt eine Losung besitzt, so woUen wir zur Losung 
einen anderen Weg einschlagen, welcher gleichzeitig den- notigen Exi- 
stenzbeweis fiir die Losung mitliefert. Wir betrachten die Menge aller 
Inhaltszahlen von zulassigen Kurven. Da diese Zahlen jedenfalls unter- 
halb der Schranke liegen (die Kurve muB in einem Kreise vom 
Radius I Platz haben), so besitzt nach den elementaren Grundregeln 
der Analysis die Zahlenmenge eine obere Grenze M, oberhalb deren 
keine Zahl der Menge liegt, in deren Nachbarschaft {e) aber bei beliebig 
kleinem e noch solche Zahlen Vorhanden sind. Mit anderen Worten, 
es gibt eine ,,Maximalfolge*' von zulassigen Kurven if^, Kg, . . , 
derart, daB der Flacheninhalt von mit wachsendem n gegen M 
konvergiert. Nun konnen wir jede Kurve durch ein Polygon 77, ^ 
mit hinreichend groBer Seitenanzahl beliebig genau so approximieren, 
daB Inhalt und Umfang des Polygons sich von dem der Kurve beliebig 
wenig unterscheiden. Da wir das Polygon noch, ohne seinen approxi- 
mierenden Charakter zu verandern, ahnlich zu sich selbst so dilatieren 
diirfen, daB sein Umfang genau gleich 2 I wird, konnen wir also von der 
Maximalfolge ifj, ifg, ... zu einer aus Polygonen bestehenden 
Maximalfolge libergehen. Die Seitenzahl dieser Polygone diirfen wir 
als gerade annehmen, da ein (2 m — 1)-Eck als 2M-Eck mit zwei in eine 
Gerade fallenden aufeinanderfolgenden Seiten aufgefaBt werden kann. 
Nun wissen wir nach § 1, Id, daB von alien 2M-Ecken mit dem Um- 
fang 2 I das regulare den groBten Inhalt hat. Also miissen wir erst 
recht eine Maximalfolge unseres Problems erhalten, wenn wir die Po- 
lygone Un durch die entsprechenden regularen Polygone ersetzen. 
Diese aber konvergieren mit wachsender Seitenzahl gegen den Kreis 
■ vom Umfang 2 /, und da die Inhalte der Polygone gegen M konvergieren, 
besitzt der Kreis den Inhalt M und lost wirklich das Variationsproblem. 

2. Das Ritzsche Verfahren. Minimalfolgen. Den Uberlegungen 
im vorigen Beispiel liegt ein allgemeiner Gedanke zugrunde. Wir be- 
trachten irgendein Variationsproblem der Form D[ 9 ?] = Min., wobei 
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D[(p] ein Integral liber einen gegebenen Ausdruck aus der Funktion 
und ihren Ableitungen bis zur Ordnung bedeutet und das Inte- 
grationsgebiet sowie der Bereich der zum Vergleich zugelassenen Funk- 
tionen cp vorgegeben ist. Ob es sich um einfache oder mehrfache Integrale 
handelt und ob in dem Integrale hohere als erste Ableitungen von <p 
vorkommen, ist dabei gleichgiiltig, Wir setzen voraus, daB der Werte- 
vorrat des Integrals D[<p] flir die zulassigen Argumentfunktionen <p 
eine untere Grenze d besitzt (ob ein von einer Funktion cp u wirklich 
erreichtes Minimum, bleibt eben eine offene Frage) ; dann gibt es Folgen 
von zulassigen Funktionen <Pz, • • * derart, daB liml)[99j = d 

ist, wahrend flir jede zulassige Funktion. (p die Beziehung D[(p]^d 
gilt. Solche Funktionenfolgen nennen wir Minimalfolgen des Variations- 
problems. Eine direkte Losung des Variationsproblems wird immer 
darauf hinauslaufen, dap man sich Minimalfolgen konstruiert nnd aus 
diesen dutch einen Grenzubetgang die Ldsung zu gewtnnen sucht. 

Das Verfahren, welches W. Ritz^ in diesem Sinne im Hinblick auf 
die numerische Gewinnung der Losung mit groBem Erfolg angewandt 
hat, besteht in folgendem: Man gehe aus von einem festen, flir den 
Integrationsbereich definierten voUstandigen Funktionensystem coj, 
^ 2 ; ^^ 3 ; • • - ^ welches die Eigenschaft hat^ daB alle linearen Kombina- 
tionen 9?^ = + CgCOg d — * + ^^n endlich vielen der Funk- 

tionen zulassige Vergleichsfunktionen sind und daB sich flir jede zu- 
lassige Vergleichsfunktion (p eine geeignete solche Kombination <p^ an- 
geben laBt, flir welche sich Djjp] von um beliebig wenig unter- 
scheidet. Dann muB es notwendig auch Minimalfolgen (p^, (p^, (Pz, ... 
geben, bei denen (p^ einelineare Kombination c^coi + + • ' • + 

von cui, 0)21 coyi ist. Erst recht mlissen wir also zu einer Minimal- 
folge gelangen, wenn wir flir jedes n die Funktion cp^, d. h. die Para- 
meter ^ 1 , . . c^ durch die Forderung bestimmen, daB D\(p^ = d^ ein 
Minimum sein soli. Diese Forderung stellt ein gew5hnliches Minimum- 
problem flir D\<p^ als Funktion der n Parameter Cg, . . ., dar 
und laBt sich nach dem WeierstraBschen Satze immer erfliUen, wofern 
nur — was vorausgesetzt werden soil — D[9y] eine stetige Funktion 
der Parameter Cg, . . Cn ist. Zur Bestimmung der Werte ci erhalten 

wir, allgemein gesprochen, die n Gleichungen = 0 (i = 1 , 

2, . . Von der so gewonnenen Minimalfolge erwartet man nun, 
daB sie gegen die gesuchte Losung konvergiert. Leider aber liegt, wie wir 
in Nr. 4 sehen werden, die Sache nicht so einfach, so daB wir allgemein 

1 Ritz, W.: tlber erne neue Methode zur LOsung gewisser Variations- 
probleme der mathematischen Physik. J. f. reine u. angew. Math. Bd. 135, 
5,1—61. 1909. — Gesammelte Werke S. 192 — 250. Paris 1911. 

^ Die Existenz solcher Funktionen wird im zweiten Bande nSLher diskutiert 
werden. 
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nur aussagen k 5 nnen: Die gewonnenen Werte D[(p^ =dn konvergieren 
gegen die gesuchte untere Grenze bzw. das Minimum. Ob die Minimal- 
folge seibst gegen die Ldsung konvergiert, das muB Gegenstand be- 
sonderer Untersuchungen bleiben. Auf diese Frage kommen wir 
spater bei verschiedenen Gelegenheiten zuriick. 

Die Brauchbarkeit des Verfahrens zur numerischen Rechnung kann 
unter Umstanden auch dann noch bestehen bleiben, wenn die Kon- 
vergenz des Verfahrens nicht bewiesen ist. Welchen Erfolg die Methode 
im einzelnen Falle hat, wird von der mehr oder weniger gliicklichen 
Wahl der Koordinatenfunktionen coi abhangen, die der Rechner dem indi- 
viduellen Problem angepaBt treffen muB. Zur ersten Erlauterung des 
Verfahrens betrachte der Leser die Beispiele unter Nr. 3. 

8. Weitere direkte Methoden. — Differenzenverfahren. — Un- 
endlich viele Veranderliche. Auf eine andere Art kann man in vielen 
Fallen zu Minimalfolgen gelangen, wenn man den Bereich der zu- 
lassigen Funktionen erweitert, indem man z. B. statt stetig differenzier- 
barer stetige mit nur stiickweise stetigen Ableitungen versehene Ver- 
gleichsfunktionen in Betracht zieht. Wir beschranken uns dabei hier 
auf das Problem des Minimums eines einfachen Integrals der Form 

~ 1 st y = (Pi{x), y = 9^2 • ‘ • Minimal- 

folge, so konnen wir, wenn wir wie immer die erforderlichen Stetig- 
keitsvoraussetzungenfur F{x,y,y') machen, sicher die durch y = 9?n(^) 
dargestellte Kurve durch einen Polygonzug y = {x) so genau 

approximieren, daB das Integral D[<p^ sich von beliebig wenig 
unterscheidet. Man kann also auch Minimalfolgen herstellen, die aus 
stiickweise linearen Funktionen bestehen, wobei dann der Unterschied 
zwischen Differentialquotient und Differenzenquotient der Funktion 
in jedem Teilintervall fortfaUt. Teilt man z. B. das Integrations- 
intervall durch m Teilpunkte in gleiche Teile der Lange Ax eia und 
beschrankt sich auf Funktionen, die in jedem Teilintervall linear sind, 
so geht das Variationsproblem wieder in das gewohnliche Minimum- 
problem 

m 

y* . ^ = Min. 

fiir die Funktionswerte y^, y^, . . ym+i Teilpunkten iiber. In- 

dem wir die so zu gewinnenden Funktionen fiir w = 1 , 2 , 3 , • * * bilden, 
erhalten wir wiederum eine Minimalfolge^. 

^ Die hier geschilderte Methode ist im wesentlichen diejenige, vermdge deren 
Euler in seiilem’Werke „Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes“ (Lausanne 4 744) die ,,Eulerschen Differentialgleichungen*' 
gewann. 
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Der Leser in5ge sich davon iiberzeugen, daB man dieses Verfahren 
dem Ritzschen Verfahren subsumieren kann, indem man geeignete 
stiickweise lineare Koordinatenfunktionen einfiilirt. 

Ob und wann dieses Verfahren gegen die Losung des Minimum- 
problems konvergiert, werden wir im zweiten Bande sehen. 

Ganz ahnlich wird man vorgehen konnen, wenn der Integrand 
hohere Ableitnngen enth^t, etwa noch die zweite. Man wird dann in 
dem approximierenden Problem den zweiten Oifferentialquotienten 

durch den zweiten Differenzenquotienten ersetzen. 

Man kann unsere Variationsprobleme auch unter dem Gesichtspunkte 
der Theorie von Funktionen unendlich vieler Verdnderlichen betrachten. 
Als ein Beispiel konnen wir die in Kap. II (S. 82 f.) durchgefiihrte Hur- 
witzsche Losung des isoperimetrischen Problems ansehen, wo die 
Fourierschen Koeffizienten als die fraglichen Variablen auftraten und 
wo der analytische Ausdruck die Losung evident machte. Auch das 
Verfahren von Ritz gestattet diese Auffassung, wenn wir uns die ge- 
suchte Funktion z. B. in eine unendliche Reihe Cicoi + C 2 CO 2 + • • * ent- 
wickelt denken diirfen und das Verfahren als eine Methode der suk- 
zessiven Bestimmung der unendlich vielen Koeffizienten c^, Cg, Cq, . . . 
ansehen, wobei naturlich die notigen Konvergenzuntersuchungen nach- 
zuholen waren. 

Diese allgemeinen Erdrterungen mogen durch einige Beispiele er- 
lautert werden. 

a) (Vgl. S. 147.) Es soli das liber das Rechteck R: O^x^a, 
O^y streckte Integral 

( 6 ) D[<p]==Jf{<f^, + cp^dxdy 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich aUe in R stetigen, 
stiickweise glatten^ und am Rande verschwindenden Funktionen zu- 
gelassen werden, welche der Nebenbedingung 

( 7 ) H[<p]=^ffq,^dxdy==i 

R 

genligen. 

Wir denken uns die Funktion <p in eine Fouriersche Reihe 

00 

(p = y sin w sinw y y entwickelt, was nach Kap. II sicherlich 

m, n« 1 

moglich ist; dann handelt es sich um die Bestimmung der unendlich 
vielen Parameter durch die Minimumforderung. Da die Funk- 

tionen cpy. und (Py noch stiickweise stetig sind, diirfen wir die Voll- 
standigkeitsrelation der trigonometrischen Funktionen auch auf diese 

* Siehe die Definition am Anfang von Kap. 11. 
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Funktionen mit den Entwicklungskoeffizienten y»c„„ an- 

wenden und erhalten fiir die beiden Integrale die Ausdriicke 


( 8 ) 


B 


: TV 


ah 

m,n=l 


Im^ 


+ 


H 


Vc2 
4 ^ 

w,n=«l 


in den unendlich vielen Parametem c„„. Wegen der Bedingung H = i 
ist nnn evident, dafi die Losung des Problems gegeben wird dutch 

Cmn = 0 Ausnahme des Koeffizienten c^, der gleich j/-^ wird. 
Somit wird unset Variationsproblem dutch die Funktion 

2 . stx . Tty 

u = -= sin — - sin-r^ 
i> 

gelost, und der Wert des Minimums ist 

eine Tatsache, die sich fiir jede stiickweise glatte, am Rande des 
Rechtecks verschwindende Funktion (p in der Beziehung 

(9) D[<p]^Tz^[-^ + j,)H[^] 


ausspricht; denn diese Gleichung ist aquivalent mit der Gleichung 
D[y’]^d fiir die normierte Funktion tp = <p\ '^H\(p\ . 

b) Dirichletsches Problem^ fiir den Kreis. Es soli das iiber 
den Kreis K'. z* + 1 der a;,y-Ebene erstreckte Integral 

BW]^\j{<pl-\-q?y)ixdy 

K 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in K glatten 
Funktionen zugelassen sind, die am Rande vorgeschriebene Randwerte 
annehmen. Wir fiihren Polarkoordinaten r, ?? im Kreise ein, wodurch 
das Integral in ^ 

D[<p\= j J(^(p‘ + -^<p%ydrd'& 

0 0 

iibergeht; die vorgeschriebenen Randwerte mogen durch eine Fourier- 

oo 

sche Reihe !{•&) = j + [on cosw?? + bn sinw'i?) definiert sein, und 

n==l 

diese Randfunktion moge eine glatte Ableitung haben, was nach Kap. II, 
§ 5, 3 die Beschranktheit der Grofien ] a„ [, 1 j nach sich zieht. 

Wir denken uns die Funktion (p in der Form geschrieben 

9 = 4/oW +2t/« W + gn{r) sinni?], 

7t*=l 

1 Diese Personalbezeichnung hat sich seit Riemann eingebtirgert, entspricht 
aber keineswegs den historischen Tatsachen. 
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wobei die Koeffizienten fjr). gjr) der Bedingung /„(!) = = K 

geniigen mussen, und kQnnen dann wieder aus der Vollstandigkeits- 
relation fiir die trigonometrischen Funktionen auf die Gleichung 

1 oo 1 

D[<p] = nj fo(r)^rdr + n ^ 

0 n=l 0 

oo 1 a \ 

+ f (s« i^y- + ^Sn {yf) r dr 

d 

schlieBen. ,Uni also das ursprungliche Minimumproblem zu losen, werden 
wir die ganze Serie der Minimumprobleme 

/(f» = j[^^ + ^i^rdr==mxi. (« = 0, 1, 2, . . .) 

0 0 

bebandeln, wobei /„ wie eine glatte Funktion ist, die fiir f = 1 den 
Wert fl„ bzw. hat. Fiir diese Minimumprobleme erfiillen auf Grund 
des WeierstraBschen Approxiinationssatzes sicherlich die Funktionen 
1 , r, r^ die beim Ritzschen Verfahren gestellten Bedingungen. 

Setzen wir fdr /„ oder g„ ein Polynom + • • • + 

Grade m^n mit c„ o + ^>t,i + • • • + On,m — ®n \ so er- 

geben sich, wie der Leser leicht selbst feststellen wird, als Losungen 
unabhangig von m die Funktionen /„ == g„ = Alle Funktionen 
der so entstehenden Minimalfolge werden also einander gleich, was un- 
mittelbar diese Funktionen als Losung des Minimumproblems kenn- 
zeichnet. 

Anstatt das Ritzsche Verfahren anzuwenden, kann man aber die 
Losung U Oder gn des Variationsproblems auch ganz direkt folgender- 

maBen erhalten. Fiir » = 0 haben wir zunachst jfo'^rdr zum Minimum 

0 

zu machen, was offenbar dutch = 0, /o = konst. = erreicht wird. 
Fiir > 0 mu6 /„(0) = g„(0) = 0 sein; sonst wiirde der zweite Teil 
des Integrals unendlich werden, da /„ differenzierbar ist, sich also in 
der Form /„(0) + rK{r) mit einer stetigen Funktion darstellen laBt. 
Wir schreiben nun das eine Integral in der Form 
1 11' 

/ ifn ~ + 2nJ Uf„dr =f{fn- yfnjrdr + nfiM , 

0 0 0 

worin /„(l) ='«» bereits festgelegt ist, und erkennen unmittelbar, daB 
wir dann einen minimalen Wert, und zwar den Wert »^(1) ~ nal 

erhalten, wenn mr f„- y t„ = 0 setzen, was /„ = c„y" und wegen der 
Bedingung /„(!) — a„ genau /„(y) = «„/* ergibt. Entsprechendes er- 
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gibt sich fur g„(r). Die Losung unseres ursprunglichen Minimum- 
problems lautet also 

oo 

(10) '&) = — + cos«# + b„ sin«i?) , 

n=l 

oo 

und der Minimumwert ist -f- bl) . 

fi=i 

AusdriickKch sei noch darauf hingewiesen, daB das hier gel5ste 
Minimumproblem seinen Sinn verlieren kann, sobald fiir die Randfunk- 
tion allgemeinere Voraussetzungen zugelassen werden, z. B, nur Stetig- 
keit gefordert wird. Nehmen wir etwa die durch die gleichmaBig kon- 

oo 

vergente Reihe 6 {&) == ^ ^ cos {n^ '&') definierte stetige 

n«=l 

CO oo 

Randfunktion, so wiirde die Summe n = unend- 

m— 1 n—1 

lich werden; es gibt dann, wie man leicht zeigen kann, uberhaupt keine 
zulassige Vergleichsfunktion 9 mit endlichem D[(p]. 

c) Es sei g{x,y) eine im Rechteck R: Q-^y^b 

glatte Funktion. Wir suchen eine mit fliren ersten Ableitungen im 
Rechteck stetige und am Rande verschwindende Funktion <p, welche 
das Integral 

( 11 ) + 

R 


zum Minimum macht. Setzen wir im Innern von R 


00 00 

, X . SIX , ny , V^ . SIX . sty 

=^^mnSinw-^smw-^ und 9^ = sm^-y, 

m, M**=l w, w=l 

wobei Cmn zu bestimmende Parameter sind, so geht das Variations- 
problem wegen der Vollstandigkeitsrelation der trigonometrischen Funk- 
tionen iiber in das Problem, die GroBen Cmn so zu bestimmen, daB 


ab 


m 


7t‘ 




+ 


6 “ 


2 ^a„ 

m, n=l 


moglichst klein wird. Hieraus erkennen wir unmittelbar, daB das Mini- 
mum geliefert wird durch 


( 12 ) 


dm 




/ \ 1 VI ^n»n * sex ‘ Sty 

> \ » 7 j ^2 fr a 0 


m,»-l + J,2 


Diese Funktion erfullt in der Tat alle gestellten Bedingungen, da die 
Reihe ebenso wie die durch gliedweise Differentiation entstehenden 
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Reihen gleichmaBig 
Reihen^ 




konvergiert, 

wt* I 

r- 

nA 


indem die 
nia„„\ 




n" 


absolut konvergenten 
Majoranten darstellen. 


^ -6— ^ j:2_ -l Jii- 111- 4- . 

Wir werden spater (S. 165) sehen, da6 die Funktion u der Differential- 
gleichung + Uyy g{x, y) geniigt, ebenso wie insbesondere die 
Funktion u{x,y) des Beispiels a) und auch u{r, d) aus b) . 

4* Prinzipielles iiber die direkten Methoden der Variationsrech- 
nung. Die Hauptschwierigkeit bei der Durchfiihrung wie bei der 
strengen Rechtfertigung direkter Methoden in der Variationsrechnung 
liegt darin, dafi MinimaHolgen eines Problennis keineswegs gegen eine 
Grenzfunktion zu konvergieren brauchen, auch wenn die Existenz 
einer L5sung an sich feststeht. Man kann also nicht erwarten, durch 
Betrachtung von Minimalfolgen in alien Fallen wirklich unmittelbar zur 
Ldsung zu gelangen. 

Ein einfaches Beispiel bietet das Variationsproblem der Minimal- 
flachen, wobei das Integral 


ffYi + 4 + 


zum Minimum gemacht werden soli und zum Vergleich alle quadrier- 
baren Flachen zugelassen sind, die durch eine gegebene iiber dem 
Rande von G liegende Raumkurve laufen. Nehmen wir als diese Raum- 
kurve speziell eine Kurve der x, y-Ebene, z. B. einen Kreis vom Flachen- 
inhalt 1, so wird das Minimum sicherlich durch die Funktion z = 0, 
d. h. durch die x, >/-Ebene selbst geliefert. Eine Minimalfolge ist jede 
Folge Von Flachen durch die Kreisperipherie, deren Flacheninhalte 
gegen 1 konvergieren. Nun kdnnen wir sofort zulassige Vergleichs- 
flachen angeben, deren Inhalt beliebig nahe an 1 liegt und fiir welche 
z{x, y) an einzelnen Stellen sich von Null um beliebig viel unterscheidet. 
Wir denken uns etwa auf die x, y-Ebene einen beliebig hohen, aber 
hinreichend schmalen, geraden Kegel aufgesetzt, so daB sein Flachen- 
inhalt unter einer gegebenen Schranke bleibt. Als Vergleichsflache 
nehmen wir die aus diesem Kegel und im ubrigen aus der x, y-Ebene 
bestehende Flache. Eine Minimalfolge aus solchen Flachen konvergiert 
nicht gegen die Ldsung. Man kann sogar, wie leicht ersichtlich, Minimal- 
folgen hersteUen, bei denen die Divergenzpunkte auf der Kreisflache 
'liberall dicht verteilt sind. 

Ein weiteres Beispiel bietet die Dirichletsche Aufgabe, das In- 
tegral D[<p] (p\)dxdy zu einem Minimum zu machen, wenn 

zum Vergleiche alle in G stetigen und sttickweise glatten Funktionen zu- 
gelassen sind, die am Rande verschwinden. Offenbar ist 9 ? = 0 die ein- 
deutig bestimmte Losung des Problems, da jede andere zulassige 
Funktion einen positiven, diese aber einen verschwindenden Integral- 
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wert liefert. Indem wir Polarkoordinaten r, ^ um einen beliebigen 
inneren Punkt P von G einfuhren, setzen wir das Integral in die Form 

llV ' + Wir betrachten einen ganz in G liegenden Kreis 


0 auBerhalb dieses 
a und r = 


r^a mit dem Radius a a i um P und setzen (p 
1 y 

Kreises, q? = Kreisring zwischen r 

1 

schlieBlich <p = = 1 in dem Kreise r ^ Die Funktion (p 

ist nach Definition eine zulassige Vergleichsfunktion. Das Integral 

a 

wird gleich ^ iog a f ^ ^assenwirjetzt den Wert a eine 


Folge • 'v'on gegen Null strebenden GroBen durchlaufen und 

betrachten alle zugehorigen Funktionen 9^3^ • • so konvergiert 

D[(pn] gegen Null; diese Funktionen bilden also eine Minimalfolge des 
Problems. Aber im Punkte P haben alle Funktionen den Wert 1 ; sie 

konvergieren daher nicht gegen die Losung 99 = o des Problems. 

1 

Bei dem Variationsproblem j^y'^dx == Min., wobei y{x) eine stetige, 

6 

stiickweise glatte, an den Endpunkten .verschwindende Funktion von x 
sein soil, miissen zwar, wie man leicht sieht, die Minimalfolgen stets 
gegen die Funktion y = 0 konvergieren; aber die Ableitungen der die 
Minimalfolge bildenden Funktionen brauchen dies keineswegs zu tun, 
wie das Beispiel der Funktionenfolge y^^ x im x <Sn, yn = 2e„ — a; 
fiir = 0 ftir y>2^n» lHn£„ = 0 zeigt. 

n-^oo 


Wir werden int zweiten Bande sehen, wie in vielen Fallen solche 
Schwierigkeiten uberwunden werden konnen und wie in der Tat die 
direkten Methoden der Variationsrechnung zu den machtigsten Hilfs- 
mitteln der Analysis gehoren. Weniger radikal in das Wesen des 
Minimumproblems eingreifend, aber dafiir allgemeiner xmd formal 
leichter zu handhaben sind die indirekten Methoden, welche wesentlich 
in der Zuriickfuhrung des Variationsproblems auf Differentialgleichungs- 
probleme bestehen und seit Euler und Lagrange bis in die neuere 
Zeit hinein vorzugsweise ausgebUdet worden sind. Ihnen gelten die 
nachsten Ausfuhrungen. 


§ 3. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung. 

Die zuerst von Euler abgeleiteten Differentialgleichungen eines 
Variationsproblems steUen lediglich notwendige, keineswegs immer hin- 
reichende Bedingungen dar, welche von einer Funktion erfiillt sein 
miissen, damit sie das Extremum eines vorgelegten Integrals liefert. 



IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnang. 


IS8 

Wir erhalten diese Differentialgleichungen, indem wir das Variations- 
problem auf ein Problem der Differentiakechnung zuriickfiihren. Ein 
fiir allemal schicken wir voraus, daB wir alle auftretenden Funktionen 
und ihre explizit auftretenden Ableitungen als stetig voraussetzen, wo- 
fern nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird. 

1. Das einfachste Problem der Variationsrechnung. Es moge sich 
zunachst um das einfachste Problem der Variationsrechnung handeln, 
namlich um die Bestimmung des Minimums des Integrals 

03 ) 

Xo 

wobei XQ,Xi,y {%) , y {x^) gegebene Werte sein soUen.* Von der Funktion F 
setzen wir zweimalige stetige Differenzierbarkeit nach ihren drei Ar- 
gumenten x, y, y' voraus. Von den Funktionen y{x) woUen wir die 
Stetigkeit der zweiten Ableitung y" voraussetzen. Wir nehmen an, 
y = y (j^) = f{x) sei die gesuchte Extremalfunktion, welche das Minimum 
liefert, und zwar moge das Minimum angenommen werden im Ver- 
gleich mit einer hinreichend kleinen Nachbarschaft (A) zur Funktion 
y =z f(x). Wir betrachten eine im Intervall Xq^x^x^ definierte 
Funktion welche stetige zweite Ableitungen besitzt, am Rande 
verschwindet, sonst aber willkurlich gewahlt sein kann, und bilden 
mit einem Parameter e die Funktion y == y €7]{x) = y + dy. Die 
Gr5Be 6y = erj {x) nennt man die Variation der Funktion y=^f{x), Wenn 
der Parameter e einen hinreichend kleinen Betrag besitzt, so liegen 
alle variierten Funktionen y in einer beliebig klein gewahlten Nachbar- 
schaft der Extremale y=^f{x). Also muB das Integral /[y] = J[y + €?]], 
das wir als Funktion 0{e) von e auffassen konnen, fiir £ = 0 ein Minimum 
relativ zu alien absolut genommen hinreichend kleinen Werten von e 
besitzen, und es muB daher ^^'(O) = 0 sein. Indem wir erlaubterweise 

Xt 

die Differentiation von = jF{x, y + erj ,y' + et]')dx unter dem 

Integralzeichen vomehmen, erhalten wir als notwendige Bedingung die 
Gleichung 

^( 0 ) =:j {Fyfj + Fy^7]')dx = 0 , 

welche fiir jede unter den obigen Einschrankungen willkiirlich gewahlte 
Funktion rj {%) gelten muB. Wir formen den zweiten Teil des Integrals 
unter Beachtung der Bedingungen rj {Xq) = rj {x^) = 0 durch Teil- 
integration um und erhalten so die fiir jede unserer Funktionen f] be- 
stehende Gleichung 

X9 



§ 3. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsreclinung. 
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Diese Gleichung liefert sofort die gesuchte Differentialgleichung auf 
Grund des folgenden ,,Fundamentallemmas der Variationsrechnung'' \ 
Wenn fiir alle am Rande verschwindenden und mit den beiden ersten 

Ableitungen stetigen Funktionen ri [x) die Beziehung [x) dx = 0 

besteht, wobei (p{x) eine stetige Funktion von x ist, so ist identisch 
(p{x) =0. Diesen Satz, der genau ebenso auch fiir mehrfache Integrale 
gilt, beweist man sehr einfach indirekt. Ware (p {x) an der Stelle x = i 
von Null verschieden, etwa positiv, so gabe es auch eine Umgebung G: 
fo < ^ der Stelle in der <p{x) positiv ist, etwa groBer als (5 > 0. 
Wir setzen {x) = (% — 1^)^ {x — in G und (^) == 0 auBerhalb 

dieses In ter vails; dann ist sicherlich jrj(pdx> 0 im Gegensatz zur 

Voraussetzung. Die Behauptung (p = 0 bleibt bestehen, wenn wir der 
Funktion rj die Beschrankung auferlegen, daB ihre Ableitungen bis zur 
stetig sein sollen; wir setzen dann einfach rj z=i — ^oY^{x — 
mit 2 l> k. Aus dem Fundamentallemma folgt unmittelbar, daB die 

d 

Funktion — Fy — Fy, die wir abkiirzend mit ~[-F]y bezeichnen, in x 

Cu X 

identisch verschwinden muB, d. h. daB die, Funktion y {x) der Differential- 
gleichung 

04) ■ = = 0 

Oder ausgeschrieben 

(14 ) y Fy'y' -I- y Fy'y + Fy'^ Fy = 0 

geniigt. Dies ist die fundamentale Euler sche Differentialgleichung, deren 
Form in der Analysis und den Anwendungen imiiierwiederkehrt. Ihr Be- 
stehen ist eine notwendige Bedingung fur das Vorliegen eines Extremums. Es 
handelt sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in deren all-* 
gemeiner Losung zwei willkurliche Konstanten vorkommen, genau so viele, 
wie wir im allgemeinen zur Befriedigung der Randbedingungen brauchen. 
Wir nennen jede Losung der Eulerschen Differentialgleichung eineExtre- 
male des Minimumproblems. Den Differentialausdruck bezeichnen 
wir als V ariationsahleitung von F nach y. Sie spielt hier dieselbe Rolle 
wie der Differentialquotient beim Problem der gewohnlichen Minima. 

Wenn wir, wie dies in der Theorie der Differentialgleichungen iiblich 
ist, die Eulersche Differentialgleichung nach der hochsten Ableitung 
auflSsen wollen, so miissen wir 

Fy^y> 4= 0 

voraussetzen. Man bezeichnet diese Ungleichung als Legendresche Be- 
dingung; sie spielt eine groBe Rohe, wenn es sich um die Entscheidung 
handelt, ob eine Extremale wirklich ein Extremum liefert (vgl. auch 
§6, S,l84ff.). 
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Das Wesentliche bei den obigen Dberlegungen war die Einbettung 
der Extremale y{x) in eine Funktionenschar yix;s)—yix)-\-svix) mit 
dem Scharparameter e . DaB dieser Parameter linear auftritt, ist un- 
erheblich. Man kann und wird vielfach die Einbettung durch eine 
allgemeinere Funktionenschar y{x,£) vornehmen; dann bleiben die 
obigen Uberlegungen bestehen, wenn man 


setzt. 

Wir erwahnen ferner einen mit Nutzen zu verwendenden Sprach- 
gebrauch. Ebenso wie man die Funktion erj = Sy dls Variation von 
y{x) bezeichnet, nennt man, auch wenn rj am Rande nicht zu ver- 
schwinden braucht, den Ausdruck 


( 15 ) 


SJ = « (f'(o) = efinF, + iFy) dx^£ JJf, - A ^ ix + 




+ sFy-n - eF^rj = j{F]ybydx + F,-dy 


die Variation oder genauer die erste Variation des Integrals J, ahnHch wie 
man den mit unbestimmtem Parameter s gebildeten Ausdruck ef[x)^df 
als Differential der Funktion i{x) bezeichnet. NotwenMge Bedingung fur 
etn Minimum ist also das Verschwinden der ersten Variation. 

Allgemein nennen wir Funktionen oder geometrisch gesprochen 
Kurven, fiir welche d J verschwindet, d. h. die Extremalen, auch staiiondre 
Funktionen bzw. Kurven, indem wir damit, ahnlich wie beim ent- 
sprechenden Problem der DifferentiaJrechnung, die Moglichkeit anders- 
artiger Verhaltnisse als wirklicher Extrema zum Ausdruck bringen. — 
In der Tat gibt es viele Falle, in denen das Interesse in erster Linie 
auf das Verschwinden der Variation und nicht auf die Frage eines 
Extremums gerichtet ist. Auch Probleme dieser Art, bei denen es 
sich also nur um die Frage nach stationaren Werten handelt, nennen 
wir Variationsprobleme. 

Die von uns friiher (vgl. S. 145, 146) angefuhrten Beispiele liefern 
folgende Variationsableitungen ; 


a) 

b) 


ie gv'^ 2i e gi/^ 

^ == y) ^1 + wy"= {wy - Wxy') (i + /") ; 


c) F = yVl + 


yy"r= i -j- (Sonderfall von b) ; 


d) F = y ]/l — 


y/'= — 1 . 


Die Integration dieser Differentialgleichungen wird uns in § 4 
beschaftigen. 



§ 3- Die Euierschen Gieichnngen der Variationsrechnung. 
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2. Mehrere gesuchte Funktionen, Ganz ahnlich wie beim ein- 
fachsten Problem liegen die Verhaltnisse, wenn es sich darum handelt, 
mehrere Funktionen y{x), z{x), , , , von x so zu bestimmen, daB das 
Integral 


( 16 ) 


*1 

j-jm 


yy 


y\ z\ ..)dx 


ein Extremum wird (oder einen stationaren Wert erhalt), wobei wieder 
die Funktionswerte an den Randpunkten gegeben sein mogen. Indem 
wir auch hier willkurHche — am Rande verschwindende — Funktionen 
ifl{x), C{^)y • • • einfiihren und annehmen, daB das Funktionensystem 
y = y{x) = f{x), z = z{x) = g{x), ... ein Extremum liefert, schlieBen 
wir genau wie oben, daB die Funktion 


^(£ 3 ^, £ 2 » • • •) =/ y + + 


y'+ €^rj\z'+ ••)dx 


der Variablen £ 1 , £ 2 , ... fur £1 == 0, £2 = 0, ... ein Extremum haben 
muB. Es wird also *■* ^ 

auch schreiben konnen, 





+ ••• 


= [iiFu n + Py + + + --^dx^O. 

Wir nennen diesen Ausdruck die erste Variation von J und kdnnen 
ihn ahnlich wie oben in die Gestalt bringen 


(17) 




dj ==e^Fy^r] 




+ 






dx 4* • • • . 


wobei die RandgUeder in unserem Falle wegfallen. Da dj — 0 sein 
mu6, wenn eine der Funktionen ri,C,... willkurlich gewahlt, die 
andern Null sind, so folgt nach der obigen SchluBweise, daB gleichzeitig 
die folgenden Euierschen Differentialgleichungen bestehen: 


1 Die angehangte Null bedeutet, dafi man in dem betreffenden Ausdruck 
Sir = ‘ • ‘ = 0 ZU setzen hat. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 


11 
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= F^y^y" + z" + • • • + Fy>yy'+ Fy.J + • • ■ 
+ Fy'x — Fy^ 0, 

= Fz'y'y'^ + Fz'z^z" + - • + Fz'yy' + F^'z^^ -f. . . . 
+ Fj^=^ Oy 


Wir erhalten also hier als notwendige Bedingung fiir das Extremum 
Oder den stationaren Charakter der „Raumkurve'' y ^ f {%) , z ^ g{x) , , , , 
das Bestehen des Systems (18) von ebensoviel Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, wie es unbekannte Funktionen gibt, 

AUe oben fiir das einfachste Problem angestellten t)berlegungen 
bleiben bestehen. Neu tritt hier lediglich die Tatsache hinzu, daJB 
das Verschwinden der ersten Variation sich als notwendige Bedingung 
nicht nur fiir ein Extremum erweist, sondern z. B. auch fiir den 
Fall, daB das Integral ein Minimum wird gegeniiber Variationen der 
Funktion y , dagegen ein Maximum gegeniiber Variationen der Funk- 
tion z{x). 

Auch hier nennen wir jeie Losungskurve des Differentialgleichungs- 
systems eine Extremale, 

Das einfachste Beispiel fur die Eulerschen Gleichungen (18) liefert 
die Aufgabe der Bestimmung der kurzesten Linien im gewdhnlichen eukli- 
dischen oder auch im nichteuklidischen Raume mit dem Linienelement 


ds^ = giidx^ + gzzdy^ + + 2g^2^xdy + 2gj^^dxdz + 2g2^^dydz. 

Hier wird 

F = iSix + 2gy^y'+ + §- 22/2 + 2g23yV + , 

imd wir erhalten fiir die „geodatischen Linien'' dieses Raumes die 
beiden Differentialgleichungen 
d 


/gi2 + ^22/+5'2 8/\ 1 

+ + -..j-O, 

/+ ■••) = 0, 


d l giz + ?2%y gzz2' \ 

dx\ F ) " 


yil I 9 dgi2 

2F\dz 


welche im eukhdischen Falle mit 

d$^ = dx^ + dy^ + dz^y F = l/l + /2 

A ^0 

j/l -j- + y'® 4" <2^* 
iibergehen und durch alle Geraden des Raumes befriedigt werden* 



§ 3. Die Etilerschen Gleichungen der Variationsrechnung- 
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Die Ausbreitung des Lichtes in einem dreidimensionalen Medium mit 
der Lichtgeschwindigkeit ^{x,y,z) wird durch das Variationsproblem 


Xo 




fTTV' 




<p(x, y, z) 


dx = Min. 


gekennzeichnet. Indem wir allgemeiner die Lichtgeschwindigkeit noch 
von der Richtung des Lichtstrahles abhangig denken und demgemaB 
durch einen Ausdruck <p{x,y,z,y\z') darstellen, kbnnen wir das 
Problem der Bestimmung der Lichtstrahlen, d. h. das Problem der 
geometrischen Optik, als vollig aquivalent mit unserer Aufgabe be- 

l/-J y 2 

trachten, wobei einfach F = ~ — -j— - zu setzen ist. 

<p{x,y,z,y',z') 

3, Auftreten hoherer Ableitungen. Wenn es sich um ein Variations- 
problem fiir das Integral 


(19) 


J =fp {x, y. y. y", ■■■, /“>) d x 


handelt, wo F eine gegebene Funktion der Argumente x,y,y',,.., y^*^ 
ist und zum Vergleich alle Funktionen mit stetigen Ableitungen bis 
zur Ordnung zugelassen werden, bei denen am Rande die Ftmk- 
tionswerte und die Werte der Ableitungen bis zur {n — 1)^®^ Ordnung 
gegeben sind, so konnen wir die Eulersche Differentialgleichung ganz 
analog aufstellen. Verstehen wir wieder unter 'yj[x) eine willkurliche, 
mit ihren Ableitungen bis zur {2n)^^^ Ordnung stetige Funktion, welche 
nur in den Randpunkten x == Xq, x == x^ den Bedingungen rj{x) — 0, 
rj'{x) =0, =0 unterworfen ist, so erhalten wir genau 

wie oben fiir die erste Variation 6J = J{y + den Ausdruck 

% 

[Fj, rj + Fy'Yj' + * * • A- Fy{n) dx , 

«0 


und hier kdnnen wir wiederum durch fortgesetzte Teilintegration unter 
dem Integral alle Ableitungen der Funktion rj fortschaffen, so daB dj 
in die Gestalt iibergeht 

aa 


(20) dJ = ejr,[Fy-{-F, 


V 


+ (- 1 )” 






dx. 


Wir erhalten daher nach dem obigen Lemma als notwendige Bedingung 
fiir das Extremum die Differentialgleichung Ordnung 


( 21 ) = 


dx 




die wir wiederum als Eulersche Gleichung bezeichnen. Die im all- 
gemeinen Integral von (2'1) vorhandenen 2n Integrationskonstanten 
konnen wir uns durch die 2« Randbedingungen festgelegt denken. 

n* 
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Ganz entsprechend lauten die Systeme von Enlerschen Gleichungen, 
die wir erhalten, wenn es sich nm die Bestimmung mehrerer Funk- 
tionen y, z, , , , aus einem Variationsproblem 

jF{x,y, = Min. 

handelt. 

4 * Mehrere unabhSngige Variable. Das Variationsproblem der Be- 
stimmung der Extrema von mehrfachen Integralen fiihrt zu einer oder 
mehreren partiellen Differentialgleichungen ftir die gesuchten Funk- 
tionen, so wie die bisher behandelten Aufgaben zu gewohnlichen Diffe- 
rentialgleichungen fiihrten. Wir betrachten etwa die Aufgabe, das iiber 
ein gegebenes Gebiet G erstreckte Do^ljpelintegral 

(22) J =JjF [x, y, u, Uy) dx dy 

(} 

durch eine mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene 
Funktion u zum Extremum zu machen, wobei die Randwerte der Funk- 
tion vorgegeben sein mogen. Wiederum verst ehen wir unter 
eine willkiirliche Funktion, der wir spater die Randbedingung = 0 
auferlegen wollen, und erhalten als notwendige Bedingung fiir das 
Extremum das Verschwinden der ersten Variation 

dj = 

Oder, anders ausgedriickt, die Gleichung 

(23) ^ ejj {FuV + -F«x + Fuy ny) dxdy= 0, 

G 

die wir nun ebenfalls durch Teilintegration umformen. Wir setzen — 
wie iiblich — voraus, daB die Randkurve P von G eine stiickweise 
stetig sich andernde Tangente besitzt. Dann ist nach dem GauBschen 
Integralsatz^ 

ffiVxFuAVyFuy) dx dy=j rj (F„, dx)- f ft} (^F„^+^F„] dx dy. 

Q r a ^ ^ 

Wir erhalten also 

6/ = e {f„ - A j dy 

+ ^jviPux^y — Fu^dx) 
r 

= ff dulFJ^dxdy + j du(FuJy — F^^dx) = 0 
G r 

^ Siehe etwa R. Courant: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrech- 
nung Bd. II, S. 246. 
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und, wenn wir entsprechend der Voraussetzung fester Randwerte von 
u am Rande rj := o fordern, 

( 24 ) dJ^efJv{F,- - ^Fj^dxdy = 0 . 

G 


Die Gleichung <5 / = 0 muB bei willkurlichem, stetig differenzierbarem i] 
bestehen. Da das Lemma aus Nr. i genau so fiir mehrfache Integrale 
gilt und bewiesen wird wie fiir einfache, schlieBen wir unmittelbar auf 
das Bestehen der Eulerschen Differentialgleichung 

( 25 ) == Fux *4“ ■P'tt = 0 

Oder ausgeschrieben 


^UxUx^XX “b ^^UxUy'^Xy "4" ^UyUy^yy 4“ ^UxU ^X 4" ^Uyu'^y 

+ Fuxx 4 " Fuyy 


Alls der Mannigfaltigkeit aller Losungen dieser Gleichung muB nun 
ein Individuum gemaB der gestellten Randbedingung bestimmt warden 
[Randwertaujgahe ) . 

Entsprechend erhalten wir ein System von solchen Differential- 
gleichungen, wenn mehrere unbekannte Funktionen zu bestimmen sind, 
und eine Differentialgleichung Ordnung 


( 26 ) 


I d® p . ^ P <92 P 

^ ^xdy "t ' * * 

+ i-^r^.F^....y = 0. 


wenn die Funktion F die Ableitungen u^, Uy, . . ^yy.,,y bis zur 

Ordnung enthalt. 

Als Beispiel betrachten wir F = i{ul + ul) (vgl. S. 153)- Hier ist 
die Eulersche Gleichung die ,,Potentialgldchung'' 


Au + Uyy 0 . 

Die Funktion F = ^{AuY ==^ + u^^Uyy li^yy liefert die 

Eulersche Gleichung 

AAu — ^xxxx 4~ '^'^xxyy 4“ '^yyyy ~ 


dieselbe Eulersche Gleichung erhalten wir fiir den Integranden 
— c{u^^Uyy — u]^y) bcl konstautem c. 

Das Problem der Minimalfldchen, d.h. der Integrand F = /l + 4 4" 
fiihrt auf die Eulersche Differentialgleichung 


^xx (1 4” 4) ^^xy ^x 4“ ^yy (l 4” B • 

5. Identisches Verschwinden des Eulerschen Differentialaus- 
druckes. — Divergenzausdriicke- Es kann der Fall eintreten, daB 
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der Eulersche Differentialansdriick zu einem Integranden y>y\ • • •) 
identisch fiir jede eingesetzte zulassige Argumentfimktion verschwindet. 
Da man zulassige Argumentfunktionen konstruieren kann, fiir welche 
an einer beliebigen Stelle x die GroBen y,y', . vorgeschriebene Werte 
annehmen, so ist das hinsichtlich der Argumentfunktion y identische 
Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes [jF]^ damit gleichbedeutend, 
daB dieser Ausdruck identisch verschwindet, wenn man in ihm 

y>y'>*-- si-ls unabhangige Parameter ansieht. Genau das Ent- 
sprechende gilt fiir das identische Verschwinden des il^ulerschen Diffe- 
rentialausdruckes, wenn die Argumentfunktion von mehreren un- 
abhangigen Veranderlichen abhangt. 

Der einfachste Fall ist der des Integranden F [x, y, y') . Das 
identische Verschwinden des Eulerschen Differentialausdruckes 

— — Fyyy" zieht zunachst nach .sich, daB Fyy^Q 

ist, F also die Gestalt F == A{x,y) +y'B{x,y) hat. Die Eulersche 
Differentialgleichung geht danach in die Integrabilitatsbedingung 

dA clB _ 

dy dx 

tiber, und es wird das Integral 

a> X 

fFdx=JiA+ By') dx=j[AdxA- Bdy) 

von der Integrationskurve tatsachlich unabhangig nach einem be- 
kannten Satz der Integralrechnung^. FaBt man die obere Greuze x als 
Variable auf, so geht das Integral in eine Funktion G{x, y) der oberen 
Grenze iiber, und es wird 

F{x.y,y') = 

eine Beziehung, die, wie man sofort erkennt, nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreichend fur das identische Verschwinden des Euler- 
schen Differentialausdruckes von F ist. 

Ahnlichliegen die Verhaltnissebei einem IntegrandenjF(%,y,y', . . .,y^”^). 
Es gilt: Notwendig und hinreichend fur das identische Verschwinden 
des Eulerschen Differentialausdruckes [F]y ist die Darstellbarkeit von 
F in der Form 

IT 

wobei y, y nur noch Ableitungen von y bis zur 
{n — Ordnung enthalt. 

DaB diese Bedingung hinreichend ist, kann man entweder unmittel- 
bar durch Rechnung hestatigen oder aus der Tatsache schlieBen, daB 

^ Wie wir sogleich sehen werden, ergibt sich diese Unabhdngigkeit auch 
direkt aus dem identischen Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes. 
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X\ 

das Integral a; nur von den Werten der Function y und ihrer 

:»o 

Ableitungen bis zur {n— 1)*®“ Ordnung an den Endpnnkten abhangt 
und somit bei beliebiger diese Randwerte festlassender Variation 
der Funktion im Innern sich nicht andert, was das identische Ver- 
schwinden der ersten Variation und somit des Eulerschen Ausdruckes 
zur Folge hat. 

Um die Bedingung als notwendig zu erkennen, betrachten wir eine 
Funktionenschar y{x, oc) mit dem Parameter und mit festen, d. h. 
von a unabhangigen Rand^erten von y, v', . . Bezeichnen wir 
das Integral fur die Argumentfunktion y{x, (x) mit J{(x), so wirdnach 
den Formeln fiir die erste Variation 





also nach Voraussetzung == 0. Das Integral J hangt also nicht von 

a ab und ist somit lediglich eine Funktion der Koordinaten Xq und % 
und der Werte von y und den w — 1 ersten Ableitungen an den End- 
punkten. Denken wir uns den Anfangspunkt festgehalten und die 
obere Grenze x^ variabel, so erhalten wir also eine Gleichung der Form 


jF{x,y,y', .... y(*>))dx= G(x,y,y, y(«-i)), 

Xo 


aus welcher durch Differentiation nach der oberen Grenze die Be- 
hauptung folgt. 

Bei Integralen mit Argumentfunktionen von mehreren Verander- 
lichen liegen die Verhaltnisse ganz analog, wenn der Integrand 
F(x, y, u, Uj,) nur Ableitungen erster Ordnung enthalt. Man ge- 
langt dann, ahnlich wie oben, zu folgendem Satz : Notwendig und hin- 
reichend dafiir, dap der Eulersche Ausdruck [F]^ identisch in der Argument- 
funktion u verschwindet, ist die Darstellbarkeit von F in der Gestalt 

F = + By , 


wo A und B Funktionen von x, y und u sind. Einen Ausdruck dieser 
Form nennen wir einen Diver genzausdruok. 

Fin Divergenzausdruck Idfit sich auch durch die Forderung charakte- 


risieren, daP das Doppelintegral j jFdxdy seinen Wert nicht andert, wenn 

a 

wir die Funktion u so variieren, dap eine Ahdnderung nur in einem inner en 
Teilgebiet von G'auftritt. 

Nach dem GauBschen Integralsatz wird 


j jFdxdy = j (Ady ~ Bdx ) , 
0 r 
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wobei das Integral rechts ein im positiven Sinne nm die Kurve F zu 
erstreckendes Knrvenintegral ist. 

, Etwas komplizierter kdnnen die Verhaltnisse liegen, wenn der In- 
tegrand F partielle Ableitungen von hoherer als erster Ordnung enthalt. 
Es bleibt dann zwar anch noch der Satz bestehen, daB notwendig und 
hinreichend fiir das identische Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes 
die Darstellbarkeit von F in der Form 

F ^ 

ist, d. h., daB F ein Divergenzansdruck ist; es ist jedoch im allgemeincn 
nicht moglich, hierbei A und B so zu wahlen, daB die Ordnung der 
hdchsten in ihnen auftretenden Ableitungen niedriger als bei F ist. 

Das einfachste Beispiel eines Divergenzausdruckes zweiter Ordnung 
ist der Ausdruck F = Es besteht die Beziehung 

F = {^x'^yy)z {'^x'^xy)y ^ "b 

— ^ 2 {'^x'^y)xy • 


Ein weiteres Beispiel wird durch die Identitat: 



UxxUy 

d 

dx 



iu % + 1) i/f +«'r+^. 

.(«* + 1) '+ Wx + M? 


geliefert. Der Ausdruck 

^xx'^yy '^xy 

(1 + -f tilf 

ist bekanntlich die mit (1 4- multiplizierte GauBsche Kriim- 

mung der Flache z ^ u[x,y), und der Divergenzcharakter dieses Aus- 
druckes kommt in der bekannten Tatsache zur Geltung, daB das In- 
tegral der Kriimmung uber ein Flachenstiick, die Totalkrummung dieses 
Flachenstiickes, nur von den Randstreifen des Flachenstiickes abhangt. 

Eine weitere unmittelbare Folgerung aus unserer Einsicht ist der 
folgende Satz: Wenn die Integranden zweier V ariationsfrobleme sich nur 
additiv durch einen Divergenzausdruck unterscheiden, so sind die 
Eulerschen Gleichungen und damit die Extremalenscharen der heiden 
V ariationsprohleme miteinander identisch. (Vgl. S. 181, ^Anm. 1.) 

6. Homogene Form der Eulerschen Differentialgleichungen. Bei 
geometrischen Problemen, wo es sich urn die Bestimmung von Kurven 
Oder Flachen durch Minimumforderungen handelt, ist es der Natur 
der Aufgabe angemessener, wenn man keine der Koordinaten als un- 
abhangige Variable auszeichnet, sondern zu einer Parameterdarstellung 
X = x{t), y y (/5) der Kurve bzw x = x{u, v) , y = y{u, v) , z ^ z{u, v) 
der Flache usw. ubergeht, wobei t bzw. u und v die unabhangigen Para- 
meter sind und von den Funktionen x, y, z vorausgesetzt wird, daB 
nicht gleichzeitig die Gleichungen 

X y 0 bzw. ^uyv ““ ^vyu yu^v yv^u b 
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bestehen. Dabei ist durch Punkte die Differentiation nach t bezeichnet. 
Wir betrachten zunachst das einfachste Variationsproblem, welches 
die Form hat 

Xt tt 

( 27 ) J = jF[x,y,^dx= J%{x,y,x,y)dt = Min., 

Xq to 

wobei 

% = xF{x,y,^ 

gesetzt ist. Diese Funktion g ist „homogen'' vom Grade 1 in den Ab- 
leitungen x,y; sie geniigt fur alle k der Homogenitatsrelation 

( 28 ) ^y) = k%[x,y,x,y) 

und der daraus durch Differentiation nach k fiir k== i folgenden 
Gleichung 

(29) + 


Ist umgekehrt ^ irgendeine homogene^ Funktion ersten Grades in 
X und y , geniigt also % der Gleichung (28), so bestimmt das Variations- 
problem eine von der Wahl des Parameters unabhangige 

Kurve. Denn wenn durch die Parametertransformation i{ = ^(T) mit 
dtldr>0 das Intervall in das Interval! iibergeht, 

so wird mit Riicksicht auf (28) 




= j%{x,y,x,y)^dx = j%{x,y,x,y)dt. 

To to 

Das Vanationsprohlem ist also gegeniiber einer den Durchlaufungssinn 
nicht dndernden Parametertransformation invariant, die Extremalenkurven 
hdngen von der Wahl des Parameters nicht ab. 

Zu dem homogen gemachten Problem gehoren nunmehr zwei Euler- 
sche Differentialgleichungen 

(30) = = 


die zusammen mit der Relation (29) im wesentlichen mit der urspriing- 
lichen Differentialgleichung (14) aquivalent sein miissen, also nicht un- 
abhangig voneinander sein konnen. Diese Abhangigkeit erhalten wir, 

1 Bei den geometrischen Beispielen ist h^ufig die Funktion ^ nur positiv- 
homogen, nicht aber im vollen Sinne homogen In diesem Falle miiBte namlich erne 
Kurve, im entgegengesetzten Sinne durclilaufen, den entgege ngesetz ten Integralwert 
ergeben, wahrend z. B. die BogenUnge, definiert durch + y^dt mit positiver 
Quadratwurzel, unabhangig von dem Durchlaufungssinn immer denselbenWert hat. 
Auch ftir solche nur positiv-homogenen Integranden gelten nnsere obigen 
tJberlegungen ungeandert. 
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indem wir aus (29) durch weitere Differentiation die folgenden Identi- 
taten herleiten: 

= 0 , ^%xy y%yy ^ ^ f 

%xx • %xy " %yy ~ y^ • ^y * * 

Den gemeinsamen Wert 

%iy _ §yy 

y2 xy 

pflegt man mit bezeichnen. 

Ans den obigen Identitaten ergibt sich 

§a: — = ^%xx + y%xy — %xx ^ %xyy Si® ^ Siy ^ 

= y [§*» - %iv + i^y - y*) SJ - 

%y-^ii = -X[%xy - %iy + (xy - yx) , 

so daB die beiden Gleichungen (30) dutch die Identitat 

(31) xi%, - ^i) + y(3r, - fji) = 0 

verbunden sind und z. B. durch die eine 

( 32 ) %xy-%xy + {iy-yx)%^==^0 

ersetzt werden kdnnen. 

Ganz analog liegt die Sache, wenn es sich um die Bestimmung 
mehrerer Funktionen einer Vaiiablen handelt. Hier geht das Vari- 

ationsproblem F{x,y, z,y\ z')dx = Min. liber in das Problem 

ti Xq 

f^(x,y, z,x,y, z}dt =:= Min., mit ^ = xF(x, y, z, yjx, z/x), und die 
u 

Funktion % ist jetzt homogen vom Grade 1 in den Variablen x, y, z. 

Der Vorteil, den die homogene Darstellung gewahrt, ist nicht nur 
der formale der Symmetrie. Z. B. entziehen sich Kurven, auf denen x 
nicht monoton anwachst — etwa geschlossene Kurven der Dar- 
stellung in der Gestalt y y{x), so daB sie in nichthomogener Dar- 
stellung nicht ohne weiteres zu behandeln sind. 

Bei mehrdimensionalen Variationsproblemen gestaltet sich die homo- 
gene Darstellung folgendermaBen. Werden in dem Integral 

jj^F{x,y,z, z^, Zy) dx dy 

die Variablen x, y und die Funktion z als Funktionen zweier Parameter 
u, V angesetzt, so daB die Funktionaldeterminante von x und y nach 

e(..y) 
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von Null verschieden ist, so wird 


z^yv ^vyu — z^Xu 

XuVv- V — ~ ’ 


und das Integral erhalt die Gestalt 


jjpix, y, z, Zx, Zy) dx dy 


(33) 


y. 

=//g(«. y. 


S{y- z) . d{x, y) _ . d{x, y)\ d(x,y) , , 

6(u, v) ' d{u, v)' 6{u, v) ' d{u, v) ) d(u, v) 


^(y. x) y)\ 

d(u, v) * d{u, v) ' d{u, v)/ 


dudv . 


Hierbei ist der Integrand % homogen vom ersten Grade in den letzten 
drei Argumenten. Die oben im Falle einfacher Integrate abgeleiteten 
Relationen, insbesondere die Abhangigkeit (31) und die symmetrische 
Gestalt (32) der Differentialgleichung lassen sich sinngemaB auf den Fall 
mehrerer Veranderhcher iibertragen. Da wir jedoch spater keinen 
Gebrauch davon zu machen haben, verweisen wir lediglich auf die 
Literature. 

7, Variationsprobleme mit Erweiterung der Zulassungsbedin- 
gungen. Satze von du Bois-Reymond und Haar. Wir haben bidier 
fiir die bei der Variation zulassigen Vergleichsfunktionen die Forderung 
stetiger Ableitungen bis zur hdchsten in der Eulerschen Differential- 
gleichung vorkommenden Ordnung erhoben. Vom Standpunkt des 
Variationsproblems aus erscheinen diese Forderungen unnatiirlich scharf ; 
z. B. hat das Variationsproblem mit dem Integranden F{x,y,y') schon 
dann einen Sinn, wonn lediglich stiickweise Stetigkeit der ersten Ab- 
leitung gefordert wird und xiber die zweiten Ableitungen keinerlei Vor- 
aussetzungen gemacht werden. Es ware nun a priori denkbar, daB bei 
einer solchen Lockerung der Zulassungsbedingungen sich eine andere 
Losung ergeben konnte, welche gar nicht mehr der Eulerschen Diffe- 
rentialgleichung geniigt. 

Betrachten wir zunachst ein eigentliches Minimumproblem und nehmen 
an, daB die Funktion y (x) mit stetiger erster und zweiter Ableitung ein 
Minimum liefert gegentiber ebensolchen Vergleichsfunktionen. Dann Uefert 
die Funktion y {x) auch noch ein Minimum gegeniiber solchen Vergleichs- 
funktionen 3/*, fur welche nur Stetigkeit der ersten Ableitung vorausgesetzt 
wird, Denn nach dem WeierstraBschen Approximationssatz konnen wir 
die Ableitung y*' durch ein Polynom f{x) und die Funktion y* durch 
das Polynom p{x), das obendrein noch die Randbedingungen 3{)(:s!:o) = yo, 


^ Vgl. Bolza, O : Vorlesxingen liber Variationsrechnung, S. 666 — 671* Leipzig 
1909. — JCoBB, G.: Sur les maxima et minima des int6grales doubles. Acta Math. 
Bd, 16, S 65-140. 1892/93. 
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P (%) = Vi erfullt, mit beliebiger Genauigkeit ersetzen ^ ; es wird sich 
also auch J[p] beliebig wenig von J[y*] unterscheiden. Da aber p{x) 
eine zulassige Vergleichsfunktion mit stetigen zweiten Ableitungen ist, 
ist J{j>] ^ /[y] ; also ist auch J{y*] ^ J{y] . 

Wenn wir von vornherein das Minimumproblem — oder allgemein 
das Problem eines stationaren Wertes — schon unter den erweiterten 
Zulassungsbedingungen stellen und also von der Losung nur wissen, daB 
die erste Ableitung stiickweise stetig ist, so bleibt die Frage, ob diese 
Funktion von selbst noch Ableitungen hoherer Ordnung besitzt und 
der Eulerschen Differentialgleichung geniigt. Diese Frage wird in posi~ 
tivem Sinne durch den folgenden Satz von du Bois-Reymond beant- 
wortet: Wenn bei einem VciriaiionsprobleinmitdemIntegfandenF{Xjy,y') 
— den wir als zweimal stetig dijferenzierbar nach seinen Argumenten voraus- 
gesetzt haben — die erste Variation verschwindet fur eine stetige mit stiick^ 
weise stetigen ersten Ableitungen versehene^ am Rande verschwindende 
Funktion y (x) gegenilber alien Variationen mit denselben Stetigkeitseigen- 
schaften, dann geniigt die Funktion y {x) der Eulerschen Differentialglei- 
chung und hesitzt stetige Ableitungen zweiter Ordnung, falls fiir sie Fy.y^ =|= 0 
ist* Das Verschwinden der ersten Variation zieht also von selbst die Exi- 
stenz und Stetigkeit der zweiten Ableitung und das Bestehen der Eulerschen 
Differentialgleichung nach stck 

Dem Beweise schicken wir einen einfachenHilfssatz voraus : Wenn (p{x) 
eine im Integrationsintervall stiickweise^ stetige Funktion ist und wenn die 
Gleichung 

j(p (x) tj (x) dx ^ 0 

besteht fur heliehige stiickweise stetige Funktionen fj{x), welche der Be- 
dingung 

jri (x) dx = 0 

^ Man bilde namlicb nach dem Approximationssatz von Weierstrasz, unter e 
eine willkhrlich vorgegebene positive GroBe verstanden, ein Polynom q'(x), das 
sich fiir von der Funktion y ♦'(;!;) um wemger als el2{Xi — Xq) unter- 

scheidet. Dann nimmt das Polynom 

=^0 + 

*b 

den vorgeschriebenen Anfangswert an und unterscheidet sich im ganzen Inter- 
valle von y*{x) hochstens um ^/2. Um ein Polynom zu erhalten, das auch den 
vorgeschriebenen Endwert erreicht, braucht man nur die hneare Funktion 

I (x) = ^ hinzuzufiigen und bestatigt leicht, daB p(x) = q (x) + / (x) 

X^ •— Xq 

aUe im Texte genannten Eigenschaften besitzt. 

2 VgL Kap. II, S. 39. 
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genugen, dann ist (p (x) eine Konstante, Zum Beweise beachten wir, daB 
fiir ein konstantes 99 sicher die obige Relation erfiillt ist. Wir bestimmen 

Xt 

nun eine Konstante c so, daB {cp -- c)dx ^ 0 ist; dann besteht zu- 
gleich mit der vorausgesetzten Gleichung hp rj dx 0 auch die 
Gleichung {<p — c) r] dx = 0. Nunmehr diirfen wir aber t] = <p -- c 

«o a?! 

setzen und gewinnen die Gleichung ((p — c)^dx = 0, aus welcher die 
Behauptung unmittelbar folgt. 

Auf genau dieselbe Weise folgt iibrigens der allgemeinere Satz: Wenn 
cp (x) eine stiickweise stetige Funktion ist, welche der Bedingung 
genilgt fur die stiickweise stetigen Funktionen, welche den Bedingungen 

X^ X\ flJj, 

XT] dx = 0, . , . , j x^ fj dx = 0 

Xq Xq Xa 

genugen, so ist cp ein Polynom n^^^ Grades: cp ^ c^-^- c^x - + c^x'^. 

Zum Beweise des du Bois-Reymondschen Satzes bemerken wir, daB 
genau wie friiher mit einer willkurlichen, am Rande verschwindenden, 
stetigen und mit stuckweise stetiger Ableitung versehenen Funktion 
i^{x) die Gleichung besteht: 

f[F , f + = 0 . ? w = c(%) = 0 . 

X 

Wir setzen zur Abkiarzung Fy = A', Fy^ = B, jFydx = A und er- 
halten, wenn wir partiell integrieren: 

l{A'C + BC')dx=fC'(B -A] dx=0. 

Nunmehr durfen wir die Funktion stuckweise stetig, im 

iibrigen willkurlich wahlen, wenn wir durch Erfiillung der Bedingung 

J ^dx ^ C{Xj) — == 0 den Randbedingungen fiir f genugen. Die 

x» 

Anwendung unseres obigen Hilfssatzes ergibt dann sofort: 

X 

( 34 ) B — A = Fy'-- jFydx == c, 

Xo 

wo c nicht von x abhangt. Diese Gleichung tritt zunachst an Stelle 
der Eulerschen Differentialgleichung. Wegen der Differenzierbarkeit 





174 


IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 


von j Fydx folgt aber nunmehr die Differenzierbarkeit der Hnken Seite 

und damit die Eulersche Gleichung 

(34a) Fy' — Fy = 0. 

1st nun F zweimal stetig nach seinen Argumenten differenzierbar, ist 
ferner die Legendrescbe Voraussetzung FyY =1= 0 erfiillt, so folgt, da6 
die stiickweise stetige Funktion y' sogar stetig ist und eine stetige 
Ableitung besitzt. Zunachst laBt sich namlich y' wegen Fy^- + 0 als 
stetige, stetig differenzierbare Funktion (p{x,y,Fy) ausdrucken. Da 
nun Fy- wegen (34) eine stetige Funktion von x ist, gilt dasselbe auch 
von y. Somit sind auch die Argumente y und F/ von q> stetig 
differenzierbar, und es gilt deisselbe von y'. 

Durch Anwendung des verallgemeinerten obigen Hilfssatzes laBt 
sich das du Bois-Reymondsche Resultat unmittelbar auf einen Inte- 
granden F{x,y,y', . . yt”)) ausdehnen; die nahere Durchfiihrung kann 
dem Leser iiberlassen bleiben. 


Bei Variationsproblenaen mit mehr unabhangigen Veranderlichen 
liegen die Verhalltnisse etwas komplizierter. Es gilt hier, wenn man bei 
ein em Problem mit dem Integranden F{x, y, u, «*, Uy) den Bereich der 
Vergleichsfunktionen durch Zulassung aUer stetigen Funktionen mit 
stiickweise stetigen ersten Ableitungen erweitert, nicht mehr der Satz, 
dal3 das Verschwinden der ersten Variation von selbst das Bestehen der 
Eulerschen Differentialgleichung und die Existenz und Stetigkeit der 
zweiten Ableitungen nach sich zieht. Aber auch bei mehreren Dimen- 
sionen gibt es ein Analogon des du Bois-Re 5 unondschen Satzes, es gilt 
namlich der folgende Satz von Haar; Das Verschwinden der ersten Va- 
riation des Integrals iiber F{x, y,u,u^,Uy) bei stetigem u und stiickweise 
stetigen Ableitungen u^, Uy ist gleichbedeutend mit der Gleichung 


( 35 ) 


jjFudxdy =J{F„^dy — F^dx) , 


wobei das Integral links iiber irgendeinen einfach zusammenhdngenden 
von stiickweise glatten Kurven begrenzten Teilbereich B von G und das 
Kurveninfegral rechts in 'positivem Sinne um den^Rand R von B zu er- 
strecken ist In dem spezieHen Fall, wo F von u nicht explizite ab- 
hangt, driickt also der Satz von Haar das Verschwinden des rechts 
stehenden Integrals fiir eine geschlossene Kurve i? aus, was gleich- 
bedeutend mit der Existenz einer Funktion ^(x,y) in jedem ein- 
fach zusammenhangenden Teilgebiet von G ist, fiir welche das System 
von Differentialgleichungen 

F^^ = jF||y = 
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besteht. Die obige Integralrelation bzw. dieses System Von Differential- 
gleichungen erster Ordnung tritt also hier an Stelle der Eulerschen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Zum Beweise des Satzes von Haar genugt es, die Integralrelation 
fiir den Spezialfall zu beweisen, dafl B ein Quadrat ist. Sie gilt dann 
ohne weiteres auch fiir ein Gebiet, das aus endlich vielen Quadraten 
besteht, woraus man in bekannter Weise den Satz fiir ein beliebiges 
Gebiet erhalt. Wir betrachten also ein achsenparalleles Quadrat: 

^ y ^ Das Verschwinden der ersten Variation fiir 
dieses Quadrat B driickt sich durch die Gleichung: 

j f {Pu C + Fux fic + Cy) dxdy Q 


aus, wenn am Rande des Quadrates t verschwindet. Wir speziahsieren 
nun die Variation ^{x,y), indem wir setzen f {x, y) = v {x) w{y), wo v (x) 
fiir x^Xq, x^i^ und w{y) fiir y — y©, yi verschwindet. So erhalten wir die 
Gleichung : 

j J(F^vw + + Fu^v w') dxdy = 0, 

aus der wir nunmehr durch zweimaHge Anwendung des du Bois-Rey* 
monds^hen Satzes das gewiinschte Resultat folgendermaBen erhalten. 
Mit den Abkiirzungen: 


Fux == y) > ^uy == y ) , 

y X 

JFu^ dy = a {x, y ) , jFu,dx = B {x, y ) , 
2/0 ^ 


Fu=C^y{x.y)-, 
jF„dx = Cy{x,y); 

a. 


y x 


j jp^dxdy = C{x,y), 




ergiht sich durch partielle Integration 


Oder 


jdyl ({—Cyv'w + Ayv'w — Bv'w')dx 
h I 

Vx 

fdxv'l f{-C, w ■+- AyW — B w') dy 


= 0 


0 . 


^ 1 2/0 

Da v' die Ableitung einer willkiirlichen am Rande verschwindenden 
Funktion war, so ist nach dem obigen Hilfssatz 

Vx 

j {—CyW -^-AyW — Bw') dy ^ c, 


wo c nicht von x abhangt, oder nach partieller Integration 


j(C -A-B)w'dy = c. 

Vo 
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Indem man in diescr Gleichung einmal x=^Xi, dann % = % setzt und 
beide so entstandenen Gleichungen voneinander abzieht, entsteht, indem 
wir noch C — A — B = D setzen, 

Vx 

/ = 0 . 

2/d 

Nochmalige Anwendung des du Bois-Reymondschen Satzes liefert 
'D(%.yi) - = ^{xx.yo) - 

d. h. die zu beweisende Gleichung 

(350 / jFudxdy 

wobei das zweite Integral fiber den Rand des Quadrates zu erstrecken ist. 

8 . Andere Variationsprobleme und ihre Funktionalgleichungen. 
Die bislier betrachteten Variationsprobleme bezogen sich auf Funk- 
tionenfunktionen, welche durch Integration eines gegebenen Differential- 
ausdruckes in der Argumentfunktion entstehen. Vielfach jedoch ist 
man veranlafit, auch andersartige und aUgemeinere Typen von Funk- 
tionenfunktionen dem Variationsproblem zugrunde zu legen. Einige 
Beispiele mogen zeigen, wie man ganz nach dem oben angegebenen 
Muster dabei zu anderen Funktionalgleichungen gelangt, welche die 
RoUe der Eulerschen Differentialgleicbungen ubernehmen. 
a) Es soli der Ausdruck 

/[?] =/ jK[s,t)(p{s)(p{t)dsdt+jcp{sYd$ — 2 l(p{s)i{s)ds 

stationar gemacht werden, wobei K{s,t) eine gegebene stetige sym- 
metrische Funktion von s und t, f{s) eine gegebene stetige Funktion 
von s und 99 (s) eine stetige Argumentfunktion bedeutet. Alle Integra- 
tionen sind fiber ein gegebenes Intervall a^s^b, a^t^b zu er- 
strecken. Ersetzt man (p durch f + eC luid betrachtet J[q> + sC] — ^{e) 
als Funktion von e, so erhalt man nach einfacher Umformung 

b r b 

^ ,=o “ + 9(^) - f{^ dt. 

a La 

Die Forderung 5 / = 0 liefert also als Eulersche Gleichung die Integral- 
gleichung 

b 

jK{s,i}<p<^)ds + q>{t) — f{t} = 0. 

a 

Man wird in diesen Zusammenhang leicht die Variationsprobleme ein- 
ordnen, mit deren Hilfe wir in Kap. Ill die Integralgleichungen mit 
symmetrischem Kern K(s, t) behandelt haben. 
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b) Es soil der Ausdruck 

00 

=j[pix) 2(p{x + \) (p{x — \) — <p^ {x) — 2<p{x)f[x)]dx 

- CX3 

stationar gemacht werden, wobei die Argumentfunktion im ganzen In- 
terval! — 00 <. X a -]-oo stetig and mit stiickweise stetigen Ableitungen 
versehen sein soil Das Verfahren zur Bildung der ersten Variation er- 
gibt nach leichter Umformung 

v-4;[9>+en|„„ 

+ 00 

= 2ej!;(x)[{f(py-\-<p(x + 2) + (fix — 2) — (fix) — fixyidx, 

- OO 

imd die Eulersche Funktionalgleichung, welche das Verschwinden der 
ersten Variation bei willkurlichem f ausdriickt, lautet' 

-r- (p(x + 2) — (p{x — 2) -f q)(x) + fix) = 0. 

Sie ist also hier keine Differentialgleichung, sondern eine Differential- 
Differenzengleichung. 


§ 4. Bemerkungen und Beispiele zur Integration der 
Eulerschen Differentialgleichung. 


Einen systematischen Ansatz zur Integrationstheorie der Eulerschen 
Gleichungen werden wir in Bd. II durch die Theorie von Hamilton- 
Jacobi gewinnen. Hier sollen lediglich einige Benaerkungen Platz 
finden, die uns die Integration der oben angefiihrten einfachsten 
Beispiele ermoglichen. Wir beschranken uns dabei auf das Problem 


jF{x, y,y')dx 


Min. 


Enthalt die Funktion F die Ableitung y' gar tiicht, so reduziert 
sich die Eulersche Gleichung auf == 0, eine implizite Definitions- 
gleichung fiir die Funktion y [x ) . Zu beachten ist, daB in diesem Falle 
die Randwerte nicht mehr willkurlich vorgeschrieben werden diirfen, 
wenn das Problem immer eine Losung haben soil. 

Enthalt die Funktion F die abhangige Variable y nicht, so folgt 

sofort ^ = 0, also Fy^ = konst. = c, und hieraus y' — <i^{x,c), also 

y = j (p{x, c)dx; die Integration der Eulerschen Gleichung ist also durch 
eine Quadratur moglich. 

Enthalt die Funktion F die unabhangige Variable ir mctit, so ge- 
lingt die Integration ebenfalls durch eine Quadratur. Dann ist namlich 

{y'F,. - FY = y'Fy, + y'F'y - F^y" - F^y' = y'{F'y^ - F.) = 0, 


Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 
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mithin folgt aus der Eulerschen Gleichung sofort 
F{y,y) — '/Fy'iy.y') = c, 
woraus sich y' als Funktion 'P(y, c) von y und 


berechnet und 




dy 

v(^c) 


wird. 


Man kann dieses Resultat, wenigstens in formaler Hinsicht, auch 
durch Zuriickfiohrung auf den vorigen Fall erhalten, indem man be- 
acbtet, daB die Extremalkurve auch dann noch die erste Variation 
des Integrals zum Verschwinden bringt, wenn man y als unabhangige 
und X als abhangige Variable ansieht. Bezeichnet man die Ablei- 
tung nach y durch einen Punkt, so erhalt man das Variationsproblem, 
jF{y,ijx) xdy zum Extremum zu machen, in dem nunmehr die ab- 
hangige Variable nicht vorkommt. 

Von unseren Beispielen S. idO lassen sich die folgenden nach den 
hier gemachten Bemerkxmgen integrieren: 

1 . -r. 1/1 + /“. 


Beispiel b) mit yj — d. h. F 
vy 

y'F^-F=^ 




ty{i + y^) 


y 

== konst. 


Setzt man 3 / = — (1 — cos i) , so wird y 


'-f- 


:2 _ , 


ctg-j. 




Die Brachistochronen sind also die Zykloiden, die ein Punkt auf dem 
Umfang eines Kreises mit dem Radius c^l2 beschreibt, wenn dieser auf 
der A;-Achse rollt* 

c) F = yii+y'^; yF^ - F = ^ . 

y = ~(lo’\{cx + c^). 

Die Rotationsflache, die zwei gegebene Kreise verbindet, muJ3 durch 
Drehung einer Kettenlinie um ihre Achse entstehen, wenn sie mdglichst 
kleinen Flacheninhalt haben soil, 

d) yFi-F~0^ = -±. 

7 = sin (cs-f Cl). 


Die andere Koordinate x wird 

X == y*yi ~ y^ds = j sin{cs + ^i) ds = ^cos{cs + q) + c^; 

die Ldsung des isoperimetrischen Problems kann also nur ein 
Kreis sein. 
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§ 5. Randbedingungen. 

In den vorangehenden t)berlegungen sind wir stets von der Vor- 
aussetzung ausgegangen, daB am Rande des Integrationsbereiches die 
zu bestimmenden Funktionen vorgeschriebene Werte annehmen. Bei 
zahlreichen Fragen bestehen jedoch fiir die Randwerte von vorn- 
herein gar keine oder andersartige Bedingungen. Wenn bei der 
Bestimmung von Funktionen in einem fasten Grundgebiet diesen keine 
Randbedingungen auferlegt sind, so sprechen wir von freien Rdndern, 
Neben solchen freien Randern kommen bei geometrischen Problemen, 
d. h. bei der Bestimmung von Kurven oder Flachen solche Aufgaben 
vor, wo die gesuchte Kurve auf vorgeschriebenen Kurven oder Flachen 
beginnen oder endigen oder wo der Rand des gesuchten Flachenstiickes 
auf einer gegebenen Flache liegen soil. Hier wurde also das Integrations- 
gebiet der unabhangigen Variablen beim Variationsproblem nicht fest 
gegeben sein, sondern mit bestimmt werden miissen. Alle diese Fragen 
lassen sich durch eine leichte Verallgemeinerung der friiheren Ergebnisse 
behandeln, wenn man den Ausdruck fur die erste Variation dj des 
Integrals J den erweiterten Voraussetzungen anpaBt, insbesondere in 
ihm die Variation der Funktionen am Rande nicht von vornherein 
gleich Null setzt. 

1. Natiirliche Randbedingungen bei freien Randern. Bei dem ein- 
fachsten Variationsproblem des Integrates J = Jf{x, y, y')dx, wo fiir 

Xo 

die Argumentfunktion y{x) am Rande x = Xo, x=^Xi keine Bedingungen 
gestellt sind, erhalten wir unmittelbar die notwendigen Bedingungen 
fiir den stationaren Charakter aus dem Verschwinden der ers ten Variation 

dJ = Fy,dy \J[F\bydx 

[vgl. S. 160, (15)]. Zunachst ist selbstverstandlich, daB die Eulersche 
Gleichung lF]y = 0 erfiillt sein muB. Denn gewiB besteht der stationare 
Charakter von J erst recht, wenn zum Vergleich nur die engere Klasse 
derjenigen Funktionen herangezogen wird, die am Rande mit der be- 
treffenden Extremale tibereinstimmen, ftir welche also dort dy == 0 ist. 
In der Gleichung dJ = 0 haben wir also nur noch den auf den Rand 
beziiglichen Bestandteil zu beriicksichtigen. Wegen der WiUkiir von dy 
am Rande ergibt sich somit als notwendige Bedingung die ,, natiirliche 
Randbedingung' * 

Fy' = 0 ftir X Xq und x = Xj^, 

Entsprechend erhalten wir aus den Ausdriicken fiir die erste Va- 
riation (vgl. S. l6l, 164, 165) als notwendige Bedingung fiir den statio- 
naren Charakter der Integrate 

12 * 
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(36) 

jF{x,y,z, . . y',z', . . .) 

arc 

(37) 

j j F(x, y, u, Ux, Uy) dxdy, 

G 

(38) 

J 1' F(x, y, u, Ux.Uy, V, Vx, V, 


auBer den Eulerschen Differentialgleichungen die natiirlichen Rand- 
bedingungen 

Fy. = 0 und Fy = 0 fiir x =- und A: = a;i, 
dy 


dy -p p iy. ^ p -- = 0 .. 


fiir den Rand jTmit der Bogenlange s. 

Von besonderer Bedeutung wird der Begriff der naturlichen Rand- 
bedingungen dadurch, daB er ohne weiteres auf allgemeinere Typen 
von Variationsproblemen anwendbar ist, insbesondere auf solche, in 
denen die Randwerte explizite auftreten. Wichtige Beispiele werden 
durch folgende Ausdrucke gegeben: 

(39) J=jF{x,y,y')dx-q^{yo)+w{yT.)' Vo^yi^)’ yi = y('>)' 


(40) J=jjF{x,y,u,Ux,Uy)dxdy + l^{s,u,Us)ds (u,= 

G i' 

Die Variation wird dann 

( 41 ) . = j ^ydx + Wiy-i) + Fy’ {xy , y(Xy ), y(x-^))\ S 

- [¥^yo) + Py y(^o). y'(xo))] Syo 

bzw. 

(42) 6J=fl [F],dudx dy + / (e„. “J + [‘?]„) duds 


(43) 

Die zugehorigen naturlichen Randbedingungen sind: 

Fr + <p'iy)U-o, Fy- + v'{y)U,^0*: 

p ^ ~ P ~ P 0 ^(p„=0 


K d 
ds 


^u, = 0. 


Durch die Bezeichniing deuten wir an, daC in dem vorherstehcndcn 
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In dem Sonderfall 

(44) f =J j + ^lJ)dxdy + ja u- ds 

0 r 

bti stetiger Randfunktion o{s) lautet der Ausdruck fiir die Variation 

(45) dj — 2 j j + tiy,J) dudxciy 2 j + ou^duds , 

a p 

wobei djdn die Differentiation nach der auBeren Normalen auf F be- 
deutet. Fur das etwas allgemeincrc Integral 

( 44 ') J == {p{u\ + — qu^) dxdy +jp a ds, 

''d r 

in dem p{x,y) eine nebst ihrcn ersten Ableitungen in G stetige, q{x, y) 
cine in G stetige und o (s) eine auf F stetige Funktion bedeutet, wird 
in ahnlicher Weise 

(45') <5/ = — 2jj{{pUx)^ + (pUy)y + qu)Su dxdy + 2jp(^-\- au] duds. 

G r 

Setzen wir in (39) ^nd (41) speziell 

9iy) == Hy ~ ^)^ wiy) =^i{y - by, 

so lauten die natiirlichen Randbedingungen 

27 Uo‘^“3^o (^ = 0 , i ri “H yi 6 = 0. 

Der Grenziibergang I oo ergibt die Bedingung der festen Randwerte 

yo = a, yi^b, 

so dafi das einfachste Variaiionsproblem mit festen Endpunkten der Ex- 
tremalen als Grenzfall eines Problems mit freien Randern erscheint. 

Allgemein haben wir in der Hinzufugung von Randgliedern bzw. Rand- 
integralen^ ein Mittel, unter Aufrechterhaltung der Eulerschen Differential- 
gleichung die natiirlichen Randbedingungen weitgehend zu heeinflussen. 

2. Geometrische Probleme. Trans versalitat. Zur Behandlung der 
geometrischen Probleme, bei denen z. B. die Endpunkte der ge- 
suchten Kurve auf gegebenen Kurven oder Flachen beweglich sind^, 

1 Anstatt solche Randintegrale hmzuzufugen, kann man anch unter dem 
Integral Uber das Grundgebiet Divergenzausdrucke addieren. (VgL S. 168 und 
218, Anm. 1.) 

2 Die soeben behandelten „freien*‘ Render ordnen sich naturhch Her als 
Spezialfall unter. So IkBt sich z. B. die Aufgabe: 

J'F {x, y, /) dx == Mm., 

Xo 

wobei die Werte y{x^’^) und beliebig sein diirfen, auch so aussprechen: Es 

soli eine Kurve gefunden werden, deren beide Endpunkte auf den vertikalen Ge- 
raden x = Xq bzw. x = Xj liegen und die dem Integral emen inoghchst kleinen 
Wert erteilt. 
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WO also der Rand des Integrationsgebietes, allgemein zu reden, nicht 
fest gegeben ist, eignet sich am besten die Parameterdarstellung. 
Wir leiten hier die Randbedingungen fiir das Eintreten eines 
Extremums ab, wenn die zu bestimmende Kurve y {%) in der Ebene 
auf einer gegebenen Kurve T(%, y) =0 beginnen soil, wahrend der 
Endpunkt fest ist. Indem wir in dem zum Extremum zu machenden 

Integrale J F{x,yy y') dx, wo die untere Grenze Xq noch frei ist, eine 

Xo 

Parameterdarstellung x=^x{t), y^y{t) durch den zwischen festen 
Grenzen laufenden Parameter t einfiihren — wodurch die Un- 

bequemlichkeit des veranderlichen Integrationsbereiches beseitigt ist — , 

erhalten wir J == y, x, y)dt, % = xf{x, y, mit der An- 

id 

fangsbedingung T{x{tQ), y{tQ ))=0 und vorgegebenen Werten von 
und y(z5j). Wir fiihren zwei itir t = verschwindende, sonst 
willkiirliclie Funktionen ^{t), rj{t) und zwei Parameter fj, welche 

der Bedingung 

- T[x(t,) + , y(t,) + hvW] = 0 

geniigen, und formulieren die Extremaleigenschaft unserer Kurve dahin, 
daB die Funktion 

k 

Sa) = / y + . y + 

u 

fiir £3^ = 0, ^2 = 0 stationar ist, wenn 63 Bedingung ^2) = 0 
geniigen. Die Theorie der gewohnlichen Extrema lehrt die Existenz von 
zwei nicht gleichzeitig verschwindenden Konstanten X derart, daB 

£‘2 — 0 f2”0 

gilt. Wir durfen die Konstante X^ gleich 1 nehmen, da sonst = 0 , 
= 0 fiir t = Iq sein miiBte, was wir ausschlieBen wollen. Da die 

Funktionen x{t), y{t) der Eulerschen Differentialgleichung geniigen 
mussen, erhalten wir auf Grund unserer Ausdriicke fiir die erste Variation 
das Bestehen der Gleichungen 

an der Stelle t = woraus durch Elimination von X die Transver- 

salifafsbedingung 

(46) 

folgt. Eine entsprechende Bedingung muB natiirlich auch am End- 
punkt gelten, wenn auch dieser auf einer KurVe variabel ist. 
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Die Transversalitatsbedingung ist eine wechselseitige Beziehung 
zwischen der Richtung der zu bestimmenden Extremalen und der 
Richtung der Ausgangskurve. Sie ist linear in und T^, bestimmt 
also bei vorgegebener Extremalenrichtung die Richtung der Ausgangs- 
kurve eindeutig aus der der Extremalen. (Das Umgekehrte braucht aber 
nicht stattzufinden.) Zu jeder vorgegebenen Ausgangskurve kann man 
eine einparametrige Schar von transversalen Extremalen konstruieren, 
indem man durch 'jeden Punkt der Kurve eine in transversaler Richtung 
ausgehende Losungskurve der Eulerschen Differentialgleichung zieht. 

Indem wir wieder zur unhomogenen Darstellung y f[x) der Kurve 
zuriickkehren, erhalten wir wegen 

(47) ^i=F-lFy. = F-y'F^. %i^Fy, 


die Transversalitatsbedingung in der Forna 

(48) {F-y'F^)Ty-Fy.T, = 0 

Oder, wenn die Ausgangskurve in der Gestalt y = g{x) gegeben ist, 
F + {^-y')Fy, = 0. 


Dabei muB betont werden, daB die letzte Formulierung versagt, sobald 
die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine zur y-Achse parallele 
Tangent e hat; in diesem Falle tritt, wie man aus (48) abliest, die natur- 
liche RandbedingungjFy^ = 0 in Kraft. 

Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse bei der Bestimmung einer 
Raumkurve y = y{x)> z ^ z{x), welche auf einer gegebenen Flache 
T{Xyy, z) =0 anfangen, durch einen gegebenen Endpunkt 


gehen und ein Integral / ^jF{x,y,Zyy',z')dx stationar machen soil. 

*0 

Genau wie oben erhalten wir, wenn wir Parameterdarstellung einfuhren 
und f(x, y , 4^, 4 -] i == y, z, x, y, z) setzen , als Transversali- 


tatsbedingung die beiden Gleichungen 


(49) 

Oder in unhomogener Schreibweise die Bedingungen 


(50) 


TyTy:T,^[F-y'Fy.-zfF,.) 




Auch diese Bedingungen ordnen jedem Punkt der Ausgangsflache T = 0 
eine oder mehrere transversale Richtungen zu, der Flache also eine 
zweiparametrige Extremalenschar. Dagegen gehort zu jeder Ex- 
tremalenrichtung genau eine transversale Flachenrichtung. 

Selbstverstandlich gelten am Endpunkt der Kurve dieselben Trans- 
versalitatsbedingungen, wenn auch der Endpunkt auf einer Flache 
beweglich ist. 
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Im Falle der geodatischen Linien auf einer Flache oder der kurzestcn 
Linien im Raume decken sich die Begriffe transversal und orthogonal. 
Fiir* F == yi z. B. lau tet die Transv ersalitatsbedingnng 

r^. : = 1 : y' : Fiir F ^ }^e + 2fy+ gy'^ erhalten wir 

F.rFy- (6 + //):(/ + ^/); 

dies ist aber die Bedingung fur senkrechtes Schneiden, 

Ziehen wif also auf einer Flache von einem Punkte P aus das Buschel 
der geodatischen Linien^ so wird dieses Buschel von den orthogonalen 
Trajektorien transversal geschnitten. Die Lange der geodatischen Linie 
vom Punkte P bis zum Schnittpunkte Q mit einer solchen Tra'jektorie ist 
in jeder Lags als Funktion des Punktes Q stationdr. Daraus folgt, dafi 
diese Lange konstant ist und daji die Tra'jektorien, die sogenannten geo- 
ddtischen Kreise, geschlossene Linien sind. 

Der Zusammenhang zwischen Extremalen und Transversalen wird 
uns spater im zweiten Bande noch naher beschaftigen. Hier sei 
vorlaufig darauf hingewiesen, dafi im Falle der Lichtausbreitung die 
Transversalen nichts anderes sind als die Wellenfronten der in den Strahlen 
(Extremalen) sich ausbreitenden Lichiwelle, Dabei verstehen wir unter 
einer Transversalen immer eine zu emer Extremalenschar uberall trans- 
versale Kurve bzw. Flache. Wenn Transversalitdt und Orthogonalitiit 
Verschiedenes bedeuten, so heijit dies, daji W ellennormale und Strahlen- 
richtung nicht zusammenf alien. 

§ 6. Die zweite Variation und die Legendresche Bedingung. 

Wir haben in der Eulerschen Differentialgleichung lediglich ein 
notwendiges Kriterium fiir das Bestehen eines Extremums erkannt. 
Es zeigt sich in der Tat, daB die betreffende den Randbedingungen 
geniigende Extremale nur dann ein wirkliches Extremum liefern kann, 
wenn sie noch gewisse andere notwendige Bedingungen in Gestalt von 
Ungleichungen befriedigt, und die Aufstellung dieser Ungleichungen 
sowie ihre Verscharfung zu hinreichenden Bedingungen bildet ein 
wichtiges Kapitel der klassischen Variationsrechnung. Wir verschieben 
diese Betrachtungen auf den zweiten Band, woUen jedoch schon hier 
einen ersten Schritt tun, namlich fiir das einfachste Problem das 
folgende Kriterium von Legendre herleiten: 

Wenn die Extremale (p ^ u{x) das Integral J[(p\ == jF(x, (p, 9?') dx 

zum Minimum macht gegeniiber stetigen mit stiickweise stetiger crstcr 
Ableitung versehenen Vergleichsfunktionen (p{x), dann muB langs der 
Extremalen nbtwendig die Bedingung 

F^'^'{x,u,u')^0 


bestehen. 
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Zum Beweise entwickeln wir den Ausdruck 

JW\ —jF{x, (p, (p') dx 

nach dem Taylor schen Lebrsatz: 

Jl<P + «»?] = JW + eJilqp, nl+ I ’?] • 

Dabei ist 

Jii'P’V'i =/(^ 7 >’? + F^'rj)dx, 

Xa 

Xi _ 

JilV’ n] =J(FfrrV^ + 2 F,^,i,rrjri' + F^’^-rf'^) dx , 

Xq 

WO der Strich liber den Ausdriicken bedeutet, da6 darin 

fiir die Argumente statt cp und (p' die Ausdnicke 99 = 9) -f- ^9;. , 99'= 99^ -|- Qr( 
zu setzen sind; Q ist dabei ein Zwischenwert zwischen 0 und e. Da 
J fiir die Stelle (p = u stationar ist, verschwindet und not- 

wendige Bedingung fiir ein Minimum ist off enbar [^, ^ 0 fiir be- 
liebige Wahl von rj . 

Lassen wir in den Parameter e gegen Null streben, dann 

geht J2 in das Integral 

^ j <P<pV^ 2 “h F<p'<p''yi dx 

liber, und es folgt als notwendige Bedingung fiir die Extremale u 

J^lu, rj ]-^0 

Oder, wenn wir » 

die ,, zweite Variation'' von /, einfiihren, 

327^0. 

Aus dieser Integralbedingung gewinnen wir durch Ausnutzung der 
Willkur von ri die oben genannte fiir jede Stelle % des Intervalles fur 
ein Minimum geltende notwendige Differentialbedingung von Legendre. 
Um das einzusehen, wahlen wir fiir 17 eine spezielle stuckweise lineare 
Funktion, die nur in der Umgebung einer Stelle % = ^ von Null ver- 
schieden ist, namlich 

^ =: yor j fiir (X -- G^x^(Xt 

>2 == ya fiir + 

f] = 0 fiir alle iibrigen x . 
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Das Integral /g [u , rj] reduziert sich dann auf das Intervall 
0 ^ — a X oc + 0 , und es ist dort rj'^ = 1/a. Lassen wir a gegen 
Null streben, so streben die beiden ersten Bestandteile des Integrals 
gegen Null, wahrend der Grenzwert des letzten Bestandteiles 
an der Stelle x=^(x ist. Somit ergibt sich durch diesen Grenzubergang 
unsere obige Behauptung. 

Im Falle mehrerer gesuchter Funktionen 9^, ... best eh t die ent- 

sprechende Legendresche Bedingung in der Forderung, da6 die quadra- 
tische Form mit der Koeffizientenmatrix 



negativer Werte nicht fahig ist. 

Statt unserer Legendreschen Bedingung, in welcher das Zeichen 2^ 
steht, wird haufig die scharfere Legendresche Bedingung 

> 0 

eine RoUe spielen. Ist diese Bedingung nicht nur erfullt, wenn wir fiir <p 
die Extremale u einsetzen, sondern gilt diese Ungleichung fur beliebige 
Werte von ^ und u aus einem gegebenen Bereich und vollig beliebige 
Werte von u' , so sprechen wir von der star ken Legendreschen Be-- 
dingung. 

Ist aufier ihr die noch starker einschrankende Voraussetzung 
F ' rF ^ 0 

^ <p (p'j- <p<p (ftp' ^ ^ 

fiir alle u und x eines vorgegebenen Bereiches und beliebige u' erfullt, 
dann ist die quadratische Form unter dem Integranden in /g positiv- 
definit, und somit liefert eine in dem betreffenden Gebiet verlaufende 
Extremale sicherlich ein Minimum. Dieses einfachste, aber sehr rohe 
hinreichende Kriterium werden wir im zweiten Band durch feinere 
ersetzen. 

§ 7, Variationsprobleme mit Nebenbedingungen. 

Wahrend bei den bisher behandelten Problemen die Argument- 
funktionen, abgesehen von etwa gestellten Randbedingungen, frei wahl- 
bar waren und sodann die Losung des Variationsproblems durch die 
Eulerschen Differentialgleichungen mit den gegebenen oder den natiir- 
lichen Randbedingungen festzulegen war, werden in den nunmehr zu 
betrachtenden Aufgaben die Argumentfunktionen auBer den Rand- 
bedingungen noch Nebenbedingungen anderer Art unterworfen sein, 
die sich auf den gesamten Verlauf der Argumentfunktion beziehen 
und durch welche die Eulersche Differentialgleichung selbst eine wesent- 
liche Modifikation erleidet. 
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1. Isoperimetrische Probleme. Der einfachste Typus solcher Auf- 
gaben wird durch das allgemeine isoperimetrische Problem dargestellt, 
welches wir, wie in § 1 , 3 d, allgemein so formulieren : Es soli das Integral 

J = j F(x,y,y') dx stationar gemacht werden, wahrend die Funktion y 

2Jo 

aufier den Randbedingungen noch einer Nebenbedingung 

(51) K = J^ix, y, y') dx — c 

*0 

mit konstantem c unterworfen ist. 

Zur Losung dieses Problems schlagen wir folgenden Weg ein: Wir 
nehmen etwa an, die Randwerte y{^x^ = y^, y[x-^ — y^ seien gegeben 
und y = y{x) sei die gesuchte Extremale. Wir betrachten die folgende 
Schar von Nachbarkurven : y + Sy = y{x) + Sj^rj{x) + e^^x), wobei 
und £2 Parameter sind und f]{x) und C(ar) den Bedingungen 
tj = f] (Xi) = f (x^) = f (%) = 0 genugende, sonst aber willkiirliche 
Funktionen bedeuten. Nunmehr folgt, daB die Funktion 

*1 

0 («!, h)=f^ y + h'>] + / + %»?' + hO dx 

Xi, 

stationar sein mxiB fiir = eg == 0 im Vergleicli mit alien, absolut ge- 
nommen, hinreichend kleinen Werten und fiir welche 

^ G{x,y + + figC,/ + hV + ^ 2 ^ dx = c 

JCo 

wird. Nach den in § 1 zitierten Satzen uber gewohnliche Maxima und 
Minima muB es also zwei nicht zugleich verschwindende Konstante 
und I geben, derart, daB 

^ {x, y + s^ri + Ejt,/ + BiV' + eiC')dx 

Xo 

+ kjG{x,y + e^r] + + e^ri' + Sii')dx\^ = 0, 

Xo Sa *= 0 

~ Fix,y + + £jf, y' + ey^rj' + dx 

a!o 

4 - G{x, y + fill? + y' + hi + EgCO dx\^ ~ ® 

Xn ea *“ 0 


wird. 
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Es ist also 


f{m+^[Gl}vdx = 0, 

/k[n + ^[G],}frf^ = 0. 


Aus der ersten Gleichung kann man schlieBen, daB das Verhaltnis der 
Konstanten und 1 nicht von f abhangt. Dann folgt aus der zweiten 
wegen der Willkiir von f Gleichung = 0* Wenn- 

nicht = 0 ist, d. h. wenn nicht 

(52) = 

ist, dann darf Aj, = 1 gesetzt werden, und es gilt 


(53) 


d 6{F+XG) _ d(F4 - AG) 
dx dy' dy 


Wir haben also das ResuUat: Abgesehen von dem Ausnahmefally dafs 
Gleichung (52) besteht, erhalten wir die Euler sche Gleichung unseres 
VariationsproblemSj indem wir mil einem geeigneten Parameter X den 
Integranden F* = E + A G bilden und die Variation dieses Integranden 
ohne Berucksichtigung der Nehenbedingung gleich Null setzen. 

Im allgemeinen Integral der Differentialgleichung (53) tritt auBer 
den beiden Integrationskonstanten der Parameter X auf. Diese drei 
Parameter sind aus den Randbedingungen und der Gleichung K = c 
zu bestimmen. 

Das einfachste Beispiel bietet das gewohnliche isoperimetrische 
Problem, wobei F =yi + und G ^ y ist. Man findet sofort 

A_ y' = X 

dx j/l ^ y/2 * 


woraus sich als Extremalen Kreise ergeben. 

Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung der Gleichgewichtslage eines 
schweren, homogenen, in seinen Endpunkten aufgehangten Fadens. 
Hier wird F = y'\/\ + y'2 und G = yi + y'^ ; wir erhalten, indem wir 
uns an die Integration der Eulerschen Differentialgleichung im Falle 
= 0 erinnern (vgl. S. 178), 




y "f I 


y -j- A = c®of + Cjj ; 


die gesuchte Kurve ist also eine Kettenlinie. 


* Wie man leicht sieht, ist diese Gleichung immer dann erfiillt, wenn es 
nur eine einzige Funktion gibt, die der gestellten Kebenbedingung genugt. 
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Zur Erlauterung des Ausnahmefalles betrachten wir etwa die Neben- 
1 

bedingung N\ + y'^dx = 1, wahrend y(0) = 0, y(i) = 0 ist. Hier 

gibt es offenbar nur die einzige vergleichsfahige Kurve y =0, welche 
auch wirklich der Differentialgleichung (52) geniigt. Was auch immer 
F sei, die Losung kann keine andere als y = 0 sein^, 

2. Endliche Bedingungsgleichungen. Der nachst einfache Typus 
von Vanationsproblemen mit Nebenbedingungen ist: Ein Integral 

J = j F{x , y , z, y\ z')dx stationar zu machen, wahrend die zu be- 
^0 

stimmenden Funktionen y{x), z{x) auBer an die Randbedingungen 
y(^o) ~yoy y{^i) z[x-^ = z^ noch an eine Nebenbedingung 

der Form 

(54) G{x,y,z) = 0 

gekniipft sind. Geometnsch gesprochen soil eine auf einer gegebenen 
Flache gelegene Raumkurve y(x)y z[x) durch die Extremumforderung 
festgelegt werden^. 

Zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen fiir die Funktionen 
y (;r) , z (x) ist der naturgemafie Weg, die Gleichung G 0 nach einer 
der Funktionen, etwa z{x)y aufzulosen und so das Problem auf das der 
Bestimmung einer unabhangigen Funktion y(x) zuriickzufuhren. Diese 
Auflosung z ~ g{Xy y) ist nach elementaren Satzen der Analysis sicher 

6G 

moglich, wenn fiir die betreffende Extremale -gj =|= 0 gilt. Wir konnen 

z' als Funktion von x, y und y' ansehen und also aus F{%,y, z,y' , z') 
eliminieren, indem wir die Relation G^ + y' Gy + z'G^ = 0 oder 

r= y' -f. — ; beachten. Dann wird 

F {X. y, z. y'. /) = F (x, y, g {x, y), y', -ff + |j) , 

und y muB der Eulerschen ^Differentialgleichung 



geniigen, welche nach einfacher Umformung die Gestalt 
annimmt. Da andererseits auch 


1 tlber den Ausnahmefall vgl Carath^iodory, C.: "Ober die diskon tinnier- 
lichen Ldsungen m der Vanationsrechnung. Dissertation Gottingen 1904, S 45 ft. 

2 Man beachte, daB in der geoitietnschen Darstelliing die Koordinate x be- 
vorzugt ist, so daB nicht alle auf der Flache G = 0 hegendon Knrven gleich- 
berechtigt crschein on . 
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ist, SO mufi die Proportion 

{F'y--Fy):{F',^-F,) = Gy-.G, 

bestehen. Also ist entweder langs der Extremalen identisch == = 0 

(was der oben gemachten Voraussetzung wider spricht), oder es gibt 
einen Proportionalitatsfaktor A = A (^) , fiir den 

( 55 ) + + 

wild. Setzen wir E* == P' + so kann man das Resultat in der Form 

der auf F* bezuglichen Eulerschen Gleichungen schreiben 

-LF% - Fp - F* - 0 , -[F*l - Ff/ -- F? - 0 . 

Notwendige Bedingungen fiir das Extremum sind also diese Gleichungen, 
es sei denn, daji fur die Exiremale gleichzeitig die heiden Gleichungen 


Gy = 0 , Gg = 0 

hestehen, aus denen wegen der Relation G^ + y'Gy + z'G^ = 0 die dritte 
G^. == 0 folgt. 

Die Faktoren I, die wir hier und im vorigen Beispiel eingefuhrt 
haben, nennt man auch hier wie bei den analogen t)berlegungen der 
Differentialrechnung Eulersche oder Lagrangesche Multiphkatoren. Bei 
heiden Aufgabentypen liegt formal die Sachlage gleichartig, indem ndmlich 
mit dem Multiplikator I der Ausdruck F + -iG ==F* gebildet und die 
Eulerschen Gleichungen fiir diesen Ausdruck aufgestelU werden, Der 
Unterschied ist nur der, dafi im ersten Falle X eine Konstante, im zweiten 
Falle X eine Funktion X{x) von x ist. Die Eulerschen Gleichungen zu- 
sammen mit der Nehenhedingung und den Randbedingungen ergeben ge- 
rade die richtige Anzahl der Bedingungen zur Festlegung der Extremalen, 
Das einfachste Beispiel fiir den zuletzt behandelten Fall von Neben- 
bedingungen liefert die Bestimmung der geoddtischen Linien auf einer 
gegebenen Fldcke G{x, y,z) =0. Hier ist F = ij\ + y'^ + 7^, nnd wir 
erhalten zur Bestimmung der geodatischen Linien, wenn wir diese in 
Parameterdarstellung x = x{t), y ^y{t), z ^ z[t) gegeben denken, 
^ X d y d z ^ ^ ^ 

dt ^ ^2 dt j/;^2 y2 _j_ ^2 dt -j yZ ^ * 


Oder 


d X 


2 G^; = 0 , 


d y 
dt ^'^ ^ ^ 2 ^ ^2 


2 Gy = 0 , 


d z 

+ + P 


2 G;5 = 0 , 


drei Gleichungen, die zusammen mit der vierteii G = 0 die geodatischen 
Linien und den Multiplikator X{x) bestimmen. Diese Darstellung der 
geodatischen Linien hat vor der friiheren den Vorzug, die geometrischen 
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Haupteigenschaften der Linien unmittelbarer hervortreten zu lassen, 
namlich z. B. die Tatsache, daB die Schmiegungsebene der geodatischen 
Linie dtirch die Flachennormale geht. Der Beweis kann dem Leser iiber- 
lassen bleiben. 

3. Differentialgleichungen als Nebenbedingungen. Wahrend bei 
dem eben behandelten Problemtypus der Multiplikator 2 eigentlich nur 
einen formal eleganten Kunstgriff bedeutete, wird er auch fxir das Wesen 
der Sache unentbehrlich, wenn man allgemeinere Nebenbedingungen 
der Form 

( 56 ) , = 0 


heranzieht, wobei der Ausdruck G(x, y, y', z') nicht durch Diffe- 
rentiation eines Ausdrucks H{x,y,z) nach entsteht, d. b. ein nicht 
integrabler Differ entialausdruck ist Man nennt solche Nebenbedingungen 
auch ,,nichtholonome'' Bedingungen. Ein einfaches Beispiel einer sol- 
chen Bedingung ist y' — z == 0. Ware diese Bedingung holonom, d. h. 
aquivalent mit einer endlichen Bedingung y, ^) = konst., so 
konnten die Werte von x, y und z nicht uberall unabhangig voneinander 
gewahlt warden, wahrend man doch aber offensichtlich zu jedem vor- 
gegebenen Wertsystem x,y,z noch das y ' gemaB der Bedingung y ^ = 0 
wahlen kann. Nichtholonome Bedingungen treten in der Mechanik 
dann auf, wenn in die Bedingungsgleichungen aufier den Ortskoordinaten 
noch die Richtungen der Bewegung eingehen, z. B. bei der Bewegung 
eines Schiffes, eines Schlittschuhes oder beim Rollen einer Kugel. 

Die friiher behandelten Probleme mit Nebenbedingungen lassen sich 
als Spezialfalle unseres jetzigen allgemeinen Problems auffassen. Fur 
das Problem unter 2. ist dies selbstVerstandlich. Aber auch das eigent- 
liche isoperimetrische Problem konnen wir einordnen. Die Speziali- 
sierung besteht hier darin, daB in F die GroBen z, z' gar nicht auftreten, 
w^rend die Nebenbedingung die Form y, y') =f 0 hat. Rand- 

bedingungen sind 

y{xo) = yo . y (%) = yi . z{x^ = o, z{x^) = c . 


Auch der Fall des gewohnlichen Minimumproblems mit hohe- 
ren Ableitungen unter dem Integralzeichen ist ein Spezialfall des 
hier betrachteten Problems. Z. B. ist das Problem des Extremums 


von 



aquivalent mit dem des Extremums von 


Xi Xo 

jF{x, y, y' , z')dx unter der Nebenbedingung ^ — y' = 0. 


^0 

In alien diesen Fallen erhalten wir, wie man leicht sieht, die not- 
wendigen Bedingungen einheitlich durch die folgende Regel: Wenn nicht 
durch die Losung die zum Ausdruck G gehorigen Eulerschen Gleichungen 
erfulU sind, muf3 es einen Multiplikator X (x) geben, so dafi die zum Aus- 
druck F* ^ F A' XG gehorigen Eulerschen Gleichungen erfulU sind. 
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Diese MuUiplikatorregel gilt auch fur das allgemeine oben forniu- 
lierte Problem, Wir wollen aber hier auf die Durchfiihrung des Beweises 
verzichten, indem wir den Leser auf die Literatur verweisen^. 

Endlich sei betont, daB alle unsere Oberlegungen und Resultate 
auch dann gultig bleiben, wenn die Anzahl der unbekannten Funktionen 
und die Anzahl der Nebenbedingungen groBer ist. Wenn es sich um die 
Bestimmung von Funktionen mehrerer unabhangiger Variabler handelt, 
bleiben die Resultate zweifellos ebenfalls bestehen, doch ist der Be- 
weis im Falle von Differentialgleichungen als Nebenbedingungen noch 
nicht allgemein gelungen, 

§ 8. Der invariante Charakter der Eulerschen 
Differentialgleichungen, 

1. Der Eulersche Ausdruck als Gradient im Funktionenraume. — 
Invarianz des Eulerschen Ausdruckes. Der stationare Charakter 
einer Funktion an einer bestimmten Stelle ist gleich- 

bedeutend mit dem Bestehen der Gleichung 

grad / = 0 , 

wobei grad/ den Gradienten der Funktion /, d. h. den Vektor mit den 
Komponenten , . . . , jjcn ini n-dimensionalen Raume bezeichnet Dies<.*r 
Gradienten vektor hat folgende charakteristische Eigenschaft* Sind die 
n Variablen Xn samtlich irgendwie differenzierbar von einem 

l\irameter t abhangig, so geht /(z^, . . in eine Funktion von t 
uher, und es wird 

(57) / {t) = ^ Xif^, = t) grad/ , 

wobei der Punkt die Differentiation nach t und t) den ,yVerschiebungs- 
vektor'' mit den*Kompon’enten x^ bezeichnet; die Anderung der Funktion 
ist also das innere Produkt von Verschiebungsvektor des Argument- 
punktes und Gradientenvektor, 

Man kann nun den Eulerschen Differentialausdruck, dessen Ver- 
schwinden den stationaren Charakter einer Funktionenfunktion kenn- 
zeichnet, ganz analog als Gradienten im Funkiionenraum auffassen. 

Im Falle ernes Integrales 

/M = jF{x,<p,(p') dx 

*0 

z. B. denken wir uns die Argumentfunktion auBer von der unab- 
hangigen Veranderlichen a; noch von einem Parameter t abhangig. Es 
wird dann J[^]= J [t) eine Funktion von G und nach den Regeln fiir 

^ Vgl. Hilbert, D * Ziir Vanationsrechnung, Math. Ann Bd 62, S 351 — 370 . 
1906. — In den auf S 233 genannten Lehrbiichern von Bolza nnd Hadamard 
findet man gleichfalls eine aiisfuhrliche Darstellung. 
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die erste Variation ergibt sich, wexin wir am Rande des IntervaJUes 
die Werte von u unabhangig von demWerte des Parameters t festhalten, 

% 

j{t) ==^j^{x)[F]^dx, 

wobei der Punkt wieder Differentiation nach t bedeutet. Diese Formel 
steht in vdlliger Analogic zu der obigen Formel (57) fiir die Funktion 
Xy). Wir driicken diese Analogic dadurch aus, daB wir den 
Ausdruck [F]^ als Gradienten von J\(p\ im Funktionenraume bezeichnen. 

Ganz allgemein wird man als Gradienten einer Funktionenfunktion /[9?] 
stets einen Ausdruck G[9^] in <p hezeichnen, wenn bei Ersetzung von u dutch 
eine noch von einem weiteren Parameter t ahhdngige Funktionenschar eine 
Darstellung der Form x-, 

^JW\=\vOW\dx 

besteht. 

So ist z. B. unter der Voraussetzung K[x, y) = K{y , x) der 
1 

Ausdruck 2\K[x,y)q>{y) dy der Gradient der Funktionenfunktion 
11 0 

JJk {x, y) (p [x) (p (y) dx dy . 

00 

Der bekannten Invarianteneigenschaft eines Funktionsgradienten 
bei Transformation der unabhangigen Veranderlichen entspricht ein 
analoges invariantes oder besser kovariantes Verhalten der Eulerschen 
Differentialausdriicke, wenn die im Integral vorkommenden Funktionen 
auf neue unabhangige Veranderliche transformiert werden. Diese In- 
varianteneigenschaften wollen wir durch einfache Transformations- 
gleichungen formulieren. 

Fuhren wir dazu im einfachsten Falle statt x die Veranderliche f 


ein und setzen wir 


F(x, y, /) = F (i), y, = 0 [i, y, ^ 




so daB jFdx= j^^di wird, so ist 

Xq ^0 

Xi Xi 

j[F}yt]dx = -~ j‘F{x, y + sri, y' + erf) < 


:fj0(i,y + e^,^ + e^)^ 

lo 


Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 
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also wegen der Willkiir bei der Wahl von rj (Willkiir bis auf das Ver- 
schwinden an den Enden) 

r-r-'T r dx’\ 




<5 


dS 


Im Falle zweier unabhangiger Veranderlichen wird ebenso: 

F{x, y, u, u^yUy) — F{x{i, ij), y($, rj), u, + u^rjx, Vy) 

a G 


(60) 


W\u- 


0 


d(x, y)' 


Q 

Gahz analog transformiert sich der Eulersche Ansdruck fiir mehr als 
zwei unabhangige Veranderliche. 

Die in unseren Formeln ansgedrtickte Invarianzeigenschaft erlaubt 
uns bei der Transformation nnserer Differentialausdriicke auf neue un- 
abhangige Veranderliche — abgesehen von formaler Ubersichtlichkeit 
— eine erhebliche Ersparnis an Rechenarbeit, da wir auf die Durch- 
fiihrung der Transformation der zweiten Ableitungen verzichten diirfen. 

2. Transformation von Ju- Polarkoordinaten. Wir betrachten 
als wichtigstes Beispiel den Integranden • Durch die 

Transformation ^ = fa. I 3 ), y = y(li, h)> h) ^ 6 ge 

das Quadrat des Linienelementes dx^ + dy^ + dz^ in den Ausdruck 

dy dy 


4-. 


ubergehen; dabei ist ga 

und die Determinante a dieser GroBen ist das Quadrat der Funktional- 
determins 'Ate von x, y, z nach fi, f 2 > Is- Man errechnet leicht 

Su 


tfk 

worin die GroBen definiert sind durch 






S' 


riJc . 




I 

dx dx ^ dy By dz dz 


+ ■ 


und den Gleichungen geniigen 


fiir A + Z, 


m h = i. 


Daher erhalten wir 

(«) 






als allgemeine Formel fiir die Transformation von Au auf krumm- 
linige Koordinaten fi, Ig, la- Ist speziell gjg = = gj ,3 = 0 , d. h. 
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ist das neue Koordinatensystem auch rechtwinklig, indem sich die 
Koordinatenflachen = konst., = konst., Ig = konst, senkrecht 


schneiden, so wird einfach 




( 62 ) Ju==y========= 

¥^ 11 ^ 22^33 I 

Nehmen wir beispielsweise Polarkoordinaten r,(p,'&: 

X = rcoscp sins' , y ^ r sin(p sinS , z^rcosS, 
ds^ — dr^ + sin^ Sdcp^ + r^dS^, 


so ergibt sich nach kurzer Rechnxing 

Bei nur zwei unabhangigen Veranderlichen f , f] gelten selbstver- 
standlich die entsprechenden Formeln. Namlich, wenn 
ds^ = e d^^ 2 f d^ dfj + g df]^ 

ist, so erhalten wir die invariante Gestalt des Differentialausdruckes 


( 64 ) 


Au ~ 




Speziell in Polarkoordinaten wird 

( 65 ) ds^ = dr^ + r^dcp\ Au = {rUr) + ^(^)}. 


3 . Elliptische Koordinaten^. Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel 
bieten die elliptischen Koordinaten. Sie warden definiert als die drei 
Wurzeln Q, o, r der Gleichung dritten Grades in s 


(66) 


■ + 


+ ■ 


= 1 


s — e-i s — 

wobei Cif $2, ^3 gegebene reelle Zahlen sind. Sie sindreell fiir reelle x,y,z 
und geniigen, wenn > ^2 ^ ^3 ^st, den Ungleichungen 


Die Flachen q = konst., o = konst., t = konst, sind Ellipsoide, ein- 
scbalige Hyperboloide bzw. zweischalige Hyperboloide. Die recht- 
winkligen Koordinaten driicken sich durch die elliptischen folgender- 
maBen aus : 

■ (g ~ ^i) - h) - gi) ^2 == (g - ^2) - ^2) ^2) 

.. . (ei - e^) (et - eS ' ^ (^2 - ^a) (^2 - ^1) 

.2 == (g-^a) 

(^3 ^1) (^3 ^2) 

^ Vgl. Jacobi, C. G. J.: Vorlesungen uber Dynamik (gehalten in Kdnigsberg 
iro Wintersemester 1842/43, herausgegeben von A. Clebsch, Berlin 1866 , abge- 
dmckt als Supplementband in den Gesammelten Werken, Berlin 1884), 26. Vor- 
lesung, wo man die Einzelheiten der Recbnung nacbseben m 6 ge. Ausdracklich 
sei darauf hingewiesen, daB die folgenden Betraclxtnngen sich unmittelbar auf 
rnehr als 3 Dimensionen verallgemeinern lassen. 
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und das Linienelement -wird 


(68) 


= 


(o - a) (s — t) 

(o - si) (o - «j) (e — ( 




(g — x) {a - q) 

(a - ej) (g - Ci) (a - « 3 l 


do^ 


(t - e) (r - g) 


(l - fil) - «2) - « 3 ) 

Diese Form legt nahe, als neue Variable 

mit /(a) = 4 (i — e^) {X — (A — gg) 




dX 

TW) 


einzufubxen. 1 st + fij + £3 = 0, was durch die Substitution 
s = s' + •J-(% + + ^3) zu erreichen ist, und setzt man 00 als untere 

Grenze an die Integrale, so wird einfach 

Q = F.(<i) . = #’{^2) . ^ = P{h) . 


wobei p die Weierstrafische p-Funktion^ bedeutet, fetner wird 
is* = (o — a) (g — t) + (a — t) (a — p) i/J + (r — ^) (z — o) 


und nach ( 62 ) fiir eine Funktion T der Koordinaten tf 


( 69 ) 


jr= 


(g-i)(c-e)(e 




6*r 


(e — g)(o-T) dil {o—z) (o-e) 6 tl ' (r-e)(r-g) d/| * 


d‘T 




Die Einfiihrung der Integrale bringt noch den besonderen Vorteil 
mit sich, daB die rechtwinkligen Koordinaten eindeutige Funktionen 
der werden; in den Ausdriicken 


- % 1^P(^> - ^ 

- «2V'ei - «» 

, _ /Pl^l) - ^2 /P(<2) - ^2 y P (^ 3 ) - ^2 

^ g8rp(^3) - ^3 

hangen bekanntlich die Wurzeln im Z^ler nach Festsetzung des Vor- 
zeichens eindeutig von ab. Durchlauft der Punkt x, y, z eihen 

Oktanten, so durchlauft jede der GroBen q, a, r das ihr zugewiesene 
Intervall, und wenn eine von ihnen einen der Endwerte annimmt, so 
riickt der Punkt x, y, z in die Teile der Grenzebenen des Oktanten, die 
in Abb. 1 angegeben sind. Die Ebenen sind darin nach auBen durch 


^ Vgl, Hurwitz-Courant: Vorlesnngen ubsr allgeuieine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen 3. Aufl. Berlin 1929- S. I 6 l — 171« 
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ein Ellipsoid p = abgeschnitten ; die sie zerlegenden Kurven sind 

Teile der 


,,Fokalellipse‘' lx = 0, 


+ • 


^1 — <^2 ^ 


1 


und der 


,,Fokalhyperbel'* fy = 0 , — 1 — = iV 

\ ^2 ^2 ^3 / 


Bedeuten nun co die reelle und co' 
die rein imaginare Periode der Inte- 
gral d. h. ist 

Ca 


CO : 


^ f dl , dX 

iftw , 


— 00 
(JO 



so kann man von 0 bis— , von y 

Eis ^ “b ^ von bis vari- Flachen zweiter Ordnung. 

ieren lassen und erhalt die Punkte des Oktanten. Verdoppelt man die 
Strecke fur jedes so durcjilauft der Punkt den ganzen Raum. Soil 
eine eindeutige Funktion der auch im Raume eindeutig sein, so muB 
sie bei alien Substitutionen der ungeandert bleiben, die x, y und z in 
sich uberfiihren, z. B. wenn man und durch co—^i und co— ^2 ersetzt. 


Setzen wir — u, 


(O , . 




+ w, p{ti)=f{u). 


>P (^2) = ? (^^) . P (^3) — h{w), so konnen wir u, v und w reell nehmen. 
Dann wird 

ds^ = lf{u) — g{v)] [/(«) - h{w)]du^ 

(71) I +[f{u)-giv)][g{v)-h{w)]dv^ 

+ [f{u) — h(w}] lg{v) — h{w)] 


und hierin sind bei reellen v, w aUe Koeffizienten nicht negativ, da 
/ {u) S? ^ g [v) e^'^h[w)^ ^3 ist, wahrend bei der symmetrischen 

Gestalt in zu berucksichtigen war, daB dt^ rein imaginar ist und 

daher mit dem negativen Wert des Koeffizienten von dt\ der definite 
Charakter von ds^ gewahrt wurde. 

Von den Ausartungen der elUptischen Koordinaten erwahnen wir 
hier (auBer den Polarkoordinaten, die auch als eine Ausartung auf- 
gefaBt werden konnen) nur die rotaiionseUiptischen und -paraboUschen 
LaBt man zwei der GroBen 
man 

(72) = 1 . 


etwa und dg, zusammenfallen, so erhalt 




Die beiden Wurzeln s = , s = dieser Gleichung sind zusammen 

mit dem durch 

X = r cos (p , y = rsincp, ^2 ^2 
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definierten Winkel ^ die neuen Koordinaten. Hier ist 


(73) 


(74) 
mit 

(75) 


(Aj — Bj) (Ag — Bx) 


H- 


= 


(Aj — ^3) (A2 




U - h 


■dXi + 


A2 — Aj 




4 (Aj — Bi) (Aj — ^3) ^ ‘ 4 (Ag — Bi) (A2 — Bq) 


Daraus ergibt sich 

(76) 


i = f 

‘ J M - «i) a - 


«3) 


AT~±^M 

~ r* CI9.2 + 


i 

\±L 




V(Ai - A^) 

kill 

etj 

eti\ 

Shh 


LaJBt man hier noch einen Scheitel der Ellipsoide ins Unendliche 
riicken, so erhalt man durch einen Grenziibergang^ die rotationspara- 
bolischen Koordinaten als Wurzeln der Gleichung 


(77) 


4. y'^ 


22: + S — 


0, 


wobei sich r und z folgendermafien ausdriicken 

(78) = _(7^ _ ej) (7a — ej, 2z = 2e^ — 

Als Koordinaten eines Raumpunktes dienen hier A^, Aa und 9?. Das 
Linienelement wird 


= r^d<p^ + (Aj — Aa) {dfi^ — d^^ 

und der Differentialausdruck A T hat die Gestalt 


(74) 

mit 

(79) 


(76) 


AT: 


1 fflr 

r! /yi2 "> 





LaBt man in den obigen Ausdriicken des Linienelements die Glieder 
weg, in denen <p auftritt, so hat man ohne weiteres die Formeln fiir 
elliptische bzw. parabolische Koordinaten in der r, jsf-Ebene. Fiir A T 
erhalt man in beiden Fallen gemaB Formel (64) 



^dtl 


d^T \ 

eti)^ 


^ Selbstverstandlich lassen sich diese Koordinaten anch ohne Bernfung anf 
das Vorangehende ganz einfach definieren, indem man von dem System (77) kon- 
fokaler Rotationsparaboloide ausgeht 
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wobei der Zusammenhang zwischen Xi und durch die Formel 


bzw. durch 
gegeben wird. 



§ 9. Transformation von Variationsproblemen in die 
kanonische und involutorische Gestalt. 

Die Multiplikatormethode von Lagrange fuhrt zu verschiedenen, 
fiir theoretische und praktische Zwecke gleich wichtigen Transformation 
nen eines Variationsproblems. 

Durch diese Transformationen konnen wir einem Problem andere 
aquivalente gegeniiberstellen, derart, da6 bei aquivalenten Problemen 
gleichzeitig stationares Verhalten eintritt. Dabei gelangen wir einmal 
zu gewissen formalen durch ihren symmetrischen und iibersichtlichen 
Charakter wichtigen Umgestaltungen des Variationsproblemes; darxiber 
hinaus aber warden wir in einer groBen Klasse von Fallen einem 
Minimumproblem mit dem Minimumwert d ein aquivalentes Maximum- 
problem mit deraselben Wert d als Maximum zuordnen konnen und 
so unmittelbar eine Handhabe fxir das praktische Problem der 
numerischen Eingrenzung von d gewinnen K 

1. Transformation bei gewohnlichen Minimumproblemen mit 
Nebenbedingungen. Wir schicken zum besseren Verstandnis einige 
Bemerkungen uber gewohnliche Minimumprobleme bei endlich vielen 
unabhangigen Veranderlichen voraus und stellen an die Spitze unserer 
Umformungen das folgende von selbst einleuchtende Prinzip: Wenn 
eine Funktion unter gewissen Nebenbedingungen an der 

Stelle Xi = (i = 1, , . .,n) einen stationdren Wert hat und wenn von 
den Zahlen $i eine Relation In) = 0 erfullt i$t, so bleibt f an 

der Stelle ~ li auch dann stationdr, wenn man zu den Nebenbedingungen 
von vornherein noch die weitere Bedingung r(^i, . . Xn) =0 hinzufugt. 

Wir gehen nun zunachst aus von dem Problem 

I: f{x,y) soil stationdr gemacht werden unter der Nebenbedingung 
g[x, y) =0; dabei sollen die ublichen Stetigkeits- und Differenzierbar- 
keitsbedingungen erfullt sein, und es soli fur die stahondre Stelle 
=t= 0 sein. Die Multiplikatorregel sagt dann : man ersetze unser 
Problem I durch das aquivalente Problem 


1 Auf diesen praktischen Gesichtspunkt konnen wir erst in Band II 
systematisch eingehen. Es sei hier jedoch auf die Arbeit von E. Trefftz 
„Em Gegenstuck zum Ritzschen Verfahren“, VerbdL d. 2. Int. Kongr. fdr 
Technische Mechanik, Zurich 1927, S. 131, verwiesen, wo zuerst auf die an- 
gedeutete Art erne solche Eingrenzung vorgenommen wurde. 



200 


IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 


11: F(x,y; X) = f{x, y) + y) ist als Funktion der drei Argu- 

mente x, y, X stationar zu machen. 

Die Bedingungsgleichting dF = 0 ist dann gleichbedeutend mit 
den drei Gleichnngen ^ = 0 , /j; + = 0, g = 0 . Nimmt man 

dieses Problem II znm Ausgangspunkt, so gelangt man nach unserem 
allgemeinen Prinzip sofort zum Problem I, ' indem man die Mr die 
Losung von II von selbst erfiillte Bedingung g == 0 ausdriicklich 
hinzufiigt. 

Man kann aber auch aus Problem II ein neues aquivalentes Problem 
— Equivalent heiBt, da6 der stationare Charakter an derselben S telle 
eintritt — herleiten, indem man die beiden anderen ftir die Losung von 
11 erfiillten Gleibhungen als Nebenbedingungen hinzufiigt. So gelangt 
man zu dem Problem 

III: F{x,y) >l)=/ + ^g stationdr zu machen unter der Neben- 
bedingung U + == 0, /y + = 0. 

Setzen wir voraus, daB sich aus den beiden letzten Gleichungen 
in der Umgebung der stationaren SteUe x und y als Funktionen von X 
berechnen lassen, so entsteht durch Einsetzung dieser Werte die Funktion 
F[x,y\X) ==W{X), und wir erhalten das neue, wiederum mit dem 
Vorangehenden aquivalente Problem 

IV: yj{X) soil stationdr gemacht werden. 


Wir wollen nun unsere Aussagen verscharf en, indem wir bei unseren 
Funktionen iiber den nur stationaren Charakter hinaus nach dem Ein- 
treten eines Minimums oder Maximums fragen. Nehmen wir zunachst 
an, bei Problem I, das wir dann mit I' bezeichnen, besitze / an der 
SteUe x,y ein wirkliches Minimum fix, y) = ^ . Dann bettachten wir 
das Problem 

II': F{x,y; X) === t + Xg — Min. bei festgehahenem X und nehmen 
an, es existiere hier, wenn X in einer gewissen Umgebung des durch die 
Lagrangesche Multiplikatorregel definierten Wertes 2 = 1 beliebig ge- 
wahlt wird, ein wirkliches Minimum, das wir mit dx^W (2) bezeichnen 
und das durch die Gleichungen ^ + 2ga; = 0, /y + 2gy = 0 charakterisiert 
ist. Dann ist sicherlich 

dx^d . 

Denn das Problem V mit dem Minimum d entsteht aus dem Problem IF 
mit dem Minimumwert dx» wenn man zu diesem die den Vergleichungs- 
bereich einschrankende Bedingung g = 0 hinzufiigt. Machen wir die 
weitere Voraussetzung, daB fiir jedes 2 in der Umgebung von 2 = 2 
durch die Gleichungen Xg^^ 0 und /y+2gy==0 eindeutig 
X und y als Funktionen von 2 bestimmt sind, so wird dx = d, also ist 

d = Max.rf;., 
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d. h. i ist das Maximum des Minimums ^(A) von P = / -f Ag, wobei 
das Minimum bei festem A und dann das Maximum hinsichtlich A zu 
nehmen ist. Wir konnen also auch unter unserer Voraussetzung d 
charakterisieren durch das Problem 

Iir*. y; A) == / + Ag = Max, = d unter der Nebenhedingung 

/^ + = 4 + Ag^ = 0. 

Zur geometrischen Erlauterung unserer Maximum-Minimumbetracli- 
tung diene das Problem: / =(A; + 1)2 + y2=: Min. unter der Neben- 
bedingung g = 2x ^ 0 . Geometrisch: Auf der vertikalen Parabel, 
welche durch Schnitt des Paraboloids z :=:^ {x im x, y, 

Raum mit der Ebene a; = 0 entsteht, ist der tiefste Punkt, der Scheitel- 
punkt, zu suchen. Man findet sofort fiir den betreffenden kleinsten 
Wert von z = {x + die Zahl d ==^ i, Betrachten wir nun bei 

einem festen A das Paraboloid z== / + >l^=(^ + ^ + 1)^ + y^ — 2A — A^ 
so erkennen wir, daB dieses Paraboloid stets unsere obige Parabel ent- 
halt und daB der Scheitel dieses Paraboloids tiefer liegt als der Scheitel 
der Parabel. Indem wir A variieren, bewegen wir den Scheitel des 
Paraboloids. Er wird dabei hochstens in den Scheitel der festen Parabel 
riicken, aber ihn nie iibersteigen konnen. Der Parabelscheitel ist also 
der hochste unter den tiefsten Punkten unserer Paraboloide. 

2. Die involutorische Transformation der einfachsten Variations- 
probleme. Ahnliche Dberlegungen fuhren zur Umgestaltung von Varia- 
tionsproblemen. 

Die Grundlage hierzu liefert analog zu Nr. 1 das folgende allgemeine 
Prinzip: Wenn eine Funktionenfunktion J[u,v, unter gegebenen Stetig- 
keits- und Nebenbedingungen fur ein gewisses Funktionensystem u,v, ... 
stationdr wird und wenn dieses Funktionensystem einer oder mehreren 
Relationen geniigt, so bleibt J auch dann noch fur dieses Funktionensystem 
stationdr, wenn man von vornherein eine oder mehrere der betreffenden 
Relationen zu den Nebenbedingungen des Problems hinzufugt. 

Wir wollen Relationen, die sich durch Nullsetzen der Variation er- 
geben (also Eulersche Gleichungen und naturliche Randbedingungen), 
als naturliche Bedingungen und von vornherein festgesetzte Neben- 
oder Randbedingungen als Zwangsbedingungen bezeichnen. Dann 
folgt aus unserem Prinzip: Fugt man bei einem Variationsproblem eine 
oder mehrere zugehorige naturliche Bedingungen ausdrucklich als Zwangs- 
bedingungen hinzu, so bleibt fiir das neue Problem der stationdre Charakter 
des betrachteten Ausdrucks erhalten, 

Wir behandeln zunachst den einfachsten Problemtypus 

I: J = Jf{x, u, u')dx = stationdr er Wert unter den ublichen Stetig- 

keitsbedingungen, den Randbedingungen 

(80) u[x^ — = 0, w{%) — = 0 
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und der Nebenbedingung 

( 81 ) 


du 

dx 


= 0. 


Wir fassen also dabei das Variationsproblem von vornherein als ein 
solches fiir zwei Funktionen u, u' mit der Differentialgleichungsneben- 
bedingung ( 81 ) auf. Die Multiplikatorregel zeigt, da6 die Losungen von 
I zugleich Losungen des folgenden Problems sind: 


II: 


a;i 

H[u, u', k; /j-o, fii] — J F + X ( 


, jdii^ 
dx 





stationar zumachen, wobei u {%) , u'[x ) , X (^) und die Parameter und 
zu hestimmen sind und es s^ch um etn freies Problem ^ d. h. ein Problem 
ohne Randbedingungen oder N ebenbedingungen handelt. Die VariationS'- 
gleichungen, d. h. die Eulerschen Differentialgleichungen und die 
natiirlichen Randbedingungen des Problems lauten bier: 


( 82 ) 

1 

II 

0 

( 83 ) 

F -^ = 0 
dx 

( 84 ) 

du f _ 

== 0 

dx 


fiir das Innere des Intervalls und 


(85) ^(^o) + /^o ~ ^ = 0; 

( 86 ) u[x^ — = 0 , u{x^ ^ Ui = 0, 

wie man ohne weiteres durch NuUsetzen der ersten Variation findet. 
Selbstverstandlich entsteht durch Elimination von X, Pi die Euler- 
sche Differentialgleichung fur u{x). 

Wenden wir nnser allgemeines Prinzip auf das Problem 11 an, indem 
du 

wir die Bedingungen ^ = 0, u{x^ — — u (%) — = 0 als 

Zwangsbedingungen hinzufiigen, so gelangen wir wieder zu Problem I 
zuriick. Nehmen wir dagegen die Gleichungen (82), (83), (85), die den 
natiirlichen Bedingungen von Problem I entsprechen, so entsteht eine 
Transformation, die erst in neuerer Zeit durch Friedrichs entdeckt wurde 
und die fiir die Anwendungen wichtig ist^. Das in dieser Weise ent- 
stehende Problem III laCt sich als ein Problem vom selben Typus wie 
Problem I darstellen, indem wir aus dem Integral H die Ableitung<ii^/^^ 


^ Friedrichs, K. : ,,Eiii Verfahrea der Variationsrechnung, . . Nachrichten 
der Ges d. Wiss. zu Gottingen 1929- S. 13 — 20 . 
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durch Produktintegration herausschaffen und sodann durch die Glei- 
chungen 

( 87 ) pu^+p'u^F^W 

neue Argumentfunktionen p, p^ und den neuen Integranden W[x, p, p') 
einfiihren. 

Damit diese „Legendresche'' Transformation einen Sinn hat, miissen 
wir verlangen, daB sich den beiden ersten Gleichungen u und u* 
als Funktionen von p, p' und x ausdriicken und dann in die linke 
Seite der letzten Gleichung einsetzen lassen. Dies ist sicher der Fall, 
wenn die Voraussetzung 

( 88 ) F,'u'F^u-(Fuu')^=¥0 


erfuUt ist fur alle Wertsysteme x, u, u' des zugrunde gelegten Be- 
reiches. Man erhalt so das zu I aquivalente Problem^ 


■/ f. f) dx + f {x^ {x^) Mo 


stationar zu maohen unter der Nebenbedingung 


dp 

dx 


f 


= 0 , 


ohne dafi Randbedingungen gestelU sind. 

Die natiirlichen Bedingungen des Problems IV lauten 



Fp' [aro *^0 — ^ ^ 

fiir den Rand. Auf Grand unserer allgemeinen Herleitung miissen sie 
mit den Zwangsbedingungen des Problems I identisch sein. In der 
Tat bestatigt man dies sofort aus der Umkehrung 

Wp^u\ uf+u'p-^W^F 

der Legendreschen Transformation (87)- 

Vermoge derselben Formeln erkennt man, daB die Friedrichssche 
Transformation, angewandt auf das freie Problem IV, wieder zilm Aus- 
gangsproblem I zuriickfiihrt. Diese Transformation hat also involu- 
torischen Charakter, und es gehen bei ihr die natiirlichen Bedingungen 
des einen Problems in die Zwangsbedingungen des anderen uber. 

Fine besondere Betrachtung erfordert der ausgeartete Spezialfall, 
wo der Integrand F des Variationsproblems nicht explizit oder hochstens 
linear von u abhangt, also die Gestalt hat : 

F [x, u, u') = g(x , «') + u/(x) . 


1 Dieses lafit sich als Analogon zu Problem IV von Nr. i auffassen. 
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Die vorhin betrachtete Legendresche Transformation ist dann nicht 
mehr fur beliebig vorgegebenes p und p' umkehrbar. Es ergibt sich 
aber sofort durch die smngemaBe Anwendung unseres Transformations- 
prinzips, da 6 mit dem nrspriinglichen Variationsproblem I das folgende 
aquivalent ist: 


-j^{p)dx + p (xj) u^-p (X q) Ug = stat. 


unter der Nebenbedingung dp/dx = / (a:). Hierbei hangen p und ^ {p) mit 
den Ausdriicken des ursprlinglichen Problems durch die Transformation 

p-=gu'. -0{p)=-g(u')-u'p 

zusammen, und es ist angenommen, daB sich aus der Gleichung = p 
umgekehrt w' durch p ausdriicken laBt. Das neue Problem weist gegen- 
iiber dem urspriinglichen eine prinzipielle Vereinfachung auf. Die Neben- 
bedingung namlich liefert durch Quadratur die gesuchte Funktion p {x) 
bis auf einen additiven Parameter. Das Variationsproblem geht also 
in diesem ausgearteten Fall in ein gewohnhches ExtremumproUem zur 
Bestimmung eines Parameters uber. 


Entsprechend zu Nr. 1 erheben wir die Frage, wie durch unsere 
Transformationen, bei denen es uns ja zunachst lediglich auf stationare 
Werte ankam, das Minimum- oder Maximumverhalten unserer Ausdriicke 
beeinfluBt wird. 

Die Wiederholung der tfberlegungen aus Nr. 1 fiihrt zu folgendem 
Resultat: Wenn beim urspriinglichen Problem I (das wir dann als F 
bezeichnen) ein Minimumwert d vorliegt, so wird beim involutorisch ent- 
sprechenden Problem IV (das wir dann als IV' bezeichnen) derselhe 
Wert d als Maximumwert auftreten. 

Wie in Nr. \ gilt diese Behauptung nur unter einschrankenden Be- 
dingungen; und zwar verlangen wir, daB bei willkiirlich gegebenem, 
stiickweise stetig differenzierbarem X{x) der Ausdruck H, der bei 
Problem II auf S. 202 zugrunde gelegt wurde, ein noch von I ab- 
hangiges Minimum d^ besitzt, Wjenn wir von Vornherein X (^j) + = 0 , 

I (^o) + yUo = ^ voraussetzen^. Es entsteht so, wenn wir die Ableitung 
von u durch Produktintegration herausschaffen, Problem II'; 




dx 



dx 


— /^o(«(^o) — «o) + — Uy) 


^ (*o) ^ (^l) 


^ Ohne Voraussetzung dieser bei der Lbsung ja von selbst erfullten Gleichung 
wiirde bei beliebigen I, ^ ein Minimum sicherlich nicht vorliegen konnen. 
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zum Minimum zu machen bei festem X{x). Die zugehorigen Losungs- 
funktionen u und u' dieses Problems geniigen dann den Gleichungen 

(89) = Fu-^ = 0. 

Wir machen nun weiter entsprechend zu Nr. i die Voraussetzung, 
daB diese Gleichungen (89) bei beliebigem A und dXjdx die Funktionen 
u und u' eindeutig bestimmen. 

Da das Problem I' mit dem Minimumwert d aus unserem jetzigen 
Problem IF durch Hinzufiigung der verscharfenden Nebenbedingungen 

— — u' = 0, u{xq) — Uq = 0, u{xi) — = 0 entsteht, so ist gewiB 

d ^ d)^ . 

Andererseits sind fiir die Losung von Problem F die Gleichungen (89) 
mit I X = Fu' erfullt, und es ist auf Grund der Eindeutigkeits- 
voraussetzung dj; = d, 

Es ergibt sich somit 

d = Max. dx . 

Das Problem, dx zum Maximum zu machen, ist aber gerade das 
Problem IV', und daraus folgt unsere Behauptung. 

Ein hinreichendes Kriterium dafiir, daB unsere Voraussetzungen er- 
fiillt sind, ist das Bestehen der Gleichungen 

(90) -- {Fuu')^ >or F ^>,, > 0 

fiir alle u, x des betrachteten Bereiches und beliebiges u'. Wir sahen 
schon auf S. 186, daB dann tatsachlich eine Losung der Eulerschen ' 
Gleichung bei I' auch ein Minimum liefert. Ebenso aber folgt aus 
diesen Ungleichungen auch die Existenz des Minimums dx von IF; denn 
die Gleichungen (89) zusammen mit den Ungleichungen (90) driicken 
aus, daB der Integrand in H schon fur sich an jeder Stelle x einen 
Minimumwert fiir die fraglichen GroBen u und u' besitzt; um so mehr 
gilt dies dann fur ^ 

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB wir den oben gekennzeich- 
neten Ubergang vom Minimumproblem zum Maximumproblem bei der 
Friedrichsschen Transformation unter der Voraussetzung (90) ganz di- 
rekt folgendermaBen beweisen konnen, wobei auch diese Transformation 
selbst von neuem gewonnen .wird. Die Taylorsche Entwicklung liefert 
mit Riicksicht auf (fie Ungleichungen (90) sofort die Ungleichung 

F {u, u') — F (v, v') — (w t;) jP„ — {u' — /) ^ 0 , 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn u = v, 
u' = t/' ist. Schreiben wir den obigen Ausdruck in der Gestalt 

F (w, u^) — \_F{v, v') — vF^ — vF^^'\ — uF^ --- u'F^> 
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und denkea uns v und v' vermoge der Legendreschen Transformation 

p' = F,, W{x.p,p') = vp'+^p-F 

durcli Gr66en 'p und p' ersetzt, dann besteht fiir beliebige u,u' ,p,p' 
die Ungleichung 

F {x, u, u') + W{x, p, p') — up' — u’p ^ 0 , 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann auftritt, wenn p und 
p' den Funktionen v — u, v' = u' entsprechen. Integrieren wir diese 
Ungleichung zwischen den Grenzen Xg und Xi, wobei wir u,u',p, p' 
als Funktionen von x betrachten, die wir den Zwangsbedingungen 


g-»'=o, 


uix^) — ^^0 = 0 , 

U (%) ^ 0 


nnterwerfen, so erkennen wir, daB die linke Seite^sicher nicht negativ 
sein kann; .andererseits wird sie dann und nur dann Null, wenn fur u 
die Losung des Problems T und fiir p die Losung des Problems IV' ein- 
gesetzt wird. Das Problem 


SCx 

j\F + W — up' — u'pl dx 

Xi 


(Cx Zt 

fpdx + I Tdx + UqP{x^ — u^p{xi) = Min. 


unter den eben angegebenen Zwangsbedingungen besitzt also diese 
Losung und den Minimumwert Null. Diese Aussage ist gleichbedeu- 
tend mit der obigen Aussage iiber das Verhaltnis der beiden Probleme 
r und IV'. 

8. Die Transformation des Variationsproblems in die kano- 
nische Gestalt. Unter das in Nr. 2 aUgemein formulierte Prinzip 
ordnet sich eine andere seit langem bekannte und wichtige Transfor- 
mation unter, die Transformation in die kanonische Gestalt, An die 
Stelle der Eulerscben Differentialgleichung zweiter Ordnung tritt dabei 
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese Trans- 
formation, die kein genaues Analogon in Nr. i hat, entsteht, wenn 
man zu Problem II die Gleichimgen (82) und (86) als Zwangsbedin- 
gungen hinzunimmt. So ergibt sich zunachst das Problem 

Ila: j |F(aj, u, «') + Fu>(^ - i/j dx 

Xt, 

station^ zu machen unter den Randbedingungen = = 

wobei u und u' als zwei unabhangige Argumentfunktionen anzu- 
sehen sind. 



§ 9* Transformation in die kanonische und involutorische Gestalt. 207 * 


Fiihren wir statt u' eine neue Argumentfunktion^ 

und statt des Integranden F{x,u,u') den neuen Integranden 
^(x, u, f) = fu' — F{x, u, u') 

ein •— wir machen hierzu ausdrucklich die Voraussetzung 

Fu' w' ^ 0 , 


so daB sich aus f umgekehrt u' als Funktion von p, u und x be- 
stimmen laBt — , so ergibt sich das aquivalente Problem 


lib: 


/ 


d u 
^ dx 


0{x, u,p) 


dx = stationarer Wert 




unter den Randbedingungen u{Xq) = u{xi) = Hierbei hangen 
die in den aquivalenten Problemen I und lib auftretenden GroBen 
durch die Legendresche Transformation 

Fu'^py pu'-F= 0 

zusammen, derenUmkehrung, wie man leicht sieht, durch die Gleichungen 


0p = u\ ==F 

gegeben wird. 

Wir nennen diese Gestalt des Variationsproblems die kanonische 
Gestalt Die Bildung der Variationsgleichungen nach p und u ergibt die 
kanonischen Differ entialgleichungen des Variationsprohlems: 


dp 

dx 


1 da 


$p = 0. 


Ganz entsprechend kSnnen wir auch ein Variationsproblem fur n ge- 
sachte Funktionen u^{x), . . .,Un{x) der unabhangigen Veranderlichen x 
in die kanonische Gestalt uberfuhren. 

Hinsichtlich des Extremumverhaltens sei, ohne auf die Kriterien im 
einzelnen einzugehen, erwahnt: Wenn beim Problem I ein Minimum- 
wert d vorliegt, so wird beim kanonischen Problem d ein Maximum- 
Minimum werden, indem zunachst bei festgehaltenem f ein Minimum 
dutch Variation von u zu suchen ist und dann durch Variation von j> 
dieser noch von p abhangige Minimumwert zum Maximum d gemacht 
werden soil. 

4. Verallgemeinerungen. Es bedarf keiner besonderen Aus- 
fiihrung, daB und wie sich imsere Transformationstheorie veraEgemeinem 
laBt sowohl fiir den Fall des Auftretens von mehr gesuchten Funktionen 
und von hoheren Ableitungen als auch fur den Fall, daB die Argument- 
funktionen von mehr unabhangigen Veranderlichen abhangen. Wir be- 
gniigen uns mit der Behandiong eines besonders einfachen — dem 


^ p ist also gleich dem bei II auftretenden Multiplikator. 
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ausgearteten Fall von Nr. 2 entsprechenden — Beispiels bei zwei unab- 
hangigen Veranderlichen, , namlich der Transformation des klassischen 
Dirichlet^chen Variationsproblemes : 

G 

wobei u eine im Gebiet G stiickweise stetig differenzierbare Funktion 
mit fest vorgegebenen Randwerten u = f{s) ist. Der Rand F von G 
moge dabei eine stuckweise stetig gekriimmte Kurve mit der Bogen- 
lange s sein. 

Ersetzen wir in unserem Problem die beiden partiellen Ableitnngen 
durch die Buchstaben ^ und q und fugen dafiir die Nebenbedingnngen 

= ^ — <7 = 0 hinzn, so liefert die Multiplikatorregel sofort 

dx ^ dy ^ 

als aquivalentes Problem: 

II / + q^) + 1 (gf + ?)] 

0 

— fQ(s)[u~ f(s}] is = stat. 
r 

Dabei sind l[x,y), f^{x,y) und q(s) Multiplikatoren. Indem wir das 
Doppelintegral dieses Problems durch partielle Integration umformen, 
erhalten wir fiir das Problem II die Gestalt; 

// + q^) - - Fq 

G 

r ^ 

Dabei bedeutet d/dn Differentiation nach der auBeren Normalen, und 
mit einem Querstrich sind wie auch sonst die Randwerte bezeichnet. 
Indem wir von den Eulerschen Gleichungen bzw. den natiirlichen 
Randbedingungen dieses Problems die folgenden ausdriicklich als 
Nebenbedingung hinzufiigen : 

f X='~0, ^ — = 


dX dfi. 
dx By 


= 0, 



erhalten wir das aquivalente Problem: 

III q^)dxdy +jQ{s) f{s) ds = stat. 

G r 

unter den Nebenbedingungen 

f \ j: 
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am Rande und 


I pq 
dx ' dy 


= 0 


im Innern. Die Friedrichssche Transformation ist damit ausgefiihrt. 

Wir gelangen zu einer Vereinfachung, indem wir die eine Neben- 
bedingung durch Einfuhrung einer Funktion v[x,y) befriedigen ver- 
m5ge der Gleichungen 

, dv dv 

^ By * ^ Bx ’ 

Es wird dann 



By Bv 

^ Bn B$ * 


wobei rechts die Differentiation der Randwerte in Richtung der positiven 
Tangente von F zu nehmen ist, und unser Problem geht fiber in Problem 



Das Randintegral rechts konnen wir iibrigens leicht durch partielle In- 
tegration in die Form 

—j vf(s)ds 


setzen. Dieses neue Problem hat hinsichtlich des Integranden denselben 
Typus wie das Problem I. Wahrend die Losung des Problemes I eine 

der Potentialgleichung Au = = 0 geniigende Funktion mit 

den Randwerten f{s) definiert, liefert dieses zweite Problem ebenfalls 
eine Potentialfunktion v, die sich vermoge der naturlichen Rand- 
bedingungen als die zu u konjugierte Potentialfunktion erweist. 

Die weitere Tatsache, daB einem Minimum bei Problem I ein 
gleich groBes Maximum bei Problem IV entspricht, erkennen wir am 
besten daraus, daB durch Subtraktion der Integralausdriicke von I 
und IV und eine leichte Umformung der Ausdruck: 



o 


entsteht. Problem I und Problem IV zusammen sind aquivalent mit dem 
Problem, dieses letzte Integral unter der einzigen Randbedingung 
i = / (s) zum Minimum zu machen. Das Minimum hat den Wert Null 
und wird angenommen, wenn u die Losung der betreffenden Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie und v die dazu konjugierte, den Differential- 

gleichungen ^ = ly “ Potentialfunktion ist. 
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IV, Bie Grundtatsachen der Variationsreclinung. 


§ 10. Variationsrechnung und Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. 

1. Allgemeines. Bei der Aufstellung und Behandlung der meisten 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik erweist sich die 
Variationsrechnung als zuverlassiger Fuhrer. Handelt es sich um Pro- 
bleme des — stabilen ~ Gleichgewichts, so kann man das Variations- 
prinzip vom Minimum der potentiellen Energie zum Ausgangspunkt 
nehmen, wahrend die Gesetze der Bewegungsvorgange ihre einfachsten 
Formulierungen an Hand des ,,Variationsprinzipes von Hamilton'' finden. 
Wir wollen in diesem Paragraphen, ausgehend von diesen beiden Prin- 
zipien, die wichtigsten typischen Differentialgleichungsprobleme der 
mathematischen Physik formulieren. 

Betrachten wir zunachst den Fall eines Systems von endlich vielen 
— etwa n — Freiheitsgraden. Die Lage des Syst ernes m5ge durch die 
Werte der n Parameter q^y . . charakterisiert sein, deren Be- 
stimmung als Funktionen der Zeit t unser Ziel ist. Wir denken uns das 
System in seinen mechanischen Eigenschaften festgelegt durch seine 
kinetische Energie ,^.yqn^ ?i, . . t), welche eine Funktion der 
n Geschwindigkeiten q^, der n Koordinaten und der Zeit t ist, und 
zwar eine quadratische Form in den Geschwindigkeiten: 

n 

und zweitens durch seine potentielle Energie 0* welche 

wir als eine Funktion von qi, q^, • ^ ^y qn t annehmen. Das Hamilton- 
sche Prinzip besagt nun: Zwisohen zwei Zeitmomenten t^ und verlduft 
die Bewegung so, daP die Funktionen q^ {i) das Integral: 

tx 

J=f{T-V)di 

to 

stationdr machen, verglichen mil solchen ienachbarten Funktionen q^ {t ) , 
filr welche q^ [Q = q^ [Q und q^{tj) = q^ {t-^ ist Oder : Die wirkliche Be- 
wegung macht das Integral J stationdr gegenuber alien benachbarten vir- 
tuellen Bewegungen, die im selben Zeitintervall von der Ausgangslage des 
Systems zur Endlage filhren, 

Nach § 3 ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip sofort die 
allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

(‘-'.2 •)■ 

Den Dbergang von den Bewegungsgleichungen zu den Bedingungen 
des Gleichgewichtes erhalten wir unter der Voraussetzung, daB T und 
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U von t nicht explizit abhangen, indem wir in (91) die Ableitungen 
nach der Zeit gleich Null setzen. Es ergibt sich 


(92) 



D. h : Ein mechanisches System mit der potentiellen Energie 
^n) ist fiir ein Wertsystem der Koordinaten qn dann 

und nur dann im Gleichgewicht, wenn dort die potentielle Energie 
einen stationaren Wert hat. 

Fiir die Stabilitat des Gleich gewichtes ist dariiber hinaus notwendig 
und hinreichend, daB an der betreffenden Stelle U ein Minimum besitzt. 

Diese Tatsache kann man unter Heranziehung der Bewegungs- 
gleichungen beweisen; wir ziehen es aber vor, sie bei Gleichgewichts- 
problemen als unabhangiges Postulat an die Spitze zu stellen. 

Einen besonders einfachen Charakter nimmt erne Bewegung an, 
wenn sie sich in der Nahe einer stabilen Gleichgewicht slage eines Systems 
abspielt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir annehmen, 
daB die betrachtete Gleichgewichtslage durch das Verschwinden samt- 
licher Koordinaten q^ gekennzeichnet ist. Beschranken wir uns dann 
weiter auf solche der Gleichgewichtslage benachbarte Bewegungs- 
zustande, bei welchen wir hohere Potenzen der Koordinaten und ihrer 
zeitlichen Ableitungen gegen niedere vernachlassigen diirfen, so konnen 
wir — unter der Voraussetzung, daB t in T und U nicht explizit 
vorkommt — T als positiv-definite quadratische Form in den mit 
konstanten Koeffizienten ansehen: 


n 

und ebenso U als positiv definite quadratische Form in den mit kon- 
stanten Koeffizienten 

n 

^ ^ qiqk • 

iy k=l 

Die Bewegungsgleichungen gehen also liber in die linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

n ^ n 

^ ^ik ^ 9* = 0 , 

k-=l k^l 

welche die ,,kUinm Schwingungen'* um eine stabile Gleichgewichtslage 
beherrschen und im nachsten Kapitel diskutiert werden soUen, 

Ganz analog werden wir nun auch bei Systemen der Kontinuums- 
mechanik, deren Lage nicht mehr durch endlich viele Koordinaten be- 
stimmt ist, vom Hamiltonschen Prinzip bzw. dem Prinzip des Minimums 
der potentiellen Energie ausgehen. Nur sind hier eben potentielle und 
kinetische Energie nicht mehr Funktionen yon endlich vielen Ver- 
anderlichen und deren Ableitungen, sondern werden ihrerseits wieder 

14 * 
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durch Integrale iiber die von dem System eingenommenen Raume, 
Flachen oder Linien dargestellt. 

2. Schwingende Saite (Seil) und schwingender Stab. Das ein- 
fachste Beispiel liefert die homogene schwingende Saite (oder das Seil), 
welche in ihrer — einem stabden Gleichgewicht entsprechenden — 
Ruhelage die Strecke der :k;-Achse einnimmt, unter dem Ein- 

flufi einer konstanten Spannung steht und kleine transversale Schwin- 
gungen um die Ruhelage ausfiihren kann. Bezeichnen wir mit u[x,t) 
die senkrecht zur ^-Achse gemessene Entfernung eines Punktes der 
Saite aus seiner Ruhelage, so handelt es sich um die Bestimmung der 
Funktion u{x,i). Die vorausgesetzte „Kleinheit'' der Bewegung 
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir hohere Potenzen der Funk- 
tion u und ihrer Ableitungen gegeniiber niederen Potenzen vernach- 
lassigen. Wir nehmen furs erste an, die Saite sei an ihren Endpunkten 
befestigt, d. h. ts sti u{0,t) — ^ 0. Die kinetische Energie der 

i 

Saite wird durch das Integral iJgufdx^T gegeben, wenn g die 

0 

Massendichte der Saite bezeichnet. Die potentielle Energie U wird 
proportional der LangenvergroBerung gegeniiber der Lange im Ruhe- 
zustand zu setzen sein, wobei der Proportionalitatsfaktor gleich der 

i 

Spannung jjl ist. Nun ist die Anderung der Lange — / 

0 

der Saite bei Vernachlassigung der Glieder hoherer Ordnung gleich 

i 

ifuldx, und daher erhalten wir fiir die potentielle Energie den Ausdruck 
0 

i 

U ij juu^ dx. 

0 

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt jetzt, das Doppelintegral 

ti i 

jV- U)dt^^jj(otvl^ ^t^^)dxdt 

to 0 

stationar zu machen, wobei zum Vergleich alle stetigen mit stiickweise 
stetigen ersten Ableitungen versehenen Funktion en u{x,t) zugelassen 
sind, welche fiir = 0 und x verschwinden und fur t = tQ und t = 
mit den der tatsachlichen Bewegung entsprechenden Funktionen 
u{x,tQ) bzw. u{x,tj) iibereinstimmen. Somit ergibt sich aus den all- 
gemeinen Prinzipien der Variationsrechnung bei konst antem g und u 
sofort die partielle Differentialgleichung der schwingenden Saite 

( 93 ) — 
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Wirkt eine auBere Kraft f{Xj t) auf die Saite, so tritt zu dem Aus- 

i 

druck der potentiellen Energie noch das Zusatzglied jf{x,t)udx, so 
daB wir jetzt als Differentialgleichung o 

(94) QUit — + fix , «) = 0 

gewinnen. 


Das stabile Gleicbgewicht einer Saite unter dem EinfluB einer 
auBeren Kraft wird nach dem Minimumprinzip durch das Minimum des 

i 



0 


Kraft / {%) von der Zeit unabhangig vorausgesetzt ist ; es folgt die auch 
als Spezialfall aus der Bewegungsgleichung sicti ergebende Eulersche 
Gleichung 

0 . 


Um die entsprechenden Gleichungen fiir die Zustande eines trans- 
versal beweglichen States aufzustellen, gehen wir aus von der Definition 
des Stabes als eines eindimensionalen, in der Ruhelage geradlinigen Kon- 
tinuums, dessen potentielle Energie bei Deformation proportional dem 
iiber die Stablange erstreckten Integral des Quadrates der Kriimmung ist. 
Setzen wir wieder voraus, daB wir hohere Potenzen der Deformations- 
funktion u{x,t) und ihrer Ableitungen gegen niedrigere Potenzen ver- 
nachlassigen diirfen, so erhalten wir fiir die potentielle Energie der 

t 

Deformation einen Ausdruck der Form ^ j wahrend die kine- 

0 

tiscbe Energie denselben Ausdruck wie bei der Saite behalt. Als Diffe- 
rentialgleichung der Bewegung ergibt sich nach dem Hamiltonschen 
Prinzip, falls wir noch allgemein das Auftreten einer auBeren Kraft f{x,t) 
voraussetzen: 

'^xxxx + /(^, ^) == 0 , 

wahrend fiir das Gleichgewicht unter dem EinfluB einer auBeren Kraft 
f{x) die Bedingung 

l^'^xxxx + / W = 0 

besteht. 

Entscheidend fiir die Losung unserer Variationsprobleme ist die 
Frage, welche Randbedingungen bzw. sonstigen Zwangsbedingungen 
vorgeschfieben sind. Anstatt feste Randbedingungen vorzuschreiben, 
wie z. B. (0) = ^ 0 bei der Saite, oder u (0) = Ux (0) z=zu{l)=^ Ux{l) == 0 

beim eingespannten Stab, kbnnen wir auch die Rander freilassen, wobei 
sich nach den Methoden von § 5 hei der Saite die natiirlichen Rand- 
bedingungen 

( 95 ) = = 0 
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bzw. beim Stab 

( 96 ) {) -= t) = 0, t) — 0 

ergeben. 

Sind die Endpunkte der Saite nicht absolut fest, sondern durch elasti- 
sche Krafte festgehalten, so tritt zu den Ausdnicken fiir die potentielle 

Energie von den Endpunkten her noch je ein Term hi~u^{0,t) bzw. 

t). Diese Terme andern die Bewegungsgleichung (94) nicht, 
wohl aber ergeben sich jetzt wie in § 5 die natiirlichen Randbedingungen 

M*(0, t) = KuiO. t), Ux{l, i) = -L,u{l, t) . 

Im iibrigen sei auf den Anhang dieses Kapitels verwiesen, wo in 
Nr. 15 die Diskussion allgemeinerer Randbedingungen usw fur den 
Fall des Stabes naher durchgefiihrt wird. 

3, Membran und Platte. Prinzipiell nicht anders liegen die Ver- 
haltnisse bei der ebenen Membran und Platte. Unter einer Membran 
verstehen wir einen flachenhaften, in der Ruhelage ebenen elastischen 
Kdrper, dessen potentielle Energie sich proportional der Anderung des 
Flacheninhaltes andert, wobei wir den Proportionalitatsfaktor als 
Spannung bezeichnen. In der Ruhelage m6ge die Membran ein Stuck 
G der x, y-Ebene bedecken; mit u{x, y) sei die Deformation senkrecht 
zurRuheebenebezeichnet, und diese Deformation sei wieder klein in dem 
Sinne, daB hohere Potenzen von u.,Ux,Wy gegeniiber niederen vernach- 

lassigt werden diirfen. Dann wird der Ausdruck j j ]/«! -{■ i^y \ dx dy 

C f( 14,^ A- u^\ ^ 

fiir den Flacheninhalt durch J J [^ + ersetzen sein, und 

G 

als gesuchte potentielle Energie ergibt sich bis auf einen konstanten 
Faktor das Doppelintegral 

(97) ijj{ul + ul)dxdy. 

G 


Wir behandeln zunachst Gleichgewichtsproblem der Membran, 
Setzen wir voraus, daB die Durchbiegung u {%, y) der Membran am Rande F 
des Gebietes G vorgeschriebene Werte u^u{s) besitzt — s bedeutet die 
Bogenlange von F — und daB auf die Membran keinerlei auBere Krafte 
wirken, so wird die Gleichgev^ichtslage durch folgendesVariationsproblem 
charakterisiert : Die der Gleichgewichtslage entsprechende Durch- 
biegung n{x,y) ist diejenige Funktion, fiir welche das Integral 


jj{nl + nl) d% dy einen moglichst kleinen Wert ethalt, wenn zur Kon- 

G 

kurrenz alle im abgeschlossenen Bereich G stetigen Funktionen u mit 
den vorgeschriebenen Randwerten u{s) zugela'sen sind, welche im 
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Innern stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitungen^ be- 
sitzen. Die Eulersche Differentialgleichung lautet 

Wjj; JJ. “f" idfy y = 0 • 


Das Problem des Gleichgewichts ist also aquivalent mit dem durch 
diese Differentialgleichung und die vorgeschriebene Randbedingung ge- 
gebenen Randwertprohlem dieser partiellen Differentialgleichung (der 
Potentialgleichung ) . 

Nehmen wir etwas allgemeiner an, daB auf die Membran eine auBere 
Kfaft wirkt, deren Flachendichte im Innern durch eine Funktion 
f[Xyy) gegeben wird, daB ferner der Rand der Membran frei beweglich 
ist und einer auBeren Kraft von der Liniendichte p (s) unterliegt, endlich, 
daB der Rand durch elastische Krafte an seine Ruhelage gebunden ist, 
wobei die Starke der elastischen Bindung durch einen ElastizitMs- 
modul der Dichte o {s) charakterisiert wird. Dann wird die potentielle 
Energie einer Membran mit der Durchbiegungi^ [x,y) durch den Ausdruck 




4-o(s) 


ds 


gegeben. Wiederum erhalten wir die Gleichgewichtslage, indem wir dieses 
Integral durch eine Funktion u(Xyy) zum Minimum machen, wobei fur 
die Zulassung zur Konkurrenz keinerlei Randbedingungen, sondern 
lediglich die oben formulierten Stetigkeitsbedingungen zu stellen sind. 
Die Eulersche Differentialgleichung (Gleichgewichtsbedingung im Innern) 
lautet, wenn wir ju = i nehmen, 

und als naturliche Randbedingung ergibt sich 

OM + p(s) = 0. 

Beide Forderungen zusammen stellen wiederum eine Randwertauf- 
gabe dar. 

Wir gelangen iibrigens von diesem allgemeinen Fall zu dem der 
Differentialgleichung Au = f mit den Randwerten u = 0 zuruck, in- 
dem wir = 0 setzen und o fiber alle Grenzen wachsen lassen. 

Ist a = 0, so kann unser Gieichgewichtsproblem im allgemeinen 
keine Losung besitzen. Physikalisch ist von vornherein plausibel, 
daB bei beliebigen auBeren Kraften eine vollig frei iiber dem Gebiet 
bewegliche Membran keine stabile Gleichgewichtslage haben wird, daB 
vielmehr hierfiir von vornherein ein Gleichgewicht der auBeren Krafte 
Voraussetzung sein muB. In der Tat ergibt sich dies Resultat auch 


^ Es wird iibrigens fur die spatere Behandlung dieses Problems von Wicbtig- 
keit sein, daB wir die Stetigkeitsvoraussetzung uber die zweiten Ableitungen 
aufgeben diirfen, ohne daB die Losung des Problems sich andert. 
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sofort aus dem Variationsprinzip: Damit unser Energieausdruck im 
Falle 0 = 0 iiberhaupt eine untere Grenze besitzt, ist notwendig, daB 
die Gleichang 

(98) jjfdxdy+lpd$:=- 0 

G r 


besteht. Man erkennt dies, indem man in den Energieausdruck fiir die 
Durchbiegung u einen konstanten Wert c einsetzt. Der Energieausdruck 
wird dann das £:-fache der linken Seite von Gleichung (98) und konnte 
durch Wahl eines absolut genommen hinreichend groBen Wertes von c 
beliebig groB negativ gemacht werden, wenn diese linke Seite nicht 
verschwindet. Stellen wir aber diese Bedingung (98), so wird die Losung 
des Variations- oder Gleichgewichtsproblems wiederum nicht eindeutig 
bestimmt sein, da wir zu ihr eine beliebige Konstante additiv hinzu- 
fiigen kdnnen, ohne an dem Wert des Energieausdruckes und damit auch 
an seinem Minimum etwas zu andern. Um die Losung eindeutig zu 
machen, werden wir also noch eine weitere Bedingung hinzufiigen. Man 
wahlt hierzu gewohnlich die Bedingung 


1 1 udxdy = 0, 

G 

welche besagt, daB man den Schwerpunkt der Membran in der Riihe- 
lage festhalt. 

Zu den Gleichungen der Bewegung einer Membran gelangen wir 
mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzipes, indem wir fiir die kinetische 
Energie den Ausdruck 

( 99 ) T=:-^jjuUxdy 

G 


zugrunde legen. Das Hamiltonsche Prinzip verlangt dann, wenn eine 
auBere Kraft mit der Dichte fix^yj) auf die Membranflache und eine 
Randkraf t mit der Liniendichte p (s, i) am Rande wirkt, und wenn am 
Rande weiter eine elastische Bindung a (s) vorliegt, den Ausdruck 



tff G 


It 

2 


{ul + u^ - f{x,y,t)u 


dxdydt 



to 


h 

JJ au^ds dt 

to r 


stationar zu machen, Die Eulersche Differentialgleichung des Problems 
laiitet * 

fidu- QUtf- fix.y.fj = 0 , 


imd die natiirlichen Randbedingungen werden 

^iOO) g^ + o« + />(s) = 0. 
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Handelt es sich um eine eingespannte Membran, bei welcher die 
Werte am Rande als Funktionen der Bogenlange vorgegeben sind, so 
tritt an Stelle der Bedingung (100) die Bedingung der Vorgabe dieser 
Randwerte, 

Wahrend beim Gleichgewichtsproblem durch das Minimumprinzip 
sofort ein Randwertproblem einer Differentialgleichung in der Form 
geliefert wird, wie es tatsachlich anftritt, und hier das Variation sproblem, 
wie wir spater sehen werden, den Kern des Problems sachgemaB trifft, 
liegt die Bedeutung des Hamiltonschen Prinzips fur den Bewegungs- 
vorgangvorallem in dereinfachen formalen Aufstellung der Differential- 
gleicbung. Um ihre Ldsung festzulegen, brancht man, abgesehen von den 
sich ergebenden oder von vornherein gestellten raumlichen Randbedin- 
gungen, aber noch andere, auf die Zeitvariable beziigliche Bedingungen* 
Nach dem Hamiltonschen Prinzip erscheinen die zur Konkurrenz zu- 
gelassenen Funktionen fur zwei feste Zeitmomente und vorgeschrie- 
ben. Bei den Bewegungsproblemen der mathematischen Physik sind 
jedoch im allgemeinen nicht von vornherein zeitliche Bedingungen 
dieser Art vorgegeben. Vielmehr wird im allgemeinen, abgesehen von 
den Randbedingungen, der Anfangszustand gegehen sein; d. h. fur die 
Funktionen u{x,y,t) und u^[x,y,t) werden die Werte zur Zeit ^==0 vor- 
geschrieben sein. Wir werden also fur das Bewegungsproblem ein ge- 
mischtes Anfangs- und Randwertproblem zu behandeln haben. 

Ganz analog liegen die Verhaltnisse bei der Platte. 

Unter einer Platte verst ehen wir einen flachenhaften, in der Ruhe- 
lage ebenen elastischen Korper, dessen potentielle Energie bei einer 
Deformation durch ein Integral iiber eine quadratische Form der 
Hauptkriimmungen der bei der Biegung entstehenden Flache gegeben 
wird. Bezeichnen wir die Hauptkriimmungsradien der deformierten 
Platte mit gj, so wird die potentielle Energie ein Ausdruck der 

Form a (~2 + ~ 2 ) + ~ — . worin A und B Materialkonstanten sind; 
Vi qV Qi e2 

wegen der vorausgesetzten Kleinheit von u, ... kann man setzen 

2 2 1 
- = A U = Uxx “h '^yyt '^xx'^yy • 

Die gesuchte potentielle Energie der Verbiegung ist also gegeben durch 
einen Ausdruck der Form 

( 101 ) “ 2(1 — ii) — uly]'}dxdy 

G 

bis auf einen Materialfaktor, den wir gleich 1 setzen. 

Zu ihr treten noch die Energien der Flachenkrafte, Randkrafte und 
unter Umstanden auch vorgegebener Biegungsmomente am Rande: 

Ug = j j fudxdy -r Jp(s)uds + Jm{s)^d$ , 

G r r 
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wobei die Dichte der Flachenkrafte bzw. Randkrafte bzw. normal zur 
Randknrve wirkenden Biegungsmomente durch i{oc,y), p{s), m{s) 
gegeben ist. 

Das Gleichgewicht ist wieder dadurch charakterisiert, daB 
durch eine geeignete zulassige Funktion u{x,y) zum Minimum ge- 
macht wird, wobei als Konkurrenzbedingung Stetigkeit der Ab- 
leitungen von u bis zur vierten Ordnung vorausgesetzt wird. (Tat- 
sachlich kann man, ohne die Losung des Problems zu beeinflussen, 
diese Bedingungen stark mildern.) Um die Eulerschen Gleichungen 
bzw. die natiirlichen Randbedingungen fur unser Minimumproblem zu 
formulieren, haben wir nach § 5 die Variation 6U == dUi + dU^ zn 
bilden und gleich Null zu setzen. Es ergibt sich 

(5l7i = j j [AAu du) dxdy — j M d^ds — j' P duds , 

G , r ^ 

wobei 

M (u^ = ' — Jll A U — (l “b 2 U^y X^i y^ “b yn) f 

P (u) =-^^Au 'b (1 fA 4“ '^xyi^n.yB "b ^ayA H" '^yyynV^ 

gesetzt ist. (Dabei sind x^^y^ bzw. x^^y^ die Richtungscosinus der 
auBeren Normalen bzw, des Tangentenvektors.) Aus d!7=0 erhalt 
man als Gleichgewichtsbedingung einmal die Eulersche Differential- 
gleichung 

AAu f 0 , 

andererseits, da am Rande keinerlei Bedingungen gestellt waren, die 
natiirlichen Randbedingungen 

P{u) + ^ = 0, M{u) + m = 0 * 

Ist die Platte am Rande eingespannt, d. h. haben am Rande u 
und dujdn die vorgeschriebenen Werte Null, so fallen diese natiirlichen 

d u 

Bedingungen weg und sind durch die Bedingungen w = 0, = 0 zu 

ersetzen, w^rend der gestiitzten Platte, d. h. der Platte, bei welcher 
zwar der Rand, nicht aber dort die Tangentialebene festgehalten ist, 
die Randbedingungen 

(102) M = 0, fiAu - (i— ju) + 2x^y^u^y) = 0 

zugehoren^. 

Zur Formulierung der Differentialgleichung fiir die Bewegung der 
Platte (Differentialgleichung der schwingenden Platte) gelangen wir 

^ Es ist bei den Variationsproblemen der Platte bemerkenswert, daC der Aus- 
druck als Divergenzansdruck zwar auf die Eulersche Differential- 

gleichung keinen EinfluB hat, aber fur die Gestalt der nattirlichen Randbedingungen 
entscheidend ist. 
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wiederum nach dem Hamiltonschen Prinzip, indem wir fiir die kine- 
tische Energie den Ausdruck (99) heranziehen. Es ergeben sich so die 
Bedingungsgleichungen 

fjiAAu + QUti = 0 

bzw. allgemeiner 


IxAAu + QUtt + 2 ^) = 0 


mit den jeweils entsprechenden Randbedingungen wie oben bei der im 
Gleichgewicht befindlichen Platte. Diese Randbedingungen miissen zur 
Charakterisierung eines wirklichen Vorganges noch charakterisiert 
werden durch Anfangsbedingungen, welche den Anfangszustand, d. h. 
die Funktionen u{x,y,0) und ^^(^,^,0) festlegen. 


§ 11. Erganzungen und Aufgaben zum vierten KapiteL 

1. Variationsproblem zu gegebener Differentialgleichung. Zu 
einer gegebenen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y" = f{x,y,y') laBt sich stets eitie Funktion F{x,y,y') finden, so daB 
[F]y = 0 nach y" aufgelost mit der Differentialgleichung identisch ist. 
Vgl. Bolza, 0.: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 37— 39- 

2. Reziprozitat bei isoperimetrischen Problemen. Die Extie- 

malen des Problems J ==jF{x,y,y')dx Extr. unter der Bedingung 

CCx Xq 

K =^J’G(x,y,y')dx = konst, sind dieselben wie die des Problems 

K = Extr., / = konst.; abgesehen von dem singularen Fall (§ 7, 1). 

3. Kreisformige Lichtstrahlen. Ist die Geschwindigkeit des Lichtes 
proportional zu y, so sind die Lichtstrahlen Kreise um Punkte der 
j\;-Achse als Mittelpunkte^ 

4. Das Problem der Dido, mit einer Kurve von gegebener Lange 
ein moglichst groBes Gebiet zu umspannen, werde dahin abgeandert, 
daB das Land nicht uberaU gleich wertvoll ist, sondern etwa die Frucht- 
barkeit eine Funktion q {x,y) des Ortes ist. Es handelt sich also datum, 

dem Integral jjgdxdy, erstreckt iiber das umspannte Gebiet, einen 
0 

moglichst groBen Wert zu erteilen. Man stelle die Differentialgleichung 
der Extremalen auf. 

5. Beispiel eines raumlichen Problems. Die Kugel ist diejenige 
geschlossene Flache, die unter alien Flachen, welche das gleiche Volumen 
einschlieBen, den kleinsten Flacheninhalt hat. (Literaturangaben bei 
Blaschke, W. : Kreis und Kugel. Leipzig 1916.) 

Fragt man nach der Flache mit kleinstem Inhalt, die bei ge- 
gebener Randkurve mit einer gegebenen, von dersblben Randkurve 
begrenzten Flache ein gegebenes Volumen begrenzt, so ergeben sich 



220 


IV. Die Grundtatsachen der Vanationsrechnnng. 


als Extremalen die Flachen konstanter mittlerer Kriimmung. LaBt man 
die Nebenbedingung beziiglich des Volumens fortf alien, so kommt man 
auf die schon in § 3 , 4 aufgesteUte Differentialgleichung der Minimal- 

(1 + 4 ) - 2Z^ZyZ^y + (1 + zl) Zyy = Q, 

die das Verschwinden der mittleren Kriimmung anzeigt. 

6 . Das isoperimetrische Problem auf einer krummen Flache hat 
als Ldsungen. die Kurven konstanter geodatischer Kriimmung. (Vgl. 
Blaschke, W. : Vorlesungen Tiber Differentialgeometrie und geometri- 
sche Grundlagen von Einsteins Relativitatstheorie, Bd. 1 , 3 . Aufl., 
S. 154—155- Berlin 1930-) 

7. Die Indikatrix und ihre Anwendungenb Bei dem Problem, das 

Integral j%{x, y, x,y)dt zum Extremum zu machen (g ist positiv- 

homogen erster Ordnung in x,y), betrachten wir bei festen x,y die Kurve 

%{z.,y, I, >?) = 1 


in der 97 -Ebene. Sie heifit Eichkurve oder Indikatnx. An ihr lassen 
sich viele wichtige Beziehungen geometrisch deuten. Ganz entsprechend 
ist beim raumlichen Problem %ix,y,zJ.V,i) == i die Gleichung der 
Eichflache im ly.f-Raum. 

Die Richtung {d x, <5 y) ist transversal zu {x, y) , wenn %xdx-]-%y6y — 0 
ist. Nun ist aber die Gleichung der Tangente an die Eichkurve im Punkt 


X y 

W’l 

Oder 


I - !)&+(’? - 
f Si + 


= 1 . 


Also ist die transversale Richtung die der Tangente an die Eichkurve 
im Treffpunkt mit der Halbgeraden, die vom Nullpunkt nach dem 
Punkt x,y fiihrt. Fragen wir z. B., bei welchen Problemen Transversa- 
litat senkrechtes Schneiden bedeutet, so sehen wir, daB die Eichkurve 
die Geraden durch den NuUpunkt senkrecht schneiden, d. h. daB sie 
ein Kreis um den Nullpunkt sein muB. Wegen der Homogenitat folgt 
daraus %ix,y,x,y) = <p{x,y) ix^ + y^- Soil die Beziehung zwischen Ex- 
tremalen- und Transversalenrichtung symmetrisch sein, so mufi, wenn 
man zur Tangente in einem Punkt P der Eichkurve die Parallele durch 
den NuUpunkt 0 zieht, die Tangente in ihrem Schnittpunkt mit der 
Eichkurve parallel zu OP sein. 

Besonders lehrreich ist die Betrachtung an der Eichkurve bei der 
Behandlung der gebrochenen Extremalen', d. h. solcher Lbsungskurven 
eines Extremumproblems, welche im Punkt Xq, y^ einen Knick haben. 


^ Vgl CarathAodory, C ■ tjber die staxken Maxima und Minima bei einfacben 
lutegralen. Math. Ann. Bd. 62, S 449— 503. 1906. 
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Wir fragen, wann eine Kurve, die den Punkt (xo.y„) mit {x,y) ver- 
bindet und hier in der Richtung (i'.y") eintrifft, dann in der Rich- 
tung (i+,y+) weitergeht und in (x 2 ,yj) endigt, ein Extremum liefern 
kann. Auf den Stricken, wo die Kurve eine stetig veranderliche 
Tangente hat, muB sie wie immer den Eulerschen Gleichungen ge- 
nugen. Um die Verhaltnisse an der Knickstelle zu untersuchen, denken 
wir die Extremale als Glied einer Schar ebenfalls gebrochener Kurven. 

mit stetig differenzierbaren, an den Enden verschwindenden Funk- 
tionen ^ und yj und bilden die erste Variation, d.h. differenzieren nach 
£ und setzen e = 0. Tun wir dies fiir die beiden Bogen einzeln, so 
bleiben nur die dem Knickpunkt zukommenden Randglieder stehen; 
die auBeren Randglieder verschwinden, da wir die Endpunkte festhalten, 
die Integrate wegen der Extremaleneigenschaft der Bogen. Es bleibt also 

^ (^i) S* (^i< Vv ■*! . yi ) + ’? ih) S.v (•*'1' Vv ‘ yr) 

- I (^i) & (Xv Vv xt.yt) -ri (ti) {x^, yi, xf, yt) = 0 , 


und da f {t^) und rj (ij willkurlich sind, so folgt die „Weierstrafi-Erd- 
mannsche Eckenbedingung“ 


(%. Vv xl, yl) = yi, y+) , 

Sy (Xi) y’lj Xi, yi) — {Xi, y^, Xi, yi) ; 

d.h. die Tangenten in den I'reffpunkten der Vektoren yj") und 
{xt>yi) der Eichkurve fallen zusammen. Die beiden Rich- 
tungen der Kurve im Knickpunkt sind die der Strahlen vom Ur- 
sprung nach den Beriihrungspunkten einer Doppeltangente der Eich- 
kurve. 

8. Variation bei veranderlichem Gebiet. Wenn bei einem In- 

*i 

tegral J — f F(x,u,u')dx nicht nur die Funktion u(x), sondem auchdie 

I, 

Integrationsgrenzen Xg und x^ mit einem Parameter « variabel sind, so 
erhalt man fiir die erste Variation des Integrals zu dem ublichen Aus- 
druck noch einen von der Variation des Gebietes herriihrenden Zusatz- 
ausdruck, und zwar ergibt sich: 


(103) 

wobei 


SJ = f{[F\udu + (F„. <5 «)'} dx + (FS x)%i , 


du = 


/du(x;F)\ 

[ ds A = 




= e 


(d^\ 

\ ds )e=:0' 


dXg 


a 


(dx^[e) 
V Be 


gesetzt wurde und [F]^ die Eulersche Ableitung von F bedeiitet. 
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Eine ahnliche Formel gilt fiir zwei (und natiirlich auch fiir mehr) 
Dimensionen, wenn der Integrationsbereich G mit einem Parameter e 
veranderlich ist. Um die Variation des Integrals 

J = jjF(x,y,u, u^,Uy) dxdy 

G 


zu bilden, denken wir den vom Parameter s abhangigen Bereich G*, 
in welchem wir die laufenden Koordinaten mit und y* bezeichnen, 
durch eine — als umkehrbar eindeutig und stetig differenzierbar 
vorausgesetzte — Transformation 


(104) 


I = X{x,y; 

I y* =,Y{x,y; e) 


auf den urspriinglichen Bereich G mit den Koordinaten x, y abgebildet, 
so daB fiir £ = 0 die identische Transformation entsteht. In G* ordnen 
wir der SteUe x*, y* einen neuen Funktionswert u* = u*{x*, y*;e) zu, 
den wir in seiner Abhangigkeit von den alten Veranderlichen mit 

(104a) u* = U{x,y; e) 


bezeichnen. Es gilt also die Relation 

u*{X, Y;a)^U{x,y;e). 


In die Flachenschar u* {x*, y* ; e) — deren einzelne Individuen durch 
die Gleichungen (104), (104 a) bei festem s in Parameterdarstellung 
mit X und y als Parametern gegeben sind — ist unsere Ausgangs- 
funktion u {x^ y) fiir ^ = 0 eingebettet. 

Nunmehr bilden wir das Integral 

/ (g) = jjf [x*. y*, u* (X*. y* ; e) , u*, (x*. y * ; s) u*, (x*. y* ; e)] dx* dy* 

Gie) 


und transformieren es durch Einfiihrung von x, y als unabhtogigen 
Veranderlichen auf das feste Gebiet G: 


J{s) =ff F[X,Y. u* {X,Yi s), U*. (X, Y; s). u*, {X. Y; g)] dxdy . 


Dann haben wir die Variation durch Differentiation nach e fiir s = 0 
zu bilden. Zur bequemen Ausdrucksweise fiihren wir die Bezeich- 
nungen ein: 


Sx = 8 


du = 8 


SUoi = € 



( dU{Xyy;s) \ _ l du*(X,Y;B)\ 

\ Sb )e=0 \ ds /c = 0^ 
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Dann wird 

^/= j) {Fx^x + Fydy + F„<3m + + F^^duy + F(6x)x 

« + F{6y)y\dxdy. 

Diesem Integral konnen wir eine andere Form geben, wenn wir 
an Stelle der obigen Variationen der verschiedenen Funktionen 
die Variationen bei festgehaltener Argumentenstelle heranziehen, 
namlich 


6u 


wobei wir y statt der unabMngigen Veranderlichen x*, y* ge- 
schrieben haben und wobei die Variation 'du auf der Stelle mit der 
Variation du bei Verriickung des Argumentes durch die Beziehung 

(105) 8u ^ du + Uydy 

zusammenhangt. Entsprechend gilt 

du^ = [du)^ + u^xdx + u^ydy, 

dUy = [du)y + Uy^dx + Uyydy . 

Durch Einfiihrung dieser Ausdriicke in <5/ gewinnt man 

+ {Fuju)x + {F^du)y + {Fdx)^+{Fdy)y}dxdy 


Oder 


dJ = JI[F]Judxdy+f(F, 

+M 


Bx 


dn + 6n 


du ds 




wenn n die auBere Normale und s die Bogenlange des Randes F von 
G ist. (Die Herleitung dieser letzten Formel ist ubrigens auch direkt 
auf anschaulichem Wege leicht durchfuhrbar, indem man die Variation 
von / zerspaltet in einen bei festgehaltenem Gebiet entstehenden Be- 
standteil und in einen Ausdruck, der von der Variation des Gebietes 
herriihrt; dabei stellt man die Gebietsvariation dar durch Verschiebung 
der Randpunkte in der Normalenrichtung um einen zu e proportionalen 
vom Randpunkt abhangigen Verschiebungsvektor n .) 

9. Die Satze von E. Noether iiber invariante Variationsprobleme. 
Integrale in der Punktmechanik^. Durch die von dem kontinuier- 
lichen Parameter oc abhangende Transformation 


( 106 ) 


X* = X* {x, y, u; a) , 
y* == y* {x, y, u; oc ) , 
u* = U*{x, y, u; (x) 


1 Noether, E. : Invariante Variationsprobleme. Nachr. Ges. Gottingen (math.- 
pbj's. Kl.), S. 235-257- 1918- 
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werde jeder Flache u = u {x,y) eine von oc abhangende Schar von Flachen 
zugeordnet, deren Parameterdarstellung (mit y als 
Parametern) durch 

X* =. X*{x, y, u(x, y)\ oc) = X[x, y; (x) , 
y* == y*(^, y, y) \oi) = Y {x, y]oC) , 
u* = U*{x, y, u{x, y); a) = U{x, y; oc) 

gegeben ist. Dem Werte Null des Parameters oc entspreche die iden- 
tische Transformation. 

Wir machen nun die Voraussetzung, das Integral 

J =fj '^y) 

Q 

moge sich bei Anwendung der Transformation (106) nicht andern, d. h. 
es sei fur jedes Gebiet G 

J* = J'I'f (a;*, y*, w**) dx* dy* = jjpdxdy , 

G* 0 

worin G* das Gebiet ist, das der Punkt x*,y* durchlauft, wenn x,y 
das Gebiet G durchlauft. Dann ist offenbar 


a(iJ- 


[doc )a = 0 


und man erhalt auf Grand der vorigen Nummer 

0 =//{[F]„ + A ^ 

+ -\-^[Fdy)^dxdy. 

Dabei ist genau wie friiber gesetzt: 



. (BY*\ 16Y\ 

^ ^ \ /a=0~ ^ \diX/a=;=0' 


und ebenso ist unter Beachtung von (105)- 

(109) du = oc i)x - {Uy + UuUy)^^o h . 


DaGleichung (107) nach Voraussetzung fiir jedes Gebiet G gilt, muB 
der Integrand der rechten Seite verschwinden, d. h. es ist 

mu ^ {FuJu + Fdx) + ~ [F^Ju + Fdy) = 0 . 

Entsprechende Formeln erhalt man bei mehr abhangigen Ver- 

anderlichen. Bleibt z. B. das Integral J =jjF {x, y, u, v, u^,v^,u^, Vy) dxdy 

o 

bei den kontinuierlichen Transformationen 


X* ■=X (x, y, u, v; «.), y* = Y{x, y, u, v.tx) , 

u* = U(x, y, u, V, a), v* == V{x, y, u, v; a) 
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ungeandert, so ergibt sich 

[F]u + [P]v ^ {Fuz + Fvz^^ + Fdx) 
+ ^ {F^Ju + F^Jv + Fdy) = 0. 

wobei jetzt 


(109a) 


ist. 


Su — (x {Ux + + U^Vx)a=^o^x 

i^y “f" Fly^Uy "{- U^v^tx^Q dy , 

Sv = iX (Fx + 

“ (^y + ^y 


Die trbertragung auf eine oder mehr als zwei unabhangige Variable 
Oder gesuchte Funktionen liegt auf der Hand. Bei einer unabhangigen 
Variablen erh^t man durch Integration fiir die Extremalen ein erstes 
Integral 

Fu' Su + F^'Sv Fdx = <x- konst., 


worin die Ausdriicke Su, Sv, Sx nach (i08) bzw. (109a) entsprechenden 
Formeln als Funktionen von x bekannt sind. 

Man bestatigt dies an dem Beispiel jF{u, u')dx = Min. Da der In- 

tegrand x nicht explizite enthalt, bleibt er invariant gegeniiber der 
kontinuierUchen Transformation 

x"^ = X (X, ■= u\ 

man erhalt also fiir die Extremalen das Integral F — = konst. 

— ein Resultat, das wir bereits in § 4 abgeleitet haben. 

Kennt man eine mehrere Parameter enthaltende Schar von Trans- 
formationen, die das Integral / ungeandert lassen, so erhalt man ebenso 
viele linear unabhangige Kombinationen der Eulerschen Ausdriicke 
in Divergenzgestalt bzw. ebenso viele linear unabhangige erste Integrale. 

Diese Tatsachen werden erlautert durch die Integrale der Punkt- 
mechanik. Die BahnkurvQn der Punkte eines freien Massensystems 
werden gegeben durch die Extremalen des Problems 

h 

dJ=df(T-U)dt = 0, 

to 

worin T = 4- 4- ist und die potentielle Energie nur 

von der gegenseitigen Lage der Massenpunkte abhangt, d. h. sich bei 
Lagenanderung des gesamten Systems nicht andert. 

Dieses Integral gestattet z. B. die kontinuierliche Transformation 

x"^ X (X, y* = y , z* == z 

(also <5/ = <5y = <5z = 0; Sx = oC) 

Co\irant-Hilbert, Mathcmatische Physik I. 2. Aufl. 


15 
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Oder 

= = xcosoc + ysinoc , z== ^xsmoc ^ = z 

(also dt=^dz^0\ dx===(xy, dy = —ocx). 

Daraus folgt nach dem Obigen 

Tx = konst, 

yTx - xTy =-Xm{yx - xy) - konst; 

das ist mit den dnrch Vertanschung der x, y, z entstehenden Integralen 
zusammen der Schwerpunkt- bzw. der Flachensatz. 

Ahnlich ergibt sich das Energieintegral^ falls T und U die Zeit nicht 

explizit enthalten, aus der Bemerkung, daB das Integral J{T U) dt 
die Transformation f ~t + x, dt — x gestattet. u 

Naheres sieke bei Bessel-Hagen, E. : tlber die Erhaltungssatze der 
Elektrodynamik, Math. Ann. Bd. 84, S. 258 — 276- 1921. 

Bleibt das Integral / ungeandert bei Transformationen, die eine 
mllkurliche Funktion -p der unabhangigen Variablen und ihre Ab- 
leitungen bis zur Ordnung enthalten: 

( d <5* \\ 

x,y,u,v,f{x,y),-^p{x.y), .... 


so erhalt man eine identisch verschwindende Linearkombination der 
Eulerschen Ausdriicke und ihrer totalen Ableitungen bis zur Ord- 
nung, d.h. die Eulerschen Gleichrmgen sind nicht unabhangig von- 
einander. 

Das einfachste Beispiel ist die homogene Form der einfachen In 
tegrale t, 

/ = \%{x,y.x.y)dt. 

to 

Das Integral andert sich nicht, wenn man t, x(t), y{t), x:{t), y{£) er- 
setzt durch t{r), x(t{z)). y{t(z)). • DemgemaB sind 

die Eulerschen Ausdrjicke [g]*, verbunden durch die Beziehung 

xm.+M\=o. 

[Vgl. Formel (3I) auf S. I70.] 

Betreffs genauerer Angaben, Verallgemeinerungen und Anwendungen 
in derMechanik, Elektrodjrtiamik undRelativitatstheorie vergleiche man 
den obengenannten Aufsatz von E. Noether und die dort angegebenen 
Arbeiten. 

10. Transversalitat bei mehrfachen Integralen. Soil das Integral 
y, z, y„, x^,y^, z,) du dv 
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zum Minimum werden unter der Bedingung, daB der Rand der Flache 
[x{u,v), y{u,v), z{u,v)] auf einer gegebenen Flache (p{x,y,z) = 0 liegt, 
so findet man durch formale Ubertragung des bei Kurven angewandten 
Verfahrens die Randbedingung 



F^ 

<Px 

Fy^ 

Fy^ 

<Py 

F^^ 

F^. 



doch ist die Notwendigkeit dieser Bedingung bisher noch nicht be- 
wiesen worden. (Vgl. Bolza, 0. : Vorlesungen uber Variationsrechnung, 
S. 670.) 

11. Eulersche Differentialausdriicke auf krummen Flachen, Ist 
p ■= , ?' == Yj) die Parameterdarstellung einer 

krummen Flache im ;^,5',r-Raume, ds^ + 2f di drj + g das 

Linienelement auf der Flache, so wird der Ausdruck 

YL > j eg-f 


unabhangig von der Wahl der Parameter. Der zu dem Oberflachen- 
integral 

jjQbi, m] ieg — f di dr] 


gehSrige Eulersche Differentialausdruck ist 


e 

'gug-fu^' 




l]feg-F \ 

1eg-f \ 


und 


ist von der Parameterwahl unabhangig. 

12. Das Thomsonsche Prinzip der Elektrostatik. In einem Kon- 
densator, d. h. in dem Zwischengebiet G zweier geschlossener Flachen 
Fj, /’aim Raum, seien u,v,w die Komponenten der elektrischen Feld- 
starke. Die Bedingung der Quellenfreiheit 

( 110 ) = 0 


sei erfiillt und ferner die Ladung Q bzw. —Q auf den beiden Ober- 
flachen und F^ vorgeschrieben: 


( 111 ) 


j [ {uXn + vyn + wz^ do = Q , 
f j {uXn + vy„ + wz^ do = —Q . 


(Zu den Bezeichnungen s. S. 218.) 


15 * 
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Dann verlangt das elektrostatische Gleichgewicht, daB die Feld- 
energie (bis auf einen MateriaHaktor) : 

G 

.einen moglichst Heinen Wert besitzt. Nach der Lagrangeschen Mult^ 
plikatorenmethode ergibt sich, wenn X{x,y,z) und Mnlti- 

plikatoren von (liO) und (iH) sind, als Eulersche Gleichung 

(-112) m = 4. v = w = 

und als natiirliche Randbedingung 

X = ju.^ = konst, auf , 

= konst, auf ■ 

D. h. der Feldvektor mit den Komponenten u, v, w ist der Gradient 
eines Potentials I, das auf den Oberflachen konstant ist und das der 
Potentialgleichung Al =- 0 geniigt. Ohne Anwendung der Multiplika- 
torenmethode kann man dies Ergebnis auch gewinnen, indem man die 
Nebenbedingung dadurch eliminiert, dafi man den Vektor («, v, w) als 
Rotation eines anderen Vektors darstellt. 

13. Gleichgewichtsprobleme beim elastischen Korper. — Prinzip 
von Castigliano. Zur Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen 
beim dreidimensionalen elastischen Kdrper stellen wir einige Defi- 
nitionen und Grundtatsachen der klassischen Elastizitatstheorie zu- 
sammen, ohne auf die physikalische Bedeutung genau einzugehen. 

Der betrachtete Korper m6ge in der Ruhelage ein stuckweise glatt 
begrenztes Gebiet G des (3c,y, 2 )-Raumes ausfiillen. Aus dieser Ruhelage 
werde der Kdrper durch irgendwelche Krafte in eine neue Gleichgewichts- 
lage gebracht, wobei jeder Punkt {x,y,z) eine Verschiebung mit den 
Komponenten u, v, w erleidet. Durch die Definitionsgleichungen 



*11 

= M*, 

*12 = iK + «*) ' 


(114) ■ 

*2X 

= + s) ' 

^22 ^ 

^23 ~ i (^z "i" ^jf/) I 


, *31 

II 

+ 

*32 ==iK + *'*)- 

^33 == 


fiihrt man die DeformationsgroBen und die Dilatation 


« = + *22 + *33 

ein. Die bei der Deformation entstehenden elastischen Krafte werden 
durch das System der neun Spannungskomponenten 

■^11 ^13 

S 22 

Sji S32 S33 

charakterisiert, welche auch Funktionen des Ortes sind und der Sym- 
metriebedingung Sg* = 5^2, genugen. 
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Die Spannungen und Deformationen htogen 
Hookesche Gesetz: 

zusammen durch das 


‘S'li = <^^11 -j- be, 

Si 2 == <^€12, 

Si 3 =; ^1 3 , 

(115) ■ 

S21 = ^ ^2 1 > 

Sgg = a €22 -h be , 

*^2 3 ~ ^ ^2 3 > 


.‘^31 = 

S ^2 ^ <^^3 2? 

S33 == + be, 


wobei a tiiid b Materialkonstanten sind. 

An dem Punkt {x,y,z) des Korpers moge eine Volumkraft angreifen, 
deren Dichte die Komponenten P^hesitzL An der Oberflache 

moge im Punkte x^y^z eine Kraft angreifen, 'deren Flachendichte die 
Komponenten p^, p^ besitzt. Dann lauten die Gleichgewichts- 
bedingungen im Innern: 

BSqi 


(116) 




d:v 

dx 


dy 


+ 


I <5‘S’22 I 
“r "T 


+ 


Sy 

<5523 


+ 


dz 

dz 

^533 


+ Pi = 0, 
+ P 2 = 0 , 
Pg = 0, 


dx ' dy 

Wcihrend auf der Oberflache 

^ll^n “i" *5^21 yn H“ 'Pl^ 

(1^^) “i” d” P2 ^ ^ > 

. “b *^23 “(” •5^33 '^w Pz “ ^ 

gilt. 

Das Problem besteht nun darin, den Spannungs- und Verschiebungs- 
zustand zu bestimmen, wenn gegeben sind im Innern die Volumkrafte 
Pj , Pg > -P3 » SLuf einem Teil des Randes die Oberflachenkraf te pi,p2> pz 
und auf einem anderen Teil F^ die Verschiebungen^. Auf Pg soli also 

(118) li^u, v = v, w = w 

sein. 

Der Gleichgewichtszustand wird wiederum charakterisiert durch das 
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie: 

I: r/[l^, V, Z£;] = ^ 4- 2%2’^12 + ^ 22 '^22 + 2 ^23 '^23 "4 S 33 S 33 

^ + 2 £^i^S^^]dxdydz 

-- j lj{P^u + P^v + P^w) dx dydz — jj(p>iU + p^v + p^w) do . 

(? a 

Dabei sind als Argumentfunktionen fiir die Variation die Verschiebungen 
u, V, w anzusehen, die auf /g die vorgeschriebenen Werte annehmen. 

^ Es kdnnten auch an der Oberflache die Normal verschiebung und die 
Tangentialkraft Oder die Tangentialverschiebung und die Normalkraft vorgegeben 
sein. Selbstverstandlich kann auch P^ Oder mit der ganzen Oberflache zu- 
sammenfallen 
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IV, Die Grundtatsachen der Variationsrechixung. 


Die Spannungen S sind nach (115) durch die Deformationen e und 
diese nach (114) durch die Verschiebungen ausgedriickt zu denken. 

Durch Variation ergeben sich ohne Schwierigkeit die Gleichgewichts- 
bedingungen (116) in G und (117) auf 

Mankann das Gleichgewicht anstatt durch das Prinzip vom Minimum 
der potentiellen Energie auch durch das Minimum der Formanderungs- 
arbeit charakterisieren. Dieses sogenannte Castiglianosche Prinzip und 
seine Aquivalenz mit dem vorigen ergibt sich am einfachsten als An- 
wendxmg der Friedrichsschen Transformation. Zu diesem Zweck versieht 
man dieursprunglichenZwangsbedingungen (114) und (118) mit Multipli- 
katoren und fiigt sie integriert zum Ausdrucke U hinzu. Die Hookeschen 
Gleichungen (115) werden dabei nur als Definitionsgleichungen fiir S 
aufgefafit und bleiben unberiihrt. Wir bestimmen dann nach dem 
fruheren Schema die Multiplikatoren aus den sich ergebenden Variations- 
gleichungen und gelangen schlieBlich zu folgendem, mit dem urspriing- 
hchen aquivalenten Variationsproblem 

II • i ‘^23‘h^33 *^3 3‘b2 63 jL ^3 J dz 

G 

— jj (fi^ + + P 3 W) do = Min. 

A 

Hier ist zu variieren nach den Spannungen S unter den Neben- 
bedingungen (116) und (117) auf Fi- Die Deformationen e sind nach 
(115) und die „Reaktionskrafte“ p auf jTg (117) durch die Span- 
nungen ausgedriickt zu denken. 

Die Variationsgleichungen des Problems sind die sog. ,,Kompati- 
bilitatsbedingungen'^ die wir nicht explizite hinschreiben. Infolge 
der allgemeinen Theorie sind sie aquivalent mit der Tatsache, daB 
es „ Verschiebungen*' u, v, w gibt, die mit den Spannungen durch 
(114) und (115) zusammenhangen und auf F^ die Werte u, v, w an- 
nehmen. 

Die Bedeutung der vorangehenden Betrachtung hegt theoretisch in 
der Dualitat der Variationsprobleme. In der Mechanik hat das Casti- 
glianosche Prinzip eine besondere Bedeutung dadurch, daB es in spe- 
ziellen Fallen eine einfachere praktische Behandlung ermoglicht als das 
Prinzip von der potentiellen Energie. Das gilt z, B. fiir das entsprechende 
Prinzip der Balkenbiegungstheorie, das sich auf ein gewdhnliches 
Minimumproblem reduziert. 

14. Das Prinzip von Castigliano in der Balkentheorie. Die Ab- 
leitung des Castiglianoschen Prinzips in der Balkenbiegungslehre aus 
dem Prinzip von der potentiellen Energie verfolgen wir an einem 
typischen Beispiel. Betrachten wir einen Balken, der am linken Ende 
X :=^ —I eingespannt, in der Mitte = 0 gestiitzt und am rechten Ende 
x = l durch eine Kraft und ein Moment belastet wird. Dberdies 
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trage er die Last q{x) auf der Langeneinheit. 1st u{x) die vertikale 
Durchbiegung, so ist 
+1 

= /Ci -qu\dx-P^u {1) + Ml u'{l) 

-I 

die potentielle Energie. Im Gleichgewicht ist sie ein Minimum, wenn 
alle stetigen mit stetigen ersten und stiickweise stetigen zweiten Ab- 
leitungen versehenen Funktionen u[x) zugelassen sind, die den Be- 
dingungen 

( 119 ) u{-l)=^0, ^( 0)=0 


geniigen. Die natiirlichen Gleichungen fiir die Losung formulieren wir 
nach Einfiihrung von M{x) = —u”{x) (des Biegemomentes bis auf 
einen Materialfaktor). Sie lauten: Im Inneren der beiden Tedstrecken 
ist Mix) mit ersten und zweiten Ableitungen stetig, und es gilt: 


( 120 ) 


M"[x) ^q{x) -0, 

M(-~0) -M(+0) = 0, 
M{ 1 ) --Ml =0, 

M'{ 1 ) - Pi = 0 . 


Zum Castiglianoschen Prinzip gelangt man dann durch folgende Trans- 
formation des obigen Variationsproblems: 1. Man ersetzt u'^(x) in U 
durch — M {%) . 2. Man versieht die Gleichung M {%) + (^) == 0 und 

die Gleichungen (120) mit Multiplikatoren und addiert die linken Seiten 
zu i7. 3. Aus den durch Variation nach u und M entstehenden Glei- 
chungen driickt man die Multiplikatoren durch M aus und setzt sie ein. 
Das Negative des so entstehenden Ausdruckes, die „Formanderungs- 
arbeit'': 

+i 

ifM^{x)dx 

-I 


ist dann zum Minimum zu machen unter Zulassung aller Funktionen 
M [x ) , die in jeder der Teilstrecken zweimal stetig differenzierbar sind 
und den Nebenbedingungen (119) geniigen. 

Aus diesen Nebenbedingxmgen laBt sich die Funktion M {x) bis auf 
eine Integrationskonstante bestimmen (etwa eine der Auflagerkrafte 
Oder das Einspannmoment), und das Variationsproblem reduziert sich 
auf ein gewdhnhches Minimumproblem zur Bestimmung dieser Kon- 
stanten. 

Es ist klar, wie die Transformation bei anders belasteten und ge- 
lagerten Balken aussehen wird; offenbar hat das Castiglianosche Prinzip 
nur Sinn, wenn mehr als zwei Auflager- oder Einspannbedingungen ge- 
stellt sind, d. h. im „statisch unbestimmten FaUe**; denn sonst laBt 
sich M{x) allein schon aus den natiirlichen Bedingungen berechnen. 
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IV. Die Gnindtatsachen der Variationsrechnung. 


15, Das Variationsproblem der Knickung. Wird ein Stab an 
beiden Enden durch eine Kraft P in der Langsrichtung gedriickt, so 
befindet er sich im stabden oder labilen Gleichgewicht, d. h. nach einer 
kleinen seitlichen Ansbiegung kehrt er in die Gleichgewichtslage zuriick, 
Oder er „knickt'' ans, je nachdem P unterhalb oder oberhalb eines Wertes 
Pq, der „Knickkraft'', liegt. Im ersten Fall besitzt der ungeknickte 
Stab ein Minimum der potentiellen Energie gegeniiber kleinen Ausbie- 
gungen, im zweiten nicht. 

Hat der Stab in der Gleichgewichtslage die Lange 1 und ist 
u{x) die seitliche Ansbiegung, so ist die dabei zusatzlich ent- 

stehende potentielle Energie — bis anf einen Materialfaktor — 

i i 

u=f {u'y dx-p[ {uydx . 

0 0 

Der erste Term ist die Biegungsenergie, der zweite die potentielle Energie 
der Verlangening (wie beim Sed). 

Fur genugend kleine Werte von P^ hat das Minimum von U bei 
der Randbedingung (0) = u {1) = 0 den Wert NuU. Fur geniigend 
groBe P kann U negativ werden; man braucht namlich bei beliebiger 
zulassiger Funktion u nur ^ 

f{u")^dx 
P>^ 

j\u'fdx 

0 

zu wahlen. Die Knickkraft Pq, der groBte Wert von P, bei dem das 
Minimum von U noch NuU ist, l^t sich offenbar erklaren als das Mini- 
mum von I 

J dx 


j (w')^ dx 
0 


unter der Randbedingung u{0) =^u{l) = 0; oder. was gleichwertig ist, 
als das Minimum von ^ 

Jitifydx 

0 

unter der Nebenbedingnng 

i 

l'(u')^dx == 1 


t Z. B. wena P <C. ist. Denn wegen Ju' dx = 0 gibt es eine Stelle Xqj 
m u\x^ = 0 ist; dann ist o 


X ill 

u'{x)=Ju"dx, j(u'fdx.£]^j{u"fdx. 

Xq 0 » 0 
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bei m(0) =m(Q = 0. Man sagt, Po = 2 ist der erste Eigenwert der 
Differentialgleichung 

+ Am" = 0 

mit den Randbedingungen m(0) — u(l) = 0, u"{0) = m"(Z) = 0. Solche 
Eigenwertprobleme und ihre Behandlung durch die Variationsrechnung 
werden in den nachsten beiden Kapitebi erortert. 
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Fiinftes Kapitel. 

Die SchwingungS” und Eigenwertprobleme 
der mathematischen Physik. 

In Kap. IV, § 10, haben uns die Variationsprinzipien der Physik zu 
typischen Randwert- bzw. Anfangswertproblemen fur Gleichgewichts- 
und Bewegungsvorgange kontinuierlich ausgebreiteter physikalischer 
Systeme gefuhrt. Die im einzebien dort aufgestellten Problenie tragefi 
samtlich linearen Charakter. In den Rahmen systematischer Vollstandig- 
keit werden wir die Behandlung dieser Probleine erst spater in Band II 
bei der aUgemeinen Theorie der partieUen Dlfferentialgleichunpn ein- 
ordnen. Jedoch woUen wir in diesem und im nachsten Kapitel eine 
Reihe der wichtigsten Ziige aus der Theorie linearer Dif ferentialgleichungs- 
probleme darsteUen, insbesondere soweit sie sich auf Schwingungsvor- 
gange beziehen. Dabei wird die Methode der Eigenfunktionen im Mittel- 
punkt der Betrachtung stehen. 

§ 1. Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen. 

Wir schicken einige aUgemeine Bemerkungen iiber lineare Probleme 
voraus. 

1. Allgemeines. — Das Superpositionsprinzip. AUgemein ver- 
stehen wir nnter einem linearen homogenen Differenfialausdrwk oder 
Differentialoferator eine der Funktion u zugeordnete Funktion 

L[«] = Au + Bw* + • • • + (''^xx + ■ • • 

d. h. eine lineare homogene Kombination der Funktion u und ihrer 
Ableitungen bis zu einer gegebenen Ordnung — der Ordnung des Diffe- 
rentialausdruckes — , wobei die Koeffizienten gegebene Funktionen der 
unabhangigen Veranderlichen sind. Die grundlegende, fiir einen solchen 
Differentialoperator geltende Beziehung wird dutch die Gleichung 

(1) -j- CgMg] == -f- C2L{u^ 

gegeben, wo c^, c^beliebige Konstanten sind. Eine Gleichung der Form 

Liu] = f(x,y, 

wo / eine gegebene Funktion der unabhangigen Veranderlichen ist, 
stellt die allgemeinste lineare Differentialgleichung dar. Ist / = 0, so 
heifit die Differentialgleichung homogen, andernfalls unhomogen. 
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Lineare homogene Differentialoperatoren sind nnr ein spezielles, 
allerdings im folgenden fast ausschlieBlich behandeltes Beispiel linearer 
homogener Funktionaloperatoren. Em anderer solcher Operator wird 
z. B. gegeben durch den uns von den Integralgleichungen her bekannten 
Integralansdruck 

K {x, y; rj) u (^, Yj)d^dy] 

Oder dnrch den Operator 

2?r 

0 [#] = ^ j{u{x + h cos'&, y + h sini?) — u(x, y)} dd' 

0 

Oder durch den Differenzenoperator 

J^{u[x 4- h,y) -\-u{x — h,y) + 4- h) + u(x,y — h) — 4u{x,y)}. 

Die beiden letzten gehen, wie man leicht bestatigt, im Limes fiir h-> 0 
in den Differentialoperator Au iiber, vorausgesetzt, daB u stetige Ab- 
leitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Die Bedingung, daB eine 
lineare Kombination solcher linearen Operatoren einer bekannten Funk- 
tion gleich ist, liefert eine lineare Funktionalgleichung, wofiir auBer 
den Differentialgleichungen auch Integralgleichungen oder Differenzen- 
gleichungen Beispiele sind. Dabei wird die obige Gleichung (1) aU- 
gemein fiir den linearen homogenen Charakter eines Operators L[u\ 
kennzeichnend sein. 

Die Ldsungen einer homogenen Differentialgleichung — und all- 
gemein einer homogenen Funktionalgleichung — besitzen die fundamen- 
tale Superpositionseigenschaft: Weim %, U2 zwei Losungen sind, so ist 
fiir willkiirliche Werte der Konstanten q, auch eine 

Losung. AUgemeiner kann man beliebig viele partikulare Losungen 
, • • • niit Konstanten , Cg , . . . zu einer neuen Losung + Cg ^2 d 

00 

kombinieren. Eine konvergente Reihe die aus einer unend- 

n-1 

lichen Folge von Losungen Wg* • • • zusammengesetzt ist, steUt gewiB 
dann eine Losung dar, wenn sich die Differentialoperation L[u] glied- 
weise auf die Summe anwenden laBt. 

Kennt man eine Losung u{x,y,..,; oc) der Funktionalgleichung 
=0, welche noch von einem willkiirlichen Parameter a abhangt, 
so kann man sich neue Losungen in folgender Form verschaffen: 

V = Jw{(X) u{Xy yy , . oi) da y 

wobei w {a) eine willkurliche Funktion ist, das Integrationsgebiet wiU- 
kiirlich gewahlt werden kann und nur die Einschrankung zu machen 
ist, daB das Integral existiert und die Ausfiihrung des Prozesses L unter 
dem Integral gestattet ist, was fiir Differentialoperatoren jedenfalls bei 
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stixckwcisc stctigcm w{pC) und endlicli bleibcndem Integrationsgebiet 
zutrifft. 

Beherrscht man die homogene Gleichung vollstandig, so branch t 
man zur Beherrschung der unhomogenen nur die Kenntnis einer 
einzigen Losung; denn man erhalt alle L5sungen der unhomogenen 
Gleichung durch Addition einer speziellen zu alien Losungen der homor 
genen. 

2. Homogene und unhomogene Probleme. Randbedingungen. 
Die Probleme, mit denen wir es zu tun haben, bestehen darin, daB 
erstens eine lineare Differentialgleichung, zweitens aber auch weitere 
Bedingungen, namlich Randbedingungen oder Anfangsbedingungen, 
zu erfuUen sind (vgl. Kap. IV, § 10). Wir sagen, daB das Problem 
homogenen Charakter besitzt, wenn mit einer Losung u auch cii 
bei beliebigem, konstantem c gleichzeitig eine Losung ist. AuBer 
der Differentialgleichung selbst muB hierfiir auch die Randbedingung 
homogen sein. Solche homogene Randbedingungen bestehen vorzugs-* 
weise in Bedingungsgleichungen zwischen den Werten, welche die ge- 
suchte Funktion u und ihre Ableitungen ... auf dem Rande^ P des 
betrachteten Gebietes G annehmen. Die einfachste solche Bedingung 
ist w = 0, Oder auch dujvn —0, unter wie sonst Differentiation 
in Richtun’g der auBeren Normalen verstanden. 

Liegen fixr u lineare unhomogene Randbedingungen vor, etwa 
indem (nicht uberall verschwindende) Randwerte u f vorgegeben 
sind, so konnen wir folgendermaBen zu einem aquivalenten Problem 
mit homogenen Randbedingungen gelangen. Wir nehmen an, es 
handle sich um die homogene Gleichung jLM = 0 und es lassen sich 
die Randwerte / stetig so ins Innere von G fortsetzen, daB L[/] = S' 
eine in G stetige Funktion des Ortes wird; dann erhalten wir fur 
sofort die Differentialgleichung L[v\=^g mit der homo- 
genen Randbedingung v = 0. Ist umgekehrt eine unhomogene Glei- 
chung mit homogenen Randbedingungen vorgelegt und ist eine spe- 
zieUe Losung der unhomogenen Gleichung bekannt, so erhalt man 
durch Subtraktion ein Problem mit homogener Gleichung und un- 
homogenen Randbedingungen. AUgemein konnen wir sagen: Eine 
hoMOgene Differentialgleichung mit unhomogenen Randbedingungen ist 
dquivalent einer unhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Rand- 
bedingungen, 

3. Formale Beziehungen. Adjungierte Differentialausdriicke. 
Greensche Formeln. Wir woUen kurz einige formale, auf lineare Diffe- 
rentialausdriicke bezugliche Zusammenhange erortern und zusammen- 
stellen. Dabei werden wir vorzugsweise solche Differentialausdriicke 
betrachten, welche wie in Kap. IV, § 10 aus einem Variationsproblem 
mit homogenem quadratischem Integranden bervorgehen, sogenannte 
sich selbst adjungierte Differentialausdriicke, 



§ 1. Vorbemerkungen tiber lineare Differentialgleichungen. 


237 


a) Eine unabhangige Veranderliche. Zu dem quadratischen 
Ausdruck 

2bu'u + du^, 

wo a, b, d gegebene Fiinktionen von x sind nnd u{x) die Argument* 
funktion bedeutet, gehort der symmetrische Bilinearausdruck: 

Q[u, ?;] = au'v' + h{u'v + u) + duv , 

so daB 

Qlu + t;, w + t;] = Qlu,u] + 2Q[u,v] + Qlv, v] 

wird. 

Integriert man den Ausdruck Q[u,v] uber ein Intervall 
so kann man dutch Produktintegration die Ableitungen von v vertreiben 
und erhalt die „Greensche FormeV' 

«1 Xx X\ 

( 2 ) ^Q[u,v\dx — jvL\u\dx {au' hu)v , 

Xa Xo ^0 

wobei der Differentialausdruck 

L{u] = {au'Y + (J' ~ d)u 

bis auf den Faktor —2 mit dem Eulerschen Differentialausdruck zum 
Integranden Q\u,u\ iibereinstimmt. Wegen der Symmetrie von Q[u,v\ 
ergibt sich ebenso 


Xx Xi 

(2a) I v]dx ^ — I uL[v] dx + [av' + hv)u 




Xo 


und aus (2) und (2 a) die symmetrische Greensche Formel 


(2b) 


a?! 

j' {vL[u] — uL[v]) dx = a(u'v — v' u) 

x] 


Geht man statt von einem symmetrischen Bilinearausdruck Q[u,v] 
von einem beliebigen Bilinearausdruck 

B[u, v] = au' v' + bu'v + cuv' + duv 

aus, so ergeben sich dutch das entsprechende Verfahren der Produkt- 
integration Formeln der Gestalt 


( 3 ) 


j B[u, v] dx = — y vL\_u\dx + {au' + cu) v 

Xo ^0 

Xx 

— — juMlvJdx + {av + bv)u 

X, 

j {vL[u] - uM[v])dx = [a{u'v - v'u) + (c - h)uv\ 




( 4 ) 
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Der Differentialausdmck 


Mlv] = (av'Y + {bvY — cv' — dv 
wird dem Differentialausdruck 


Liu] = {au'Y — hu' + 

uxnkehrbar eindeutig zugeordnet durch die Forderung, daB sich das 
Integral auf der linken Seite von (4) allein durch die Funktionswerte 
und ihre Ableitungen am Rande ausdriickeh laBt. Diese beiden Aus- 
driicke heiBen zueinander adjungiert. 1st identisch L[ii'] = M\u\, so 
heiBt der Differentialausdruck L[u] sich selbst adjungiert; er laBt sich 
wie oben aus einem quadratischen Ausdruck Q[u,u] ableiten. 

Geht man von dem Differentialausdruck 


+ ru' + qu 

aus, so findet man fiir den adjungierten Ausdruck sofort 

ipvY' — {rvY + qv. 


und man erkennt somit als notwendige und hinreichende Bedmgung 
dafiir, daB ein Differentialausdruck sich selbst adjungiert ist, das Be- 
stehen der Relation 

f ^r. 

Vermoge der Relationen a = p, b' — d ^ q kann man dann zu 
(j)uy + qu einen zugehorigen quadratischen Ausdruck Q[u,u] auf 
mannigfache Weise konstruieren. 

Durch Multiplikation mit einem geeigneten, nicht verschwindenden 
Faktor Q {%) kann man einen beliebigen linearen Differentialausdruck 
pu'' + ru' + qu in einen sich selbst adjungierten verwandeln; man 
hat nur 


q{x) 


/- 


■ dx 


zu setzen. Ebensogut kann man den Differentialausdruck pu" -{-qu 
zu einem sich selbst adjungierten machen, indem man statt x eine neue 
rmabhangige Variable einfiihrt, namlich 

X = J e J P dx, 

Oder statt u die neue abhangige Variable 


b) Mehrere unabhangige Veranderliche. Bei linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergeben sich ganz ana- 
loge Umformungen. Ihr Prinzip wird klar an dem wichtigsten Beispiel 
des quadratischen Integranden 

Qlu, u] = p {ul + u^Y) + 

mit der Polarform 


Qlu,v] = p[u^v^ + UyVy) + quv. 
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Integriert man Q[u,v\ iiber einen Bereich G mit stiickweise glattem 
Rand jT, so ergibt sich durch Produktintegration die Greensche Formel 

(5) j j dxdy = j j vL[u]dxdy + j'pv^ds 

V.' G f 

I [«] = ip + {PUy)y — qU, 

vorausgesetzt, daB im abgeschlossenen Bereich G die Funktion v stetig 
ist und stiickweise stetige erste Ableitnngen besitzt, wahrend bei u 
Stetigkeit der ersten tind stiickweise Stetigkeit der zweiten Ableitnngen 
gefordert wird. Mit s wird dabei die Bogenlange, mit djdn die Dif- 
ferentiation nach der auBeren Normalen bezeichnet. 

Geniigt v denselben Bedingungen wie u, so diirfen wir in der Formel 
u mit V vertauschen nnd erhalten dnrch Subtraktion beider Formeln 
die symmetrische Greensche Formel 

(5a) j j {vL[u] - uL[v])dxdy= jp^v^-u^ds. 

G r 

Unser — selbstadjungierter^ — Differentialausdruck L[u] geht fiir 
^ = 1 , = 0 in den Potentialausdruck Au, die Formeln (5) nnd (5a) 

in die bekannten Greenschen Formeln der Potentialtheorie iiber. 

4. Lineare Funktionalgleichungen als Grenzfalle und Analoga 
von Systemen linearer Gleichungen. Man kann alle Differential- 
gleichungen als Grenzfalle von Differenzengleichungen auffassen, in- 
dem man die Differentialquotienten durch entsprechende Differenzen- 
quotienten ersetzt, wobei der Zuwachs der unabhangigen Verander- 
lichen, die sogenannte Maschenweite, den Wert h haben soli nnd die 
Fnnktionswerte von u lediglich in den Pnnkten x,y, . , , eines Gitters 
betrachtet werden, dessen Koordinaten ganzzahlige Vielfache von h 
sind. Die Differentialgleichnng geht dann iiber in ein System von 
linearen Gleichungen fiir die Fnnktionswerte von u in diesen Gitter- 
punkten. In ahnlicher Weise kann man anch Integralgleichungen und 
andere Funktionalgleichungen durch Systeme linearer Gleichungen er- 
setzen. Wir werden im zweiten Bande diesen Gedanken zum Ausgangs- 
punkt einer ausfiihrhchen Behandlung von Differentialgleichungen 
wahlen, begniigen uns aber hier damit, die Analogie zwischen Differen- 
tialgleichungen und Differenzengleichungen als heuristisches Prinzip zu 
benutzen, indem wir die Vermutung an die Spitze steUen, daB die 
Probleme fiir lineare Differentialgleichungen ein ganz analoges Verhal- 
ten zeigen wie die entsprechenden Probleme fiir lineare Gleichungen, 
aus denen die Differentialgleichungsprobleme durch Grenziibergang 

^ Genau wie bei gewdbnliclieii linearen Differentialgleichungen kann man 
anch einem partieUen Diff erentialansdmck^ L [w] einen adjungierten M[i?] zu- 
ordnen dnrch die Forderung, daB der Ansdmck vLlu] ein Divergenz- 

ausdruck wird. 
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hervorgehen. Diese Vermutung wird sich unter sehr allgemeinen Vor- 
aussetzungen bestatigen. 

Insbesondere besteht bei unseren linearen Differentialgleichungs- 
problemen die Alternative: Wenn ein zu einera homogenen Differential- 
ansdruck gehdriges homogenes Problem als einzige Losung = 0 be- 
sitzt, so besitzt das unhomogene Problem stets eine und nur eine 
Ldsung. Besitzt dagegen das homogene Problem eine nichttriviale Lb- 
sung, so wird das unhomogene nur unter einschrankenden linearen Be- 
dingungen und dann mehrdeutig losbar sein, Wie in Kap. I wird eine 
besondere RoUe der Fall spielen, daB in dem homogenen Differential- 
ausdruck ein Parameter 2 linear auftritt. Uns interessieren gerade die- 
jenigen Werte von A, die Eigenwerte unseres Problems, fur welche das 
homogene Problem eine nichttriviale Losung, eine Eigenfunktion, besitzt. 

Bei den linearen Differentialgleichungsproblemen der Kontinuum- 
physik, die uns im folgenden beschaftigen werden, entspricht der Er- 
setzung durch Differenzengleichungen die Ersetzung des Kontinuums 
durch ein System von endlich vielen Freiheitsgraden. 

§ 2. Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden. 

Wir betrachten, wie in Kap. IV, § 10, ein System von n Freiheits- 
graden mit den allgemeinen Koordinaten ?i, dessen kinetische 
bzw. potentielle Energie durch quadratische Formen 

n n 

h,k^l 

mit konstanten Koeffizienten gegeben sind. 

Die Form ristihrerNaturnachpositiv-definit. Von U setzen wir posi- 
tive Definitheit voraus und wissen dann, daB fiir g'j = ^2 = * * * == ~ 0 

stabiles Gleichgewicht eintritt. Setzt man fiir einige der Koordinaten % 
von NuE verschiedene Werte fest oder unterwirft die sonstigen un- 
homogenen Zwangsbedingungen, so wird sich ein neuer Gleichgewichts- 
zustand einstellen, welcher von der ursprunglichen Ruhelage = 0 ver- 
schieden ist. (Diese letzte Fragestellung, bei endlich vielen Freiheits- 
graden ohne spezifisches mathematisches Inter esse, fiihrt durch Grenz- 
iibergang %n den typischen Randwertproblemen der partieUen 

Differentialgleichungen.) 

1. Hauptschwingungen. Normalkoordinaten. Allgemeine Theorie 
des Bewegungsvorganges. Das allgemeine Bewegungsproblem unseres 
Systems wird durch die Differentialgleichungen 

n 

2 = -P* W (A = 1 , 2, . . . , n) 

t-i 

(«Ai = aju , d/,1. — 


( 6 ) 
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formuliert, wobei die Funktionen die Komponenten der gegebenen 
^uBeren Kraft darstellen und eine solcheLosungg;^(^) dieses Differential- 
gleichungssystems gesucht ist, bei welcher die Funktionswerte qj, (0) und 
%{Q){k ^ \ , 2y , . n) (Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit) vor- 
gegeben sind. Sind die auBeren Krafte gleich Null, so sprechen 
wir von einer freien Bewegung oder freien Schwingung des Systems. 

Die vollstandige Beherrschung des Bewegungsvorganges ergibt sich 
leicht mit Hilfe der Theorie der quadratischen Formen, wie sie in Kap. I 
entwickelt wurde. Wir betrachten die beiden positiv definiten quadra- 
tischen Formen 

n n 

h,k==l h,k==l 

und bringen sie dutch eine lineare Transformation 


(7) 


n n 

^hk^kj ~ h 

*-1 *=1 


der Variablen in die Gestalt 


G^Z^l 

h^l 




was wegen des definiten Charakters von U und T mit positiven Werten 
Ai, ^ 2 , . . moglich ist. Indem wir entsprechend gemaB (7) in den 
Gleichungen (6) statt der Koordinaten die sogenannten 

Normalkoordinaten durch die Gleichungen 


{7a) 

einfiihren, wird 


S'* ^'^^hk'qkf 


T 




n 

k~l 


und die Bewegungsgleichungen transformieren sich in die Gestalt 

Vh + hVh = ^h(^) > 
wobei ^ 

die „Normalkoordinaten“ der auBeren Kraft sind. In diesen Diff erential- 
gleichungen sind aUe als Funktion der Zeit t gesuchten Koordinaten r]h 
voneinander getrennt. 

Im iibrigen ist es vielfach zweckmaBig, dem Begriff der Normal- 
koordinaten eine etwas weitere Fassung zu geben, indem man darunter 
solche Koordinaten versteht, bei welchen die Energien die Form 


h=l A==l 

haben, wobei dann Xji = v\ ist. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aua 


16 
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Bei dem freien Problem gilt Nj^{t) = 0, nnd wir erhalten die L 5 sung 
sofort in der lorm 

J/j = yj cos n {t — 95*) (n = y 4 ) 

= a^cosTh^ + (A = 1, 2, . . fi) . 

Hierin sind die Oder die <pj^^ willkurliche Integrationskonstanten. 
Wir nennen diejenige freie Bewegung, bei welcher alle Normalkoordi- 
naten anBer dei Null sind, wahrend die Bewegung der Normal- 
koordinate durch die Gleichung == cosr;i{^ — 9?^) gegeben wird, 
die Hauptschwingung oder Eigenschwingung des Systems mit der 
Amplitude y^ und der Phase (p^, Wenn wir schlechthin von der 
Hauptschwingung sprechen, meinen wir die Funktion cos Vf^t, 
nehmen also fiir die Amplitude den Wert 1 und fiir die Phase den Wert 0. 
Die Zalilen Vi heiBen die Eigenschwingungszahlen oder Eigenfrequenzen 
Oder mit einem der Akustik entnommenen Ausdruck die Tonhdhen des 
Systems. In den ursprlinglichen Koordinaten qj^ ausgedruckt, erhalten 
wir die Hauptschwingung vermoge der Transformationsformeln 
(7a), indem wir in diesen fiir den Wert cosn t, fiir alle anderen rj den 
Wert 0 einsetzen. 

Jede freie Bewegung des Systems ist eine Superposition verschiedener 
Eigenschwingungen mit verschiedenen Phasen und Amplituden, In den 
2n Integrationskonstanten oil, . . 6n haben wir genau so 
viele willkurliche Parameter zur Verfiigung, wie notig sind, um die 
Ldsung einem wiUkiirlich vorgegebencn Anfangszustand, d. h. vor- 
gegebenen Anfangswerten und Anfangsgeschwindigkeiten der Koordi- 
naten anzupassen. 

Um formal die Ldsung dieses Anfangswertproblems darzustellen, 
denken wir uns die GrdBen zu einem fj-dimensionalen Vektor q 

zusammengefaBt. Bezeichnen wir mit den Vektor mit den Kom- 
ponenten tu» 2, so ergibt sich nach (7a) 

und (8) 

qW ~^eiyiCosvi{t - <p,) . 

Diese Darstellung fiir die allgemeine freie Bewegung fuhrt dann so- 
fort, indem wir den gegebenen Anfangszustand durch die Vektoren q(0) 
und q{0) charakterisieren, zu den Gleichungen 

n 

q(0) =^tiyiCos{v,(p,) . 

n 

q (0) = Ci ViVi sin {j'< 95,) . 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB die Form G schon die 
Einheitsform G ist, so bilden die ..Eigenvektoren" ein voll- 




§ 2. Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden. 24} 


standiges orthogonales Vektorensystem (vgl. Kap. I, § ij, und man er- 
halt aus (9) durch Multiplikation mit die Relationen 

eAq(O) = yhCos(y;,(pf,), 

ChHO) = 

mit deren Hilfe die Amplituden und die Phasen <p^ ohne weiteres 
bestimmbar sind. 

Wir ftigen hier die Bemerkung ein, daB die Eigenschwingungen als 
solche Bewegungen des Systems definiert warden konnen, bei denen 
die gegenseitigen Verhaltnisse der Koordinaten von der Zeit un- 
abhangig sind, bei denen also qj^ die Form qj^^ ~ zeitlich kon- 

stantem Vk hat. Man gelangt durch diesen Ansatz sofort von den 
Gleichungen (6) mit = 0 zu den Gleichungen 


n 


g(^) * 


Indem man beach tet, daB hier rechts eine von i und t unabhangige 
Konstante steht, die wir I nennen, ergibt sich sofort fiir die quadra- 
tischen Formen G und F das durch die Gleichungen 


' n 

^ {Pik 'Ok ^ 0 (^* = i , 2, . . . , W-) 

formulierte Eigenwertproblem, womit der AnschluB an die obige auf 
der Transformation beruhende Betrachtung gewonnen ist. 

Um nunmehr noch das Problem der erzwungenen Bew^gung, bei dem 
die auBeren Kraf te P* (/) nicht samtlich verschwinden, zu erledigen, ge- 
niigt es, fur die allgemeinen Differentialgleichungen 77^ + ^17^ = 
eine einzige Losung anzugeben. 

Diejenige Losung, fiir welche ^7^(0) == 0 und 97^(0) = 0 ist, lautet^ 

t 

('10) smy4(< — T)dr, 

0 

und die allgemeine erzwungene Bewegung entsteht dann durch Super- 
position dieser speziellen mit der allgemeinsten freien Bewegung. 

Ist die auBere Kraft Nf^{t) rein periodisch mit einer Frequenz 
etwa Nf^ (t) = coscoh — d) , so zeigt die Formel (10), solange co| + A* 
ist, daB die Bewegung der Koordinate durch Superposition einer 
reinen Schwingung der Frequenz und einer Eigenschwingung der 
Frequenz entsteht. Ist jedoch a)| = 4 oder tritt, wie man sagt. 


^ Biese Losung kann man sich so entstanden denken, dafi man die konti- 
nuierlich wirkende anfiere Kraft in diskontinuierliche im Zeitabstande At wir- 
kende StoBe auflfist und dann den Grenzubergang At~^o ausfuhrt. 

16 * 
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Resonanz ein, so folgt die erzwungene Bewegung von nicht mehr dem 
Rhythmus der Anregung sondern es wird, wie aus Formel (10) 


leicht folgt, 


Vh{i) ■ 


Oihi 

2(0^ 


sin<w/,{i — < 5 ) + 


aj smcoiiS 


sin CO* if , 


und es bleibt nut wachsendem t nicht beschrhnkt. 

2. Allgemeine Eigenschaften der schwingenden Systeme. Ordnet 
man die Quadrate 4 der Schwingungszahlen nach wachsender 

GroBe: ••• so laBt sich Ap nach Kap. I, §4 definieren 

als das Maximum, welches das Minimum der quadratischen Form 

F—^ annehmen kann, wenn die Variablen erstens der Neben- 

bedingung = l und zweitens noch p — i weiteren 

Nebenbedingungen der Form 

(H) = 0 {j = i, 2, . . p — \) 

h=l 

mit beliebig gewahlten a^j unterworfen werden. Daraus ergeben sich 
sofort einige allgemeine Satze iiber diese Schwingungszahlen bzw. die 
ihnen entsprechenden Tonhohen, die schon im Kap. I, § 4 ohne Erorterung 
ihrer physikalischen Bedeutung ausgesprochen und bewiesen wurden: 

Saiz I: Der p*‘ Oberion eines schwingenden Systems ist der hSchste 
unter den Grundtdnen alter Systeme, welche aus dem gegebenen durch Auf- 
erlegung von p irgendwie gewahlten Bindungen der Form (11) enistehen. 

Satz II: Geht ein System S durch Auferlegung von r Zwangsbedin- 
gungen der Form (11) tn ein „r-fach gebundenes” System S' iiber, so sind 
die Schwingungszahlen v{, . . ..v'n-r dies gebundenen Systems nicht kleiner 
als die entsprechenden Schwingungszahlen vi, . . ■,v„.r freien Sy sterns, 
aber auch nicht grower als die Schwingungszahlen Vr+i , . . . , des freien 
Systems,, d. h., es gelten die Beziehungen 

{;p—\, 2 ,...,n — r) 

Satz III: Bei Vergrb^erung der Trdgheit fdllt der Grundton und 
jeder Objerton oder nimmt wenigstens nicht zu. 

Dabei verstehen wir unter einer VergroBerung der Tragheit den 
■Obergang zu einem System mit einer solchen Idnetischen Energie T, 
daB T — T nie negativ ist; die potentielle Energie soil dabei unver- 
andert bleiben. 

Satz IV: Bei einer Versteifung des Systems steigt der Grundton und 
^eder Oberton oder nimmt jedenfalls nicht ah. 

Dabei bezeichnen wir als Versteifung den tlbergang zu einem 
System mit gleicher Idnetischer Energie, dessen potentielle Energie 
jedoch um eine nicht negative Form vermehrt ist. 

Es bedarf kaum einer besonderen Erwahnung, daB sich Grundton 
und Obertone im entgegengesetzten Sinne andern wie nach Satz II 
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bis IV, wenn wir Zwangsbedingungen aufheben, Massen vermindern 
Oder das System lockern, d. h. zu einem System S' libergehen, dem- 
gegeniiber S als versteift erscheint. 

§ 3. Die schwingende Saite. 

Wir haben gesehen, dafi man bei endlich vielen Freiheitsgraden die 
Gesamtheit der Bewegungen beherrscht, wenn man speziell die syn- 
chronen Schwingungen kennt. Dasselbe gilt nun auch bei kontinuier- 
lichen schwingungsfahigen Systemen. Wir werden bei ihnen solche freie 
Schwingungen aufsuchen, bei denen die Elongation u sich als Produkt 
eines nur von der Zeit abhangigen Faktors g(zJ} mit einem nur vom 
Ort abhangigen Faktor v{x), dem sogenannten Gestaltsfaktor oder der 
Schwingungsform, darstellen laBt (stehende Schwingungen), Einen be- 
liebigen Schwingungsvorgang kann man dann durch Superposition von 
solchen synchronen Schwingungen darstellen. 

Diese Zusammenhange werden wir an einer Reihe wichtiger Bei- 
spiele entwickeln. 

1. Freie Bewegungen der homogenen Saite,. Wir betrachten zu- 
nachst das einfachste Beispiel, die Differentialgleichung 

(12) — Oder = 

der emgespannten homogenen Saite mit den Randbedingungen 
u{0J) = u{jr,t) =0 (vgL Kap. IV, § 10, S. 212). Die Zeiteinheit denken 
wir uns der einfacheren Schreibweise wegen so gewahlt, daB = i wird. 
Wir fragen nun gemaB unserem allgemeinen Programm nach solchen 
der Gleichung (12) geniigenden Funktionen, welche sich in einen nur 
von der Zeit und einen nur vom Ort abhangigen Faktor zerspalten, 
also in der Gestalt u^v(x)g{t) darstellen lassen. Die Differential- 
gleichung (1 2) laBt sich dann in die Gestalt 

^ g(t) 
v(x) g(t) 

setzen, woraus sich ergibt, daB beide Seiten gleich ein und derselben 
Konstanten.—^ sein miissen, da die eine Seite nicht von x, die andere 
nicht von t abhangt. Aus der Randbedingung v[0)g{t) = v[n)g{t) = 0 
folgt t;(0) = z;(7r) =0. 

Die Funktion v {x) ist also gemaB der Differentialgleichung 

(13) 

und den Randbedingungen 

(13 a) v{0)^v{7i) = 0 

zu bestimmen. Diese Forderungen konnen nicht fiir beliebige Werte 
der Konstanten 1 erfiillt werden. Vielmehr ergibt sich aus der Gestalt 
der allgemeinen Losung der Differentialgleichung (13), 
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da6 die Randbedingungen dann und nur dann erfiillbar sind, wenn 
A = das Quadrat einer ganzen Zahl n ist. Die zugehorigen Losungen 
lauten = sin^;v; die Zahlen 1, 2^ 3^ * • • ^ Funktionen sin:^:, 

sin 2^, ... nennen wir die Eigenwerie bzw. Eigenfunktionen des durch 
die Differentialgleichung ( 13 ) und die Randbedingungen ( 133 .) defi- 
nierten „Eigenweriproblems'\ 

Fiir g{t) ergibt sich allgenaein g = acosw^ + J sint^if mit will- 
kiirlichen Konstanten a, b, Somit haben wir fur jedes positive 
ganzzahlige n eine Losung der Differentialgleichung (12) in der Forna 
smnx(anCOsnt+ b^sinnt); die so dargestellten sinusformigen oder har- 
monischen Bewegungen heiBen die Eigenschwingungen der Saite; die 
Zahlen n == sind die zugehorigen Eigenfrequenzen. AUgemeinere Lo- 
sungen kdnnen wir in der Gestalt 

u =^^sm.nx{anCosnt + bnsmni) 
n 

ansetzen, wobei die Summe entweder endlich viele Glieder oder auch 
unendlich viele Glieder besitzen darf; in dem letzten Falle ist aller- 
dings ausdriicklich vorauszusetzen, daB die Reihe gleichmaBig kon- 
vergiert und sich nach jeder der beiden Variablen zweimal gliedweise 
differenzieren laBt. 

Es entsteht die Frage, ob wir durch geeignete Wahl der Koeffi- 
zienten a^, 6^ die Losung einem willkiirlich durch die Funktionen 
u{x, 0) ^(p{x), u^{x, 0)=yj {x) vorgegebenen Anfangszustand anpassen 
kdnnen, so daB also 


(p{x) =2 cift sinnx, yj{x) =^nbn sinnx 

n=l w==l 

wird. Nun besagt der Entwicklungssatz der Theorie der Fourierschen 
Reihen, daB die obigen Reihenentwicklungen durch geeignete Be- 
stimmung der Konstanten b^ mdglich sind. Die mit den so be- 
stimmten Koeffizienten gebildete Reihe stellt dann in der Tat die ge- 
wtinschte Losung dar^. 

Ganz analoge Resultate erhalten wir, wenn die Saite anderen Rand- 
bedingungen unterworfen ist. Ist z. B. der Anfangspunkt fest, d. h. 
u{0J) =0, und derEndpunkt gemaB der Gleichung % ^ -~hu(h> 0) 
elastisch an seine Ruhelage gebunden^, so ergibt sich durch den Ansatz 

^ Dabei set 2 en wir die Funktionen 9 ?, <p', als sttickweise glatt 

voraus; man kann diese weitgehenden Voraassetzungen allerdings vermeiden, 
wenn man auf die Entwicklung der Funktionen und ihrer Ableitungen ver- 
zichtet und sich darauf beschrankt, sie lediglich durch ihre Fourierschen Koeffi- 
zienten zu charakterisieren. 

2 Vgl. Kap. IV, § 10 , S. 214, wo diese Randbedmgung aus dem Auftreten 
eines zusatzlichen Randgliedes in der potentiellen Energie abgeleitet wurde. 
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u{x, t) ^v{x)g{t) fiir v{x) das Eigenwertproblem: Es sollen Konstanten 
bestimmt werden, so da6 die Differentialgleichung v''+2v = 0 
bei den Randbedingungen v(0) 0 , v' (:n) + hv (ji) = 0 eine nicht iden- 

tisch verschwindende Losung v besitzt. Die erste Randbedingung zeigt, 
daB V die Form sinvA; besitzen muB, und die zweite Randbedingung 
liefert fiir v die transzendente Gleichung hsmv7t = -^vcosv7i, Man 
erhalt, falls 0 ist, die Wurzeln dieser Gleichung graphisch, indem 
man die aufeinanderfolgenden Aste der Kurve z = tgvjr in der z, v-Ebene 

i 

mit der Geraden 2 : v zum Schnitt bringt. Es ergibt sich also wieder 

eine Folge von Eigenwerten Xi, X 2 > • • • zugehorigen Eigenfunktionen 
sinr^ X, sin>^ 2 ^> • • • Eigenschwingungen (a cosv^ t-\-h sin^i t) sinr^ 
Ubrigens erhalt man unmittelbar fiir die Eigenfrequenz Vn die 

V 

,,asymptotische** Relation lim — = i . 

n-voo 

1st speziell das Ende der Saite „frei'*, d. h. ist /^ = 0, also u^^O, 
so wird = n — und es ergibt sich 

Vn = sin(n — 

Als Losung von (12)* werden wir wieder eine Reihe der Form 

U (x, 0=2 X (^n Vnt + Slli Vn t) 
n 

ansetzen konnen und erwarten, daB wir durch geeignete Wahl der Kon- 
stanten diese Losung einem willkiirlichen Anfangszustand an- 

passen konnen. Zur Bestatigung dieser Vermutung werden wir die 
Frage der Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion w (x) fur das 
Intervall 0-^x-^n nach den Funktionen sinVnX, den Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung (12), mit den Randbedingungen 

(14) 7;(0) = 0, hv(7i) = —v { 71 ) 

zu untersuchen haben, was in § 14 durchgefiihrt werden soil. Schon hier 
aber sei auf die Orthogonalitdtseigenschaft der Funktionen = sixiv^x 
hingewiesen; es ist namlich 

jt 

(15) jv„Vmdx = 0 fiir 
0 

wie man unmittelbar bestatigt, indem man die Gleichung Vn’^- 

mit die Gleichung + vlt,v^ ^ 0 mit multiphziert, sodann die 

Differenz bildet und integriert. Es ergibt sich 

n 3T. 

W - I'm) j VnV^dx +f^ - 'j'ml’n) dx = Q , 

0 0 

woraus wegen (14) die Orthogonalitatseigenschaft folgt. 
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2. Erzwungene Bewegungen. Die Bewegung der Saite bei festen 
B^ndpuukten unter dem Einflufi einer beliebigen auBeren Kraft Q (x, t) 
ergibt sich aus der unhomogenen Differentialgleichung 


(16) 


— Q{x, t) . 


Wir denken xms, tun dieses Problem zn behandeln, die Funktion Q {x, t) 
zur Zeit t nacb den Eigenfunktionen sin«A; entwickelt: 


tl— 1 


7t 

Qn[t) = ^jQ(x,t) sm«a; dx 

0 


und ebenso die gesuchte Losung in der Form 


oo 

»(x,t) = '^qn{t)sainx, 

71=1 


n 

0 


angesetzt. Der Differentialgleichung (16) suchen wir nun zu genugen, 
indem wir die unendliche Folge von gewohnlichen Differentialgleichungen 

(17) -n^qnii) ^ - Qn{t) 

auflosen, was (vgl. S. 243) du.rch die Funktionen 

t 

(17st) ?n W = ^ jsinn{t — f) Qn{i') dif + cosnt + bnSinnt 
0 

mit willkurlichen Konstanten a„, erfolgt. Die Konstanten 
mlissen den gegebenen Anfangsbedingimgen gemaB bestimmt werden, 
so daB — die Konvergenz der Reihe und ihre gliedweise Differenzier- 
barkeit vorausgesetzt — die Summe ^qn{t)smnx die gewiinschte L5- 

n 

sung der Gleichung (16) darstellt- — Ein anderer Weg zur Behandlung 
der inhomogenen Gleichung wird in § 5, 2 und § 14, 1 in allgemeinerem 
Zusammenhang entwickelt warden. 

Man kann bei den erzwungenen Bewegungen die Benutzung des 
Entwicklungssatzes vermeiden. Wir betrachten dazu die Grofien Q^{t) 
und q^{t) als die durch die obigen Gleichungen definierten Fourierschen 
Koeffizienten von Q{xJ) und u{x,t) — die Existenz dieser Losung ist 
dabei vorausgesetzt — und fassen als Aufgabe die Bestimmung der 
GroBen qj^{t) durch die GroBen Qqn{t) auf. Indem wir die Gleichung (16) 
mit sinnx multiplizieren und dann iiber das Grundgebiet integrieren, 
erhalten wir nach Umformung der Hnken Seite durch Produktintegration 
sofort (17) imd gewinnen somit wieder Formal (17a). Wegen der Voll- 
standigkeit des orthogonalen Funktionensystems sinnx ist die Funk- 
tion u [x,t) durch die so gewonnenen Entwicklungskoeffizienten eindeutig 
charakterisiert. 
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Von besonderem Interesse ist wie in § 2 wieder der Fall, daB 
rein periodisch ist: 

Qn(t) = a coscot + bsincot, 

Dann wird, wenn co^ ist, sich additiv zusammensetzen aus 
einer rein periodischen Funktion der Frequenz co und solchen der 
Frequenz n, wahrend ^^(t) im Falle der Resonanz co^ = nicht be- 
schrankt bleibt. (Vgl. S. 244.) 

Die Verhaltnisse bei der homogenen schwingenden Saite sind typisch 
fiir allgemeinere kontinuierliche schwingende Systeme, welche den 
Gegenstand der weiteren Untersuchungen dieses Kapitels bilden. 
Wesentlich ist die Aufsuchung der Eigenschwingungen und deren VoU- 
standigkeit bzw. der Entwicklungssatz. Im Gegensatz zu dem Fall 
der homogenen Saite werden wir uns bei diesen SMzen jedoch nicht 
auf eine vorliegende Theorie wie die der Fourierschen Reihen bernfen 
kSnnen. Wir werden ihre Beweise — urn den Gedankengang nicht zu 
unterbrechen — in § 14 nachholen. 

3. Die allgemeine unhomogene Saite und das Sturm-Liouvillesche 
Eigenwertproblem. Wir betrachten nunmehr den allgemeinen Fall 
der unhomogenen Saite 

('P'^x)x = 

in der p{x) den Elastizitatsmodul, multipliziert mit dem Querschnitt, 
und die Masse bezogen auf die Langeneinheit bezeichnet. Die 
Aufgabe ist, Losungen dieser Gleichung zu suchen, die gewissen ho- 
mogenen Randbedingungen geniigen. Man versucht eine Losung in 
der Form u = v{x)g{t) zu finden und gelangt mit diesem Ansatz un- 
mittelbar zu der Gleichung 

(pvj: VQ==g:g, 

welche nur dann erfiillt sein kann, wenn jede der beiden Seiten gleich 
einer und derselben Konstanten —A ist. Fur die Funktion v{x) ergibt 
sich dann die Differentialgleichung 
(18) (pvy + lQV = 0, 

wahrend g der Differentialgleichung g + Ag = 0 geniigen muB. Setzen 
wir A == — daB negative Werte von ^ nicht in Betracht kommen, 

wird sich bald von selbst ergeben so wird also u die Form haben 
u ==v(x) (a cosvt + b sinvt ) , 

wahrend die Funktion v{x) aus der Differentialgleichung (18) gemaB 
den Randbedingungen zu bestimmen ist. Wie im SpezialfaU der ho- 
mogenen Saite entsteht das Eigenweriprohlem, diejenigen ,,E{genwerte'' X 
der Differentialgleichung (18) zu bestimmen, fur welche es eine den Rand- 
bedingungen genilgende, nicht identisch verschwindende Ldsung gibt Diese 
Losung heiBt die zum Eigenwert X gehorige Eigenfunkiion; sie ist nur 
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bis auf einen willkiirlichen konstanten Faktor bestimmt. Als Rand- 
bedingnngen fiir Anfangs- bzw. Endpunkt kommen vor aUem in Frage 
je eine der folgenden Typen^; 

1. i;(o) = 0 und v{m) =^0 (eingespannte Sake). 

2. *0^(0) = ^'■'(0) und = v'in) (elastischbefestigtesEnde). 

3. v'{0) = 0 und v'{7t) = 0 (freies Ende). 

Oder die Bedingung 

4. t; (0) = (n) und p (0) v' (0) = p (jt) v' {n ) , 

welche im Falle p{0)=^p {n) als Periodizitatsbedingung aufgefaBt werden 
kann. 

Wir betonen, daB gemaB der physikalischen Natur unseres Problems 
die Funktionen p und ^ fiir 0 ^ ^ ^ :7r positiv sind, und machen aus- 
driicklich diese Voraussetzung; ferner miissen positiv sein, wenn 

die Ruhelage erne stabile Gleichgewichtslage sein soU^. 

Das so formulierte Problem heiBt nach seinen ersten und erfolg- 
reichsten Bearbeitern das Sturm -Liouvillesche Eigenwertprohlem, Es 
laBt sich noch etwas verallgemeinern, wenn man statt (18) die Diffe- 
rentialgleichung 

(19) {p^y = 0 


betrachtet, wobei q eine gegebene stetige Funktion ist. Es ist fiir manche 
Betrachtungen von Bedeutung, daB man die Differentialgleichung (18) 
bzw. (19) durch Transformation der unabhangigen bzw. abhangigen 
Veranderlichen auf einfache Normalformen bringen kann. Z. B. erhalt 
man durch die Transformation z =^v'fQ die Form 

(2D) = 


wobei 



ist. Ebenso kann man fiir g' = 0 die Differentialgleichung in die Form 

o qP 

transformieren, indemman statt eine neue Variable f einfiihrt 

und dann wieder ^ durch x ersetzt. 

Eine andere wichtige Transformation der Differentialgleichung (I9) 
wil'd gegeben durch ^ ^ 

(20a) u = ypQV. t 

0 0 

^ DaB gerade diese Typen ausgezeichnet sind, laBt sich am einfachsten aus 
den Gesichtspunkten der Vanationsrechnung begninden (vgl. Kap. IV und VI). 
a VgL Kap. IV, § 10, 2. 
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Dabei geht (19) iiber in 
(i9a) u"' — ru + Xu 0 , 


wobei r eine stetige Funktion bedeutet^. 

Den Eigenfunktionen v und den — positiven — Eigenwerten X der 
Differentialgleichung (19) entsprechen Eigenschwingungen der Saite mit 
der Freqnenz v =yi, dargestellt durch die Funktionen 


V (x) (Uy cosvt + sin^'O . 

Wiederum liefern die Eigenfunktionen unserer Sturm-Liouvilleschen 
Probleme Systeme orthogonaler Funktionen, und zwar ergibt sick diese 
Eigenschaft ohne Kenntnis der speziellen Eigenschaften der Funktionen 
allein aus der Differentialgleichung. Sind namlich X^, X^ zwei verschie- 
dene Eigenwerte, zugehorige Eigenfunktionen, so erhalt naan wie 

oben in Nr. 1 

(Xn Xjj^) J QVf^Vyj^dx -f- j {p\yn'^m ~ 0 , 

0 0 

und hier ist der zweite Ausdruck wegen des homogenen Charakters der 
I^ndbedingungen gleich Null, so dafi tatsachlich fur die Funktionen 
die Orthogonalitatsbeziehung 

71 

f Q^n'Vmdx = 0 

0 

besteht. Diese Funktionen konnen und woUen wir als normiert an- 
nehmen. Wir warden iw § 14 zeigen: Die Eigenwerte X der Differential- 
gleichung (19) hei gegebenen Randbedingungen bilden nach der Grofie ge- 
ar dnet eine abzahlbare Folge Xi, ?.2y • • • '^nd das zugehorige System der 

Eigenfimktionen liefert eii% vollstdndiges orthogonales Funktionensystem. 
Ferner: Jede den Randbedingungen des EigenwertproUems genugende 
stetige Funktion f{x) mit stilckweise stetigen ersten und zweiten Ableitungen 
ist in eine absolut und gleichmdjSig konvergente Reihe 


00 





nach den Eigenfunktionen entwickelhar, Dieser Entwicklungssatz ermog- 
lichi die Anpassung der Losung 

00 

« (*. 0 = 2 W ("n COSVJ 4 - bn SinVn^) 
an einen vorgegehenen Anfangszustand, 
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Die Eigenwerte ^ des Sturm-Liouvilleschen Problems sind, aus- 
genommen die des Problems mit Periodizitatsbedingungen^ samtlich 
einfach, d. h. es kann zn einem Eigenwert 2 nicht zwei voneinander 
linear unabhangige Eigenfunktionen v,v* geben; gabe es namlich zwei 
solche, so wiirde in der Form cv + c*v'^ jede Losung von ( 19 ) enthalten 
sein; jede solche Losung muBte dann denselben vorgegebenen ho- 
mogenen Randbedingungen geniigen, was mit der Tatsache im Wider- 
spruch steht, daB man z. B. eine Losung mit willktxrlich vorgegebenem 
z;(0) undv'(O) finden kann, w^rend die Randbedingungen 1. 2. 3* 
eine Beziehung zwischen v(p) und t;'(0) enthalten. 

Die Eigenwerte sind fiir ^^0, samtlich 

positiv. Es ist namlich 


Tt ^ p 

X = xUv^dx = -f {.{fv'Y V - qv^] dx=j (fv'^ + ix - fv'v 
0 0 0 
und hier ist die rechte Seite auf Grund der Randbedingungen 1. bis 
4 . positiv. D&y 'positive Chdfuktef d&y Eigenwette ist wsseutlich dufilY^ 
dafi alle Eigenfunktionen SchwingungsvoYgmgen entspYechen, Sobald ein 
EigenweYt negativ wkd, tYitt an Stelle deY betzeffenden Eigenschwingung 
ein apeYiodischer VeYlauf, was, wie wiY spdteY sehen weYden, auch bei 
negativ em q nuY endlich oft voYkommen kann^. 

Was endlich die erzwungenen Bewegungen deY Suite betrifft, so kann 
man entweder so vorgehen wie in Nr. 2 bei der homogenen Saite. In 
dem spezieUen Fall jedoch, wo in der unhomogenen Differentialgleichung 
[pu^)^=^ QUtt — Q{x,t) die erregende Kraft periodisch von der Form 
Q{x,t) z=i(p[x)^^^ ist, wendet man gewohnlich das folgende Verfahren 
an®: man setzt die Losung u in der Form u = v[x)e^^^ an und erhalt 
sofort fiir v{%) die zu (18) gehdrige unhomogene Gleichung 


{pv'Y + Xqv = — (p[x) (2 = co^) * 


Um die Entwicklungskoeffizienten 


rn 



der Losung v[x) zu bestimmen, multiplizieren wir unsere Differential- 
gleichung mit Vn(x) , integrieren iiber das Grundgebiet, formen das erste 
Glied mit Produktintegration um und beriicksichtigen die Differential- 
gleichung fiir Vnl dann ergibt sich sofort •— = c^, also 

7t 

y» = = / 'P V„dx. 

0 

1 Bei diesen 1 st 2 = fur w = 1, 2, 3, • • • ein zweifacher Eigenwert von 
y" + Ay == 0 mit den beiden Eigenfunktionen sinw;»r und coswat. 

2 Vgl. Kap VI, § 2 

® Vgl. hierzu das algebraiscbe Analogon in Kap. I, § 3 , 6 . 
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Diese Behandlungsmethode verliert ihren Sinn im Falle der Re- 
sonanz, d. h. wenn die erregende Freqnenz yl == co mit einer der Eigen- 
frequenzen ]/I^ = ubereinstimmt und der betreffende Koeffizient 
von Null verschieden ist. 

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft QixJ) fiihrt man auf 
den behandelten Spezialfall zunick, indem man mit Hilfe einer Fourier- 
schen Reihe Oder eines Fourierschen Integrals die Kraft Q(x,l) als 
Funktion von t spektral zerlegt (vgl. Kap. II, § 5 und 6). 


§ 4, Der schwingende Stab. 

Bei der Differentialgleichung 

d^u d^u 

der Transversalschwingungen eines homogenen Stales — wir beschranken 
uns hier der Kiirze halber auf den homogenen Stab, da der unhomogene 
nns keine weiteren neuen Gesichtspunkte gegenuber den in § 3 ent- 
wickelten lehren wiirde — handelt es sich wiederum um die Bestimmung 
der Eigenschwingungen, welche wir durch den Ansatz u ^ v[x)g{t) 
erhalten. Es ergibt sich wie friiher 

<i.h. " ^ 

( 21 ) v^'^—lv = Q. g + ^g = 0, 

wobei die Konstante A so zu bestimmen ist, daB der Stab an seinen 
Endpunlcten den vorgeschriebenen Randbedingungen geniigt. Wir 
nehmen die Lange des Stabes wieder gleich als Ruhelage des Stabes 
das Interval! und unterscheiden verschiedene Arten von 

Randbedingungen (vgl. Kap. IV, § 10) : 


1 . v"ix) 

= v"'ix) 

= 0 

fiir 


und 

X = 7t (freies Ende). 

2. v{x) 

= v"{x) 

= 0 

fur 

x=-0 

und 

X = 7c (gestiitztes Ende), 

3. v{x) 

= v'{x) 

== 0 

fiir 

x = 0 

und 

X = 71 (eingespanntes Ende) 

4. v'{x) 

= v'"{x) 

= 0 

fiir 

X = 0 

und 

X = 71, 


5. i'(O) =v{n), 5[;'(0) =i;'(ji),| 

v"{0) = v"{7r) . v"'iO) = v'"in) j 


(Periodizitat). 


Fiir alle diese Falle lassen sich die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
explizit angeben, da man das allgemeine Integral der ersten Differential- 
gleichung (21) kennt, namlich, wenn A + 0^ ist und |/1 = v gesetzt wird; 


^ DaB 1^0 ist, bewejst man analog wie in § 3. 
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t; = cosvx + sinvA; + 

^ cosr a; + fg sinvx + I3 ^o\vx + ^4 ®invx . 

Fur A = 0 artet die allgemeine Losung aus in ein Polynom dritten 
Grades t; = -f ^^x + ^^x^ + ^^x^. 

Die vier homogenen Randbedingungen, denen der Stab unterworfen 

4 

ist, ergeben nun vier homogene Gleichungen der Form ^atjc ^jc — 0 

A — 1 

(i = 1, 2, 3, 4 ) fiir die vier GroBen fi, ^2^ ^3^ welche das Ver- 
schwinden der Determinante | Oik] fordern, d. h. eine gewisse trans- 
zendente Gleichung fiir die Eigenwerte A. Jede Wurzel dieser Glei- 
chung liefert eine oder mehrere als normiert wahlbare Eigenfunktionen. 
Speziell erhalten wir fur den heiderseits freien Stab als transzendente 
Gleichung fiir v die Beziehung: 

Sofi^jr cosr jr = 1 ; 

die zugehorigen, noch nicht normierten Eigenfunktionen sind, ab- 
gesehen von der zum zweifachen Eigenwert A = 0 gehorigen Funk- 
tion 

V = (sinvTt — ©inm) (coso^a; + &o\vx) 

— {cosvn — Sofv:n^) (sinvA: + (Sixivx) . 

Die Losung fiir den heiderseits eingespannten Stab erhalten wir aus 
der obigen Losung (abgesehen von der zu A = 0 gehorigen Eigen- 
funktion) fur den freien Stab durch zweimalige Differentiation, da die 
so entstehende Funktion erstens der Differentialgleichung, zweitens 
den Randbedingungen des eingespannten Stabes geniigt; und zwar 
erhalt man so jede Eigenfunktion des eingespannten Stabes, da man 
von einer solchen dutch zweimalige unbestimmte Integration bei ge- 
eigneter Wahl der Integrationskonstanten zu einer Eigenfunktion des 
freien Stabes gelangt. Die Eigenwerte sind die Losungen derselben 
transzendenten Gleichung wie vorhin; die Eigenfunktionen werden ge- 
geben durch den Ausdruck 

V = {sinvji — ©tnrjr) (—cosi'a; + (^o\vx) 

— (cosvji — ®i)fv:7r) (— sinrA; + @in>'A;) . 

Beim Stabproblem 1st im Gegensatz zu dem der schwingenden 
Saite das Auftreten mehrfacher Eigenwerte keineswegs ausgeschlossen. 

B. besitzt das Problem des heiderseits freien Stabes fiir den Eigenwert 
Null die beiden voneinander unabhangigen normierten Eigenfunktionen’ 

t; = - 4 = und Beim Ubergang zum eingespannten Stab 

yjT f 

durch zweimalige Differentiation gehen diese beiden Eigenfunktionen 
und der zugehorige Eigenwert A = 0 verloren. 

In aUen Fallen bilden die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 
(21) ein orthogonales Funktion ensystem, wie wir wiedetum nach der 
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alten Methode schlieBen, Sind namlich An, zwei verschiedene Eigen- 
werte und sind Vn, Vm zugehdrige Eigenfunktionen, so folgt durch zwei- 
malige Teilintegration 

(A»n An) j'vyiVfyi dx = > 

6 0 
und hier ist die rechte Seite wegen der homogenen Randbedingungen 
Null. Die V ollstdndigkeit des Eigenfunktionensystems und die Ent- 
wickelbarkeit willkurlicher Funktionen mit stetigen ersten und zweiten und 
stuckweise stetigen dritten und vierten Ahleitungen gilt auch hier, wie 
sich aus den spateren Ausfuhrungen (§ 14) ergeben wird. 

Im iibrigen verlauft die Theorie der Transversalbewegungen des 
Stabes ganz analog der Theorie der Saite und braucht hier nicht weiter 
ausgefiihrt zu warden, 

§ 5. Die schwingende Membran. 

1. Das allgemeine Eigenwertproblem der homogenen Membran. 

Die Differentialgleichung Au^utt der schwingenden homogenen 
Membran fiihrt ebenso wie in den bisher erorterten Fallen zu einem 
Eigenwertproblem, nur daB hier die Differentialgleichung, fiir welche 
das Eigenwertproblem sich ergibt, eine partielle Differentialgleichung 
wird. Die Membran moge das Gebiet G der x, ^y-Ebene mit der Be- 
randung JT bedecken ; die iibrigen Voraussetzungen und Bezeichnungen 
bleiben ebenfalls dieselben wie in Kap. IV, §10, Nr. 3 . Als Randbe- 
dingung nehmen wir zunachst die einfachste, namlich = 0, d. h. wir be- 
trachten die eingespannte Membran, Der Ansatz u{x,y,t) = v{x,y)g{t) 
liefert sofort fiir die Funktionen v{x,y), g{t) die Beziehung 

^ = l = 

V g . 

aus der folgt, daB A eine Konstante sein muB, die wir gleich 
setzen. Die Funktion v(x,y) ergibt sich wie oben aus dem Eigenwert- 
problem, den Parameter X als „Eigenwert‘‘ so zu bestimmen, daB es 
eine zugehorige, in G mit ihren Ableitungen stetige Funktion gibt, 
welche der Differentialgleichung 
(22) Av-\-Xv==0 

gemigt, am Rande verschwindet und normiert gewahlt werden kann. 
Die Eigenwerte X miissen positive Zahlen sein, wie das schon durch 
die Schreibweise X = ausgedriickt ist. In der Tat folgt durch An- 
wendung der Greenschen Formel (vgl. § 1) auf die mit v multiplizierte 
Gleichung (22) 

//(4 + v^dxdy — — jjvAvdxdy = X jjv^dxdy, 

G e ■ o 
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worans sich das positive Vorzeichen von % ergibt. Danach wird die 
allgemeine Losung der Differentialgleichung ^ 

stalt g = acosvt + bsmvt haben, also eine periodische Funktion der 
Zeit sein. Die Losung 

u{x, y, t) = v{x, y) [a cosvt + b sinrif) 

der Schwingungsgleichung entspricht dann einer Eigenschwingung mii 
der Frequenz y = ]/X. 

Die Existenz der Eigenschwingungen, genauer die Existenz einer 
unendlichen abzablbaren Folge von Eigenwerten 
zugehorigen Eigenfunktionen V 2 {x,y)y v^{x,y), werden wir 

in § 14 nachweisen, ebenso die zugehorigen Entwicklungssdtze bzw. 
Vollstdndigkeitssdtze. Schon bier sei aber auf die Orthogonahtdtseigen- 
schaft der Eigenfunktionen hingewiesen, die sich in dem Satze aus- 
spricht: Zwei zu verschiedenen Eigenwerten Aj und gehorige Eigen- 
funktionen Vi, Vk sind zueinander orthogonal, d. h., es gilt 

j j v^Vjcdxdy = 0 . 

G 


Der Beweis erfolgt nach dem uns schon gelaufigen Muster, indem wir 
mit Hilfe der Greenschen Formel und der Randbedingung u==0 schlieJBen 


— ^k) dxdy = 0. 


Die Bewegung einer frei schwingenden eingespannten Membran 
bei willkurlich vorgegebenen Anfangsbedingungen u(x,y,0) = f(x,y), 
'Ut(x,y,0) =g{x,y) laBt sich wie fruher durch Entwicklung nach den 
Eigenfunktionen darstellen, nabnlich in der Form 

oo 

(23) u{x, y, t) =21^n{x,y) {a^cosrj + &„sinr„i) , 

n— 1 

wobei die Koeffizienten a„, durch die Anfangsbedingungen als 
«»= jjf{x,y)v„{x,y)dxdy, b^ = j g{x,y)v„{x,y) dxdy 

festgelegt sind. Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB die 
Reihe (23) konvergiert und sich hinreichend oft gliedweise differen- 
zieren laBt. 

Ganz analog wie bei der eingespannten Membran liegen die Ver- 
haltnisse, wenn entsprechend einer elastischen Bindung der Membran 

du 

am Rande eine Randbedingung der Form ^ = ^ou gegeben ist, wobei 

o eine positive, im allgemeinen mit dem Orte am Rande veranderliche 
GroBe bedeutet. Das Eigenwertproblem formuliert sich genau wie oben; 
ebenso ergibt sich die L5sung des Anfangswertproblems auf Grund 
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des Entwicklungssatzes. Die Eigenwerte A sind auch hier positive 
Zahlen. Multiplizieren wir namlich die Differentialgleichung (22) mit v 
und integrieren iiber G, so ergibt sich mit Riicksicht auf die Greensche 

^ *0 

Formel aus § 1 und die Randbedingung at; + ^ = 0 sofort 


X = ijj v^dxdy vl)dxdy + j av^ ds . 


Die Zahlen r = |/2 sind die Frequenzen der entsprechenden Eigen- 
schwingungen. Die zu verschiedenen Eigenwerten 7^, gehorigen 
Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal. 

Von Interesse ist der Grenzfall a = o der freien Membran, der 
durch geeignete Vorrichtungen auch physikalisch realisiert werden 
kann. Wahrend bei alien anderen Randbedingungen jeder Eigenwert 
positiv ist, gibt es hier den Eigenwert 1 = 0 mit der zugehorigen Eigen- 
funktion v{x,y) — konst. 

2. Erzwungene Bewegungen. Auch die der Differentialgleichung 
(24) Au = ua — Q(x,yJ) 


geniigenden erzwungenen Bewegungen der Membran lassen sich ganz 
nach dem Muster von § 3; 2 behandeln. Entweder entwickelt man die 
auBere Kraft Q{x,y,t) und ebenso die gesuchte Funktion u in eine 

oo oo 

Reihe Q {x, y, t) ='y qn it) Vn [x, y) bzw. u = ^Un[t)Vn {x, y) nach den 

n=l 

Eigenfunktionen Vn{x, y) der frei schwingenden Membran und bestimmt 
dann die Koeffizienten Un{t) aus den Differentialgleichungen 

'^n ~ J 


Oder man entwickelt, indem man eine periodische auBere Kraft an- 
nimmt, diese in eine Fouriersche Reihe; dann braucht man die Glei- 
chung (24) nur fur den Fall einer rein periodischen Kraft (p{x,y)e^^^ 
durch eine Funktion v{x,y)e^^^ zu losen. Fur die Funktion v{x,y) ^r- 
gibt sich sofort die Differentialgleichung 

(25) Av + Xv = (p {x, y) {X = cjo ^) , 


deren Losung wir z. B. erhalten, indem wir v{x, y) in eine Eigenfunk- 

OQ 

tionenreihe v = '^ynVn entwickeln; die Koeffizienten dieser Reihe be- 
stimmen sich, wenn wir <pvndxdy setzen, analog wie auf S. 252 


zu 



{X = o)^) 


3. Knotenlinien. Ebenso wie bei einer Saite oder einem Stabe 
diejenigen Punkte ein besonderes Interesse darbieten, an welchen eine 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I 2 . Aufl. 


17 
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Eigenfunktion v„ verschwindet, die „Knotenpunkte‘' der zugehSrigeii 
Eigenschwingung spielen ba den Eigenschwingungen der Mem- 

bran Knotenlinien eine Rolle, d. h. Kurven Vn{x,y) = 0. Langs dieser 
Knotenlinien bleibt die Membran bei Ausfnhrung der Eigenschwingungen 
stets in Ruhe. Wir konnen hier nicht allgemein auf die Frage der Kno- 
tenlinien eingehen, kommen aber an Hand von Beispielen darauf zu- 
riick (vgl. auch Kap. VI, §6). 

4. Rechteckige Membran. Entsprechend der Tatsache, daB das 
Eigenwertproblem der Membran von der willkiirlichen Wahl des Ge- 
bietes abhangt, steckt in dem allgemeinen Problem noch eine groBe 
Ftdle von EinzeEragen, von denen wir hier einige besonders heraus- 
greifen. Wir betrachten zunachst eine rechteckige Membran, welche 
das Gebiet G{0^x^a, O^y^b) bedeckt. Fiir die Randbedingun- 
gen M = 0 Oder duj8n = Q lassen sich die Eigenwerte und Eigen- 
fiinktionen sofort angeben. Im ersten FaUe sind die Eigenwerte die 

Zahlen il = -b (m, w = 1 , 2, 3 , . . , die zugehdrigen, iibrigens 

nicht normierten, Eigenfunktionen die Produkte sin sin . Im 

( ^2 \ 

^ + -p-j 

(n, m = 0, 1, 2, . , und die zugehorigen Eigenfunktionen werden 
durch cos--^ gegeben; hier ist auch ^ = 0 ein Eigenwert, wie 

schon friiher hervorgehoben wurde. (Es ist bemerkenswert, daB wir 
die Eigenfunktionen der eingespannten Membran aus denen der freien 
durch Differentiation nach x und y erhalten.) 

DaB wir auf diese Art alle Eigenfunktionen des Problems erhalten 
haben, geht aus der Tatsache unmittelbar hervor, daB z. B. die Funk- 

tionen sin sin fur das Gebiet G ein vollstandiges orthogonales 

Funktionensystem bilden, so daB eine weitere auf den angegebenen 
orthogonale Eigenfunktion nicht existieren kann. Jede andere Eigen- 
funktion muBte namlich, falls ihr Eigenwert mit keinem der obigen I 
ubereinstimmt, orthogonal auf alien obigen Sinusprodukten sein ; 
stimmt ihr Eigenwert mit einem der obigen X uberein und hangt sie 
nicht linear von den zu diesem Eigenwert gehongen Sinusprodukten 
ab, so bleibt nach Subtraktion einer geeigneten Linearkombination 
dieser Sinusprodukte eine zu diesen und wie vorher auch Zu den an- 
deren Sinusprodukten orthogonale, also identisch verschwindende Funk- 
tion iibrig. 

Die Entwicklungssatze usw, reduzieren sich hier einfach auf die aus 
Kap. II bekannten Tatsachen iiber Fouriersche Reihen in zwei Variabeln. 

Das Beispiel des Rechteckes zeigt uns, daB bei der Membran sehr 
wohl mehrfache Eigenwerte auftreten konnen. Dies tritt immer dann 
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ein, wenn das Seitenverhaltnis a : h rational ist, weil dann die Gleichung 

— ^ =z _ ^ stets nichttriviale Losungen in ganzen Zahlen 

besitzt. Z. B. ist beim Quadrat a = b = ji eine solche Losung m" = n, 
n' m, wozu bei der Randbedingung u = 0 die Eigenfunktionen 
sin sin und sinnxsmmy gehoren. Die Frage nach der Vielfach- 
heit eines Eigenwertes kommt dann auf das zahlentheoretische Pro- 
blem hinaus, wie oft sich eine Zahl als Summe =. von 

zwei Quadraten darstellen laBt^. 


LCfZ 


o 


^zs 









Abb. 2. Knotenlmien der quadratischen Membran. 


Die Knotenlinien fur die Eigenfunktionen sin^^^sinwy sind ein- 
fach Parallelen zu den Koordinatenachsen. Bei mehrfachen Eigenwerten 
konnen aber noch ganz andere Knotenlinien auftreten, z. B. die NuU- 
stellen der Funktion a sinm^; sinny + /? sinn^; sinwy beim Quadrat 
Die vorstehenden Abbildungen^ geben einige charakteristische Bei- 
spiele dafur. Dabei ist zur Abkiirzung = sinm^^sin^y gesetzt. 


^ Vgl bierzu Dirichlet-Dedekind : Vorlesungen Tiber Zahlentheorie, 4. Aufl., 
§ 68, S. 164“ 166. Braunschweig 1894. 

2 Sie Sind zum Teil dem im Literaturverzeichnis genannten Buch von 
PocKELS entnommen. 

17 * 
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5. Kreisfdrmige Membran. Besselsche Funktionen. Die kreis- 
formige Membran, deren Radius wir, notigenfalls nach einer Anderung 
des MaBstabes, als 1 annehmen konnen, gestattet ebenfalls eine expli- 
zite Behandlung. Die Differentialgleichung ihres Eigenwertproblems 
nimmt in Polarkoordinaten nach Kap. IV, § 8, 2 die Gestalt an 

(26) v,r + yV, + + Xv = 0 . 


Wenn wir wieder den Fall der eingespannten Membran betrachten, so 
haben wir die Randbedingung ^ 0 . Es liegt nahe, die Losung 

der Differentialgleichung (26) durch den Ansatz vir,^) =^t[r)h{d) zu 
versuchen, welcher sofort die Beziehung 




f{r) 


A"(#) 
■ hm 


c = konst. 


liefert. Da die Funktion v (r, '&) , also auch h {{/) eine periodische Funk- 
tion von d' mit der Periode 2jz sein muB — sonst ware v keine ein- 
deutige Funktion des Ortes — , so folgt ftir c ein Wert c = wobei 
n eine beliebige nichtnegative ganze Zahl ist. Man erhalt 


h{'d') = acosn'd + &sin^/> 


sowie fur f{r) =3/ die Differentialgleichung 
(27) + ry' + — n^)y = 0, 


und es handelt sich darum, Eigenwerte X zu finden, fiir welche es eine 
bei r = 0 stetige Losung dieser Differentialgleichung gibt, die oben- 
drein noch der Randbedingung /(I) =0 geniigt. Durch die Trans- 
formation r ]/X = ^? + 0) Oder kr^Q, wenn wir X^k^ setzen, geht 

die Gleichung (27) in 


(28) 


d^y I 1 

g dg 



= 0 


iiber. Die Losungen dieser ,,Besselschen Differentialgleichung*', die so- 
genannten Besselschen Funktionen, spielen in der Analysis und mathe- 
matischen Physik eine besonders wichtige Rolle und warden uns spater 
im Kap. VII noch ausfiihrlicher beschaftigen. Hier sei nur hervor- 

00 

gehoben, daB wir durch den Potenzreihenansatz y{q) = aus 

(28) die Ldsung 

gn { g^ g* 1 

3^fc) = /n(e) = 2^nl I “ 2(2n + 2) 2'*"4(2 m + 2) (2w + 4) ^ ** J 

erhalten, welche man die Besselsche Funktion Ordnung nennt. Die 
Reihe (29) konvergiert auf Grund der einfachsten Kriterien fiir jeden 
Wert von q, d. h. die Besselschen Funktionen Jn{Q) sind ganze trans- 
zendente Funktionen. Speziell gilt die Reihenentwicklung 

r + ^ + 

JoW) ^ 2 ^ ‘ 2 ® 4 ^ 2 ^ 4 ^ 6 ^ ~ 
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Wir merken ferner die Relation 

(29) /o(^) = -/i(^) 

an, die sich aus der Reihenentwicklung sofort ergibt. 

Die Losungen von (27) erhalten wir nunmehr in der Form 

( 30 ) yn=Jn{kr) (k^ = A), 

wobei die Konstante k durch die Randbedingung yn(l) =0 zu be- 
stimmen ist, d. h. durch die Bedingung = 0- Die Eigenwerte 

I = von (27) sind also die Quadrate der Nullstellen der Besselschen 
Funktionen. Was die Existenz: dieser Nullstellen anbetrifft, so werden 
wir spater zeigen, da6 tatsachlich jede der Funktionen Jn unendlich 
viele reelle Nullstellen besitzt, die wir kn,m = 1 , 2, 3, . . .) nennen 
woUen. Mit dieser Bezeichnung schreiben sich die Eigenfunktionen in 
der Gestalt 

cosw# + ^sinw?9) . 

Dabei sind die Konstanten diy ^ noch beliebig, was uns zeigt, daB, 
abgesehen von den zm n = Q gehorigen Eigenfunktionen, alle Eigen- 
werte mindestens zweifach sind, indem die linear unabhangigen Eigen- 
funktionen Jncosnd', J^sinn'd' zu ihnen gehoren. Die Knotenlinien 
dieser Eigenfunktionen sind Kreise q — konst, bzw. Radian ^ = konst. 
Die Eigenschwingungen werden dargestellt durch 

Jn (*n,w ^) coswd + ^ sint^i?) [a cos^n,»n ^ + sin An, w t) . 

(9 u 

Wenn wir die allgemeinere Randbedingung kon- 

stantem o zugrunde legen, so bleibt fast alles in unseren obigen t)ber- 
legungen bestehen. Nur die Randbedingung, aus der die Eigenwerte 
zu bestimmen sind, lautet dann etwas anders, namlich 

Unsere Funktionen sind die einzigen Eigenfunktionen der 

Membran. Man kann den Beweis z. B. fuhren, indem man von der 
Bemerkung ausgeht, dafi jede Eigenfunktion v eine mit stetigen Ab- 
leitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion von d' mit der 
Periode 2jt ist, sich also in eine Fouriersche Reihe 

00 

v{r,-d) 

n- -00 

entwickeln laBt. Geht man mit dieser Reihe in die Differentialgleichung 
(26) hinein, so ergibt sich sofort, daB jedes einzelne Glied fn{r)e^^^ der 
Differentialgleichung geniigt. 

Aus dem allgemeinen Entwicklungssatz folgt, daB man eine am 
Rande verschwindende und sonst im Kreise mit ihren Ableitungen bis 
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zur zweiten Ordnung stetige Funktion w (r, 'd) in eine absolut nnd gleich- 
maBig konvergente Reihe der Form 

oo 

W {f j 'd') == ^ ^nm Jn ^n,m) 

entwickeln kann, worin z. B. fiir den Fall, dafi w nicht von i? abhangt, 
die Entwiokelbarkeit einef willkurlichen, mil Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung stetigen und fiir r = 1 verschwindenden Funktion von r im 
Intervalle O^r^i in eine Reihe nach den Besselschen Funktionen 
/o(*o,m^) enthalten ist. 

Aus der allgemeinen Orthogonalitatsrelation fiir die Eigenfunk- 
tionen der Membrangleichnng folgt fiir die Besselschen Funktionen 
bzw. fiir die Funktionen ( 30 ) durch Integration nach ^ sofort die Ortho- 
gonalitdtsrelation 

1 

/ rJn{K,i r) = 0 {i 4= /) , 

0 

die man auch direkt nach dem schon 6fter angewandten Verfahren 
aus der Differentialgleichung (27) ableiten kann. Man erkennt iibrigens 
unmittelbar, dafi die Orthogonahtat auch bei der allgemeineren Rand- 
bedingung kj'„{k) = —ojjk) bestehen bleibt. 

Zur Normierung dieser Funktionen bedienen wir uns 

zweckmaBigerweise der Relation 

(31) ■ 2 fn{kr)rdr = J'^[k). 

0 

die man folgendermaBen beweist: Wir multiplizieren die Differential- 
gleichung fiir Jn{hr) = y namlich: 

{ry'Y + (rk-^'jy = 0 

mit ry und integrieren von 0 bis r. Nach einigen Umformungen ver- 
mittels partieller Integration' ergibt sich 

r 

2k jry^dr — (r/)^ + (^*^® — 

woraus fiir f = 1 wegen y(1) = J„{k) = 0 die Gleichung (3t) folgt. 

Es sind also fiir die Gleichung (27) die Funktionen 

die normierten Eigenfunkfionen. Naheres iiber die Besselschen Funk- 
tionen moge der Leser in Kap. VII und weiterhin in Spezialwerken 
nachsehen. 
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6. Die unhomogene Membran, Die verallgemeinerte Differential- 
gleichung der unhomogenen Membran 

^/lu+ + pyUy — qu^ Q (x, y) , 

wobei p und Q tiberall in G positiv sind, fiihrt auf ein Eigenwertproblem, 
welches dem allgemeihen Sturm-Liouvilleschen von § 3 analog ist, 
namlich auf das Problem, diejenigen Werte von X zu bestimmen, fiir 
welche die Differentialgleichung 

L\v\ + Xqv — pAv + p^v^ + pyVy — qv + Xqv = 0 

eine normierte, den vorgegebenen homogenen Randbedingungen ge- 
niigende Losung besitzt. Mit Hilfe der Greenschen Formel 

/ / - v^L{v^)ixdy =J = 0 
G r 

[Seite 239 Formel (5 a)] ergibt sich wie oben fur Eigenfunktionen vt, vj^ 
die zu verschiedenen Eigenwerten X^, Xj gehoren, die Relation 

f f QV^Vjdxdy = 0. 

G 

Wir wollen die Eigenfunktionen im allgemeinen so festlegen, daB die 
Funktionen ein normiertes orthogonales Funktionensystem bilden, 
d. h. wir wollen 

j j QV^dxdy = 1 
G 


setzen. Die Existenz der Eigenwerte und der VoUstdndigkeits- bzw. der 
Entwicklungssatz, welcher die Entwickelbarkeit einer den Randbedin- 
gungen geniigenden und mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ord- 

oo 

nung versebenen Funktion f{x,y) in eine Reihe f =^CnVn{x,y) mit 
Cn gfvndxdy besagt, wird in § 14 dieses Kapitels in allgemeinem 

G 

Zusammenhange behandelt werden. 


§ 6, Die schwingende Platte. 

1. Allgemeines. Bei der Differentialgleichung 

der homogenen schwingenden Platte konnen wir uns kurz fassen, 
indem wir nur das prinzipiell gegeniiber den friiheren Entwicklungen 
neu Hinzukommende erwahnen. Das Eigenwertproblem, welches sich 
wieder durch den Ansatz u = v{x,y)g{t) ergibt, lautet 

(32) AAv-Xv = 0 
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mit Z = g (0 = oder g(t) = acosrt + dsinvL AIs Rand- 

bedingungen kommen z. B. in Betracht 

[eingespannte Platte). Die Orthogonalitdt zweier zu verschiedenen Eigen- 
werten gehoriger Eigenfunktionen wird nach demselben Muster bewiesen 
wie friiher, wobei die Greensche Formel (§ 1) benutzt wird. Der 
einzige prinzipielle Unterschied ist, daB hier zwei homogene Rand- 
bedingungen zur Charakterisierung des Eigenwertproblems gehoren, 
entsprechend der Tatsache, daB wir es hier mit einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung vierter Ordnung zu tun haben. 

2. Kreisformige Begrenzung. Die analytischen Schwierigkeiten des 
Problems sind naturgemaB wesentUch groBer als bei der Membran. 
Z. B. gelingt es nicht, den Fall rechteckiger Begrenzung mit ex- 
plizit bekannten Funktionen zu behandeln. Die einzige Begrenzung, 
fiir welche eine solche explizite Behandlung gelingt, ist der Kreis. 
Hier werden wir wieder auf Besselsche Funktionen gefiihrt, wenn wir 
Polarkoordinaten z, 'O' einfiihren. Wir konnen mit 2 = die Differential- 
gleichung in die ohneVeiteres verstandliche symbolische Gestalt 

{AA-k^)v^0 

Oder 

(J - k^) [A + k^)v :=0 
setzen, wobei der Operator A die Bedeutung 

A = il_L.±A4_±ii. 

hat. Denkt man sich v in eine Fouriersche Reihe entwickelt: 


n= -oo 


so muB jedes Glied der Reihe fur sich der Differentialgleichung genugen 
und daher eine Losung von 




iA 

Y dv 


+ y — 0 


sein. Wir konnen sofort zwei voneinander unabhangige, fiir r = 0 
regulare Losungen dieser Differentialgleichung angeben, namlich Jn{kr) 
und Jn{ikr) mit i 1, und haben also in der Funktion 

v{r,'d) = Jn(kr) {a^CQsnd' + b^sinn'd) + + b^sinn'd) 

eine Losung von (32). Um den Randbedingungen v{i,'d) = o, 
= 0 zu genugen, haben wir zu setzen 

Jfi (^) % “t" In <3:2 = 0 , Jn {k) bi 4 " Jn {ik) h2 = 0 j 
In (^) {^*^) ^2 ^ ^ > Jn (^) “h "IJn (^*^) b^ = 0 , 
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woraus sich fiir die Eigenfrequenz k die transzendente Gleichung 

Jn(h) ^ i jnji 
J n (^) Jn 

ergibt ; in ihr tritt, wie die Reihenentwicklungen von Seite 260 zeigen, 
die imaginare Einheit i nicht mehr wirklich anf. Im einzelnen sei hier 
wieder auf die Literatur verwiesen. 

§ 7. AUgemeines fiber die Methode der Eigenfunktionen. 

Es ist nutzlich, nach der Betrachtung der obigen Beispiele den Kern 
der Methode hervorzuheben. 

1. Die Methode bei Schwingungs- und Gleichgewichtsproblemen. 

Die behandelten Probleme batten folgenden Typus: Es sei G ein Be- 
reich der unabhangigen Raumvariablen und zwar je nach der 

Anzahl der unabhangigen Veranderlichen entweder ein Intervall der 
A:-Achse oder ein stiickweise glatt begrenztes Gebiet der z, y-Ebene 
Oder des z,y,^-Raumes. Der Zustand eines den Bereich G ausfuUenden 
Kontinuums werde durch eine Funktion charakterisiert, 

deren identisches Verschwinden einer stabilen Gleichgewichtslage ent- 
spricht. L[u] sei ein in G definierter, sich selbst adjungierter linearer 
Differentialausdruck hinsichtlich der Raumvariabeln z, . . entsprungen 
durch Variation der zu dem System gehorigen potentiellen Energie, und 
q(x, . , .) eine die Massendichte darstellende gegebene Ortsfunktion, 
Q{x, . , .;t) die gegebene auBere Kraft. Dann wird eine Losung der 
Differentialgleichung 

(33) L[u} = QUu- Q ■ 

gesucht, welche vorgegebenen homogenen die Zeit nicht enthaltenden 
Randbedingungen auf dem Rande F von G geniigt und zu einem vor- 
gegebenen, durch 

u(x,...;0) — Ui[x,...-,0) = y>{x,...) 

definierten Anfangszustand gehort. Bei alien vorkommenden Funktionen 
wird Stetigkeit der Ableitungen bis zu jeder vorkommenden Ordnung 
vorausgesetzt. 

Der Fall des Gleichgewichts ordnet sich ein, wenn wir annehmen, 
daB alle vorkommenden Funktionen von t tmabhangig sind und keine 
Anfangsbedingungen gestellt werden. Wir erhalten dann statt des ge- 
mischten Anfangs-Randwertproblems der Schwingungen ein Rand- 
wertproblem' des Gleichgewichts. 

Unter den freien Bewegungen, d. h. den Ldsungen der homogenen 
DFferentialgleichung • 

(33 a) L[u] = QUtt, 

welche den vorgelegten homogenen Randbedingimgen genugen, zeichnet 
man die Eigenschwingungen durch die Forderung des Synchronismus: 
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u == v(x, . . ,}g(t) aus. Jede solche Eigenschwingung gehort zu einem 
konstanten Werte A , einem Eigenwert, derart, da6 g + 'fg = 0, also 

g(^) =: acos'fXt + &sin]/X/ 

und 

(34) L\v] + Iqv = 0 

ist, wobei v die oben fiir u gestellten Randbedingungen erfiillen muB. 
Das charakteristische Problem — Eigenwertproblem — besteht nun 
darin, Werte des Parameters X — Eigenwerte — zu bestimmen, derart, 
daB die homogene Differentialgleichung (34) unter den vorgegebenen 
Randbedingungen nicht identisch verschwindende Losungen besitzt 
(Eigenfunktionen) . Die Schwingung, welch e der urspriinglichen Glei- 
chung (33 a) geniigt, hat dann die Darstellung 

u = (acos'f Xt + bsin‘^ Xt) v{x , , 


Bei endlichem Grundgebiet G besteht im allgemeinen der folgende 
Sachverhalt: Die Eigenwerte X bilden eine ahzdhlhare unendliche Folge 
^1,^2 ,.*. Es gibt ein System von entsprechenden Eigenfunktionen 
^2, . . welches vollstdndig im Sinne von Kap. II, § 1 ist und den Ortho- 
gonalitatsrelationen ^ 

jQV^Vjfdr ^ 0 (i ^ k), jQvJdr=^i 

G G 


genugt, t)ber die VoUstandigkeit hinaus gilt sogar der Entwicklungs- 
satz: Jede Funktion w mit stetigem Llw], welche den vorgegebenen 
homogenen Randbedingungen geniigt, laBt sich in eine absolut und 
gleichmaBig konvergente Reihe 


00 


W ^2^CyVy, 



nach den Eigenfunktionen entwickeln. 

Man erh^t auf Grand dieser Tatsachen — die jeweils eines be- 
sonderen Beweises bediirfen (s. § 14) — eine unendliche Folge von 
Eigenschwingungen (ayCos/X^t + &^siny>l,, t)vy(x, . . .), aus denen wir 
durch Superposition die Losung des Anfangswertproblems von (333.) 
durch geeignete Wahl der Konstanten ay und erhalten. Und zwar 
haben wir 


Uy^jQcpVydr, hy — ^ QxpVydx 


zu setzen. 


^ Mit j f dt bezeichnen wir das Integral der Funktion . ) uber den 

G 

Bereich G. 
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Bei der unhomogenen Gleichung {33) unter den homogenen Rand- 
bedingungen •— nach §1,2 bedeutet die Voraussetzung homogener 
Randbedingungen bei einer unhomogenen Gleichung keine Beschrankung 
<ier AUgemeinheit — gewinnt man die Losung u[x, . . ,)t), indem man 
ihre Entwicklilngskoeffizienten yv{t) in bezug auf die Vv bestimmt. 
Zu diesem Zwecke multipliziert man die Differentialgleichung (33) mit 
Vvy integriert iiber G, formt die linke Seite mit Hilfe der Greenschen 
Formel {5 a), § 1, unter Benutzung der Randbedingungen um, benutzt 
die Eigenwertgleichung fur Vv und erhalt 

yv Qvif) i 

wobei Q^{i) der gegebene Entwicklungskoeffizient von Q{x, in 

bezug auf die Vy ist. Eine spezielle Losung unserer Differentialgleichung 
fur yy ist 

1 


t 

y*sin ]/Xy {t — t) Qy [x) dr . 


Die mit diesen Entwicklungskoeffizienten gebildete Funktion wird eine 
partikulare Losung von (33), und jede andere Losung gewinnt man 
durch Addition einer Losung von (33 a), so daB das vorliegende Anf angs- 
wertproblem auf das der homogenen Gleichung (33 a) zuriickgefuhrt ist. 

Auch das Gleichgewichtsproblem, d. h. das Randwertproblem der 
Differentialgleichung 


bei homogenen Randbedingungen kann man mit Hilfe der Eigenfunk- 
tionen behandeln. Wir erhalten wie oben fiir die konstanten Entwick- 
lungskoeffizienten y^ der gesuchten Losung u in bezug auf die Vy die 
Gleichung hyv = —Qv] also 



Nach dem Entwicklungssatz wird also die Losung durch 


V=1 Q 


gegeben. Diirften wir hier Summation und Integration vertauschen, so 
wiirden wir zu einer Funktion 




Vr{x, ...)Vv(i, ■■■) 


r=al 


gelangen, mit deren Hilfe sich die Losung des Randwertproblemes in 
der Gestalt f 
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schreiben laBt, wobei die Integration nach den Variablen f . auszu- 
fiihren ist. Diese Funktion if, die ,,Greensche Funktion^' von L[u], 
werden wir in § 14 ganz anders charakterisieren und zum Ausgangs- 
punkt einer eingehenderen, den formalen Rahmen iibersteigenden Be- 
trachtung machen. 

2. Warmeleitung und Eigenwertprobleme. In ganz ahnlicher 
Weise fuhrt die Theorie der Warmeleitung auf Eigenwertprobleme. 
Die Differentialgleichung der Warmeleitung in homogenen isotropen 
Korpem lautet bei passender Wahl der Zeit- und Langeneinheit 

L [u] ^ Ut , 

wobei u die Temperatur als Funktion des Ortes x,y,z und der Zeit f 

bedeutet. Die Ausstrahlung eines homogenen Korpers G mit der Ober- 

flache r in ein unendliches Medium konstanter Temperatur Null wird 

an der Oberflache F durch eine Randbedingung der Form 

du , _ 

= 0 

charakterisiert, wobei o eine positive Materialkonstante ist; d. h. das 
Temperaturgefdlle nach dem Innern des Korpers ist dem Temperatur- 
sprung nach au^en proportional, Es handelt sich darum, eine Losung 
der Warmeleitungsgleichung unter diesen Randbedingungen zu finden, 
welche zur Zeit ^ = 0 in einen vorgegebenen Anfangszustand cp {x, y, z) 
iibergeht. 

Wir machen fiir w denAnsatz n^v{x,y,z)g{t) und erhalten sofort 
die Gleichung 

^ 1 == 

V g 

Es ergibt sich also fur v das Eigenwertproblem: L[v] + Iv ^ 0 ia G und 
^4- at; == 0 an der Oberflache JT; die zu einem Eigenwert A und der 
Eigenfunktion v gehorige Losung der Differentialgleichung hat die Form 

u = ave~^^. 

Der Entwicklungssatz fiir die Eigenfunktionen gibt dann wie friiher die 
Moglichkeit, die Losung einem vorgegebenen Anfangszustand anzu- 
passen, so daB u{x,y,z;0) gleich einer wUlkurlich vorgegebenen mit 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung in G stetigen und der 
Randbedingung geniigenden Funktion <p{x,y,z) wird. Ist namlich 
t;i,t; 2 ,... bzw. * das vollstmdige System der normierten 

Eigenfunktionen und Eigenwerte, so wird die gesuchte Losung durch 
die Formel ^ 

u(x, y, z; f) =2! ^tiVnix, y, z) 

n==l 

gegeben, wobei Cn=jjJ<pvndxdydz ist. 
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Es sei kurz bemerkt, daB wegen des positiven Charakters der 
Eigenwerte I die Losung u{Xyy,z\t) mit wachsendem t asymptotisch 
gegen Null strebt, wie physikalisch auch ohne weiteres plausibel ist. 

Betrachten wir statt der homogenen Warmeleitungsgleicliung die 
inhomogene Gleichung 

L[u] == Ut — Q{XyyyZ), 

wo die gegebene Funktion Q von der Zeit nicht abhangen soli, und 
stellen dieselben homogenen Randbedingungen wie oben, so erhalt man 
nach unserer allgemeinen Methode eine Losung w(:v, y, z;^), welche fiir 
/ oo in die Losung des entsprechenden Randwertproblems der Gleichung 

L[u\ = -Q{Xy y,z) 

•iibergeht. 

3. SonstigesAuftreten vonEigenwertproblemen, Auch sonst fuhren 
zahlreiche Fragen der Analysis auf Eigenwertprobleme, d. h. auf eine 
hneare Differentialgleichung (oder auch andere Funktionalgleichung) fiir 
eine Funktion u, in welcher linear ein Parameter X auftritt,’ der als 
„Eigenwert'‘ so zu bestimmen ist, daB ein homogenes Randwertproblem 
auBer der trivialen Losung ti = Q noch eine nichttriviale Losung besitzt. 
Diese Fragestellung bietet sich oft dar, wenn eine der unabhtogigen Ver- 
anderlichen von u in dem Problem ausgezeichnet ist. Man versucht 
dann, Losungen zu finden, die sich als Produkt einer Funktion dieser 
einen Variablen und einer Funktion der ubrigen darstellen lassen, um 
fiir diese letzte Funktion zu einem Eigenwertproblem zu gelangen. 
Wir werden in den nachsten Paragraphen noch eine Reihe solcher 
Probleme erortern, welche aus ganz verschiedenen Quellen entspringen, 

§ 8. Schwingungen dreidimensionaler Kontinua. 

Bei Schwingungsproblemen dreidimensionaler Kontinua, z. B. in der 
Akustik, der Elastizitatstheorie oder der Elektrodynamik, die die Be- 
handlung der Gleichung 

Au = Uti 

erfordern, wobei Au der Potentialausdruck in drei Variabeln ist, wird 
man auf ein Eigenwertproblem der Form 

Au “{~ Xu ■=" 0 

mit entsprechenden homogenen Randbedingungen gefuhrt. 

Es tritt nun oft der Fall ein, daB die spezielle Gestalt des Grund- 
gebietes eine weitere Zerspaltung der Losungen dieses Eigenwertproblems 
erlaubt und dadurch zu Eigenwertproblemen mit einer geringeren An- 
zahl von unabhangigen Veranderlichen fiihrt. 

Ein Beispiel gibt das zylindrische Gebiet, das iiber dem Gebiet G 
der x~, y-Ebene errichtet ist und von den Ebenen z = 0 , z == begrenzt 
werden moge. Als Randbedingung nehmen wir etwa = 0‘. Wir konnen 
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dieses Problem durch den Ansatz u = f{z)v{x,y) sofort auf das ent- 
sprechende flir das ebene Gebiet G zuruckfiihren ; wir erhalten namlich 

— = k = konst. , 

f V 

f = sinj/^i: 


mit k = 2^ 3^ • . fiir bleibt die Gleichung Av {X — n^)v == 0, 

deren Eigenwerte sich von denen des ebenen Gebietes G xmr durch den 
Summanden — unterscheiden und deren Eigenfunktionen mit denen 
des ebenen Gebietes G identisch sind. 

Da6 wir so unter den gegebenen Randbedingungen wieder alle Eigen- 
f-onktionen des Zylinders erhalten, folgt in der mehrfach durchgefiihrten 
Weise aus ihrer Vollstandigkeit. 

Nehmen wir speziell einen Zylinder, der liber einem Rechteck er- 
richtet ist, d. h. ein rechtwinkliges Parallelepiped, z. B. den Wiirfel 
y, z so erhalten wir auf diese Weise als beinahe selbstver- 
standliche Losung des Eigenwertproblems die Eigenwerte 
{I, w, 2, • • •) die Eigenfunktionen sinlx sinmy sinnz . 

Wir betrachten als weiteres Beispiel die Schwingungsgleichung fur 
das Gehiet einer Kugel x^ + y^ z^ mit dem Radius i . Fiihren 
wir Polarkoordinaten r, <p ein, so geht die Schwingungsgleichung 
liber in (vgl Kap. IV, § 8, 2) 


Au + Xu=:^ ■ 


®sirL# 






^sini?) 


Xu = 0 ^ 


wir versuchen, ihr durch den Ansatz u = Y{d',(p) f {r) zu gentigen, wo 
Y nur von (p und nur von r abhtogt. Es ergibt sich sofort 


f 


1 


y sini? 


59>(sin^^) + 


k, 


wobei k eine Konstante sein muB. Diese Konstante kann nicht will- 
kiirlich sein; sie muB so gewahlt werden, daB die Differentialgleichung 


A^Y+kY 


Sint? 


.<99?\sin 


^) + ^(Y^sm&)\+kY=0 


eine auf der ganzen Kugelflache stetige Losung, d. h. eine in <p mit 
der Periode 2n periodische und f iir ^ = 0 und ■d'—n noch regulare 
(bei Annaberung an diese Punkte mit einem von (p unabhangigen Grenz- 
wert versehene) Losung besitzt. In Kap. VII, § 5 werden wir sehen, 
daB dieser Forderung nur fiir die Werte + = 0, 1, 2, . . .) 

geniigt werden kann, rmd zwar durch die Kugelfunktionen y„ {■&, <p) 
(vgl. auch §9). Fiir f{r) ergibt sich die Differentialgleichung 

{r^fy — n{n \)f Xr^i = 0 , 

welche als im NuUpunkt regulSlre Ldsungen die Funktionen Sj^Xr) 
— besitzt (vgl. § 5 und§ 10). Der Parameter A ist nunmehr aus 
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der Randbedingung zu bestimmen, z. B. bei der Randbedingung « == 0 
durch die Gleichung ==0, und wir haben,.wenn wir mit 

Xn^^y , . . die Wurzeln dieser Gleichung bezeichnen, Losungen unseres 
Randwertproblems in der Form <?)S„(]/I^r) . DaB wir so 

ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem und daher alle Eigen- 
funktionen und*Eigenwerte unserer Differentialgleichung erhalten, war- 
den wir spater in Kap. VII, § 5 beweisen. 

§ 9, Randwertproblem der Potentialtheorie und 
Eigenf unktionen . 

Das Randwertproblem der Potentialtheorie verlangt die Bestimmung 
einer Funktion u, welche im Innern eines Bereichs G der Differential- 
gleichung Au = 0 geniigt und am Rande vorgeschriebene Werte an- 
nimmt. Dies Problem laBt sich nach §1,2 zuruckfiihren auf die Losung 
der unhomogenen Gleichung Au=.fhei den Randwerten u — 0. Man 
kann die Losung dieser Aufgabe nach der Methode von § 7 stets 
durch Entwicklung nach Eigenfunktionen von 

Av + Xv ^ 0 

aufsuchen, 

Bei geeigneten spezieUen Bereichen G jedoch kann man in anderer. 
einfacherer Weise durch einen ZerspaltungsprozeB und Zuriickfulirung 
auf Eigenfunktionen eines Differentialausdruckes mit weniger unab- 
hangigen Veranderlichen zum Ziele gelangen, wie wir an einigen wich- 
tigen Beispielen sehen wollen. 

1. Kreis, Kugel^ Kugelschale. Wir betrachten zunachst den Fall 
von zwei unabhangigen Veranderlichen x, y und nehmen fiir G den 
Kreis vom Radius 1 um den Nullpunkt. Transformieren wir den Aus- 
druck Au auf Polarkoordinaten r,(p, so haben wir die Randwertauf- 
gabe von 

Y {y “i“ ^<p(p 0 

bei vorgegebenen Randwerten u[\,(p) = f{^) zu losen, wobei /(9^) eine 
mit der Periode 2n periodische stetige und mit stiickweise stetiger 
erster Ableitung versehene Funktion ist. Die Aufsuchung von Lo- 
sungen der homogenen Gleichung — ohne Beriicksichtigung der Rand- 
bedingung — , fiir welche eine Zerspaltung in der Form u = v[y)w[(p) 
moglich ist, fiihrt in der iiblichen Weise sofort auf ein Eigenwertproblem 

w"+ Xw = 0, 

wobei als Randbedingungen die Periodizitatsbedingungen w{0)=w (2 n) , 
w'(0)==w\2n) zu stellen sind. Dieses einfache Eigenwertproblem 
hat die Eigenwerte X = yi^ {n ganzzahlig) und die zugehorigen Eigen- 
funktionen w == anCO$Yi(p b^sm.n(p . Fiir den Faktor ergibt 
sich die Differentialgleichung r (rv')' — — 0, fiir welche 
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und v = r"" linear unabhangige Losungen sind. Wir erhalten also 
partikulare, im Einheitskreis regulare Losungen der urspriinglichen 
Differentialgleichung in der Form 

{anCosfKp 4* bnSmn(p)r^ 

mit willkurlichen Koeffizienten und bn- Diese Losungen konnen 
auch charakterisiert werden als die in x und y ganzen rationalen und 
vom Grade homogenen Losungen der Differentialgleichung Au = 0, 
Durch den SuperpositionsprozeB : 

oo 

u = ^r*^(anCosn(p + bnSinncp) 

0 

kann man auf Grund der Theorie der Fourierschen Reihe die gewiinschte 
Losung des Randwertproblems erhalten, indem man die Koeffizienten 
a, b aus der Reihenentwicklung der vorgeschriebenen Randwerte ent- 
nimmt, (Vgl. Kap. IV, § 2, S. 153-) 

Ganz ^nhch liegen die Verhaltnisse in drei Dimensionen, falls fiir 
G die Einheitskugel + y^ + gewahlt wird. An Stelle der tri- 

gonometrischen Funktionen treten hier die Laplaceschen Kugelfunk- 
tiofien. Wir erhalten namlich durch Transformation der Differential- 
gleichung auf Polarkoordinaten 9 (vgl. S. 195 tind 270) die Gleichung 

Ksin^)^ = 0, 

welche durch den Zerspaltungsansatz u =^v{r) Y 99) auf die Diffe- 
rentialgleichung 

(35) {r^vJ^Xv^O 
fur V fiihrt, deren aUgemeine Losung 

V = 

lautet, wobei und willkurliche Konstanten sind und oc^ Wurzeln 
der quadratischen Gleichungen 

(x{{K + 1) = A 

bedeuten, 

Fiir y erhalten wir das schon in § 8 aufgestellte Eigenwertproblem 
der Differentialgleichung 

(36) A*Y + + (Y^sin^)^] + 2 Y = 0 

wobei der Eigenwert X so bestimmt werden soil, da6 die Differential- 
gleichung eine nicht identisch verschwindende und auf der ganzen 
Kugel zweimal stetig differenzierbare Losung besitzt. 

Um das Verhalten der Funktionen Y, das wir an den Polen der 
Kugel, d. h. bei -j? = 0 und # = jr verlangen wollen, zu erklaren, 
geben wir uns Rechenschaft davon, daB der Ausdruck A gegen 
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Drehungen des Koordinatensystems invariant ist, und erkennen so, 
daB auch der Ansdruck zl* auf der Kngel, d. h. der aus zl fiir r == 1 
hervorgehende Ansdruck, bei Einfnhrung anders orientierter Polar- 
koordinaten, d. h. eines anderen Systems von Langen- und Breiten- 
kreisen, invariant bleiben muB und daB die Besonderheit der Diffe- 
rentialgleichung (36) fur '& 0 und 'd' ^ n nur in der Unsymmetrie 

des Koordinatensystems begriindet liegt. Infolgedessen verlangen wir, 
daB bei Drehung des Koordinatensystems die Pole der Kugel ihre 
Ausnahmestellnng fiir die Funktion Y verlieren, d. h. daB Y als 
Ortsfunktion auf der Kugel liberaU denselben Stetigkeitsbedingungen 
geniigt. 

Zur Bestimmung von Eigenwerten I und zugehorigen Eigenfunk- 
tionen Y gelangt man am einfachsten, wenn man analog zu § 8 nach 
den in x,y,z ganzen rationalen und vom Grade homogenen Losungen 
u = Vn von Au — 0 fragt. Wir werden spater (Kap. VII, § 5) sehen, 
daB es genau 2n-\-\ linear unabh^gige solche Potentiale Grades 
gibt. Indem wir sie nach Einfiihrung der Polarkoordinaten in der Form 
Vn = Y^Yn{&, cp) schreiben, erkennen wir, daB wir in Yn Losungen der 
Differentialgleichung (36) vor uns haben. Der zu den 2^+1 Funk- 
tionen Yn (1?, (p) gehorige Eigenwert berechnet sich zu 

X = n{n + 1 ) . 

DaB wir in den so definierten Funktionen Yn die Gesamtheit der 
Eigenfunktionen unseres Problems vor uns haben, wird sich in Kap. VII, 

§ 5 zeigen. 

Ferner wird sich die VoUstandigkeitseigenschaft bzw. der Entwick- 
limgssatz wie bei den Sturm-Liouvilleschen Funktionen ergeben. In- 
folgedessen konnen wir durch Superposition von Losungen: u=^r^Yn 
eine vorgeschriebenen Werten auf der Kugeloberflache angepaBte Losung 
von Au = 0 finden. 

Man erkennt leicht, daB zugleich mit der Funktion u = r^Yn die 
im Nullpunkt singulare Funktion w = r"(”+^)Yn eine Losung von 

= 0 ist. Man kann infolgedessen durch Superposition von Losungen 
der Gestalt r”Yn und eine Losung von zlw = 0 finden, die 

auf zwei konzentrischen Kugeloberflachen vorgeschriebene Werte be- 
sitzt und in der zwischenliegenden Schale regular ist. 

Fragen wir spezieU nach solchen Kugelfunktionen, welche nur von 
der Poldistanz 'd, nicht aber von der Lange <p abhangen, indem wir 
also Y,,, = 0 setzen, so gelangen wir zur Differentialgleichung 

-i^(r^sin^)^ + AY=0, 

welche durch die Transformation x = cos d' in die Differentialgleichung 
der Legendreschen Polynome libergeht [vgl. (20) Kap. II]. DieLegendre- 
schen Polynome Pn (cos 1?) sind also spezielle Kugelfunktionen. 

Couraut‘Hilbert, Mathematische Physik I. 2 Aufl. 18 
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Zu einer Verallgemeinerung der Kugelfunktionen gelangen wir, 
wenn wir ein beliebiges Gebiet G auf der Kugeloberflache betrachten 
und die Differentialgleichung 

(36) A*y + XY = 0 

durch eine in G regulare Funktion Y{d', <p) zu integrieren suchen, welche 
am Rande von G homogenen Randbedingungen genugt, z. B. verschwin- 
det. Die zu diesem Gebiet gehSrigen Eigenfunktionen Yj, ^21 ■ • • beiBen 
allgemein Kugelflachenfunktionen^. Aus den obigen Rechnungen folgt, 
daB die Funktion r^Y{^, <p) = u{x,y, z) eine im Kegel mit der Grund- 
flache in G mid der Spitze im Kugelmittelpunkt, hochstens abgesehen 
vom NuHpunkt, stetige, der Differentialgleichung Au = 0 geniigende 
Funktion ist, wenn zwischen a und I die Gleicbung 


a(a + f) = ^ 


besteht. 

Die Differentialgleichung F + AY = 0 fiir die Kugelfunktionen 
ist ein spezieller Fall der aUgemeinen Differentialgleichung 


A*Y-^XY 


1 { ^ dy ' dx ^ Sx By ) _j_ y _ q _ 

f^JZrfi\6y ' 


welche zu einer beliebigen krummen Flache mit dem Linienelement 
d$^ = edx^ + Ifdxdy gdy^ gehSrt und deren invarianter Charakter 
im Kap. IV § 8, 2 erwahnt worden ist. Wir konnen diese Differential- 
gleichung auffassen als die Schwingungsgleichung einer „krummen 
Membran", welche auf unserer Flache liegt. Fiir die Kugelflache geht 
sie bei Einfuhrung von Polarkoordinaten in die Gleichung (36) uber. 

2. Zylindrisches Gebiet. Ein weiteres Beispiel bietet ein Zylinder, 
der Tiber dem Gebiet G der x, y-Ebene errichtet und von den Ebenen 
2=0, z — n begrenzt ist. Wir denken uns die Randwerte auf dem 
Mantel als identisch Null gegeben, auf den ebenen Stirnflachen als behebige 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen, die an ihren Randern F 
verschwinden. Nun machen wir fiir die Losung von Au — 0 den An- 
satz u = f{z)v{x,y) und erhalten sofort analog zu friiher fiir / und v 

die Differentialgleichungen j = — tT ” welchen X so bestimmt 
werden muB, daB dazu eine Eigenfunktion v{x,y) existiert, welche auf 
r verschwindet. Ist das voile System der Eigenfunktionen 

mit den Eigenwerten so lehrt der Entwicklungssatz, daB 

00 _ 

wir durch eine Reihe der Form2(a„e^^"*-f furz = 0 

n—l 

und z^Tt die vorgegebenen Randwerte auf den Stirnflachen darstellen 


1 Vgl Thomson, W und Tait, P. G.* Treatise on Natural Philosophy, Bd 1 , 
S 171—218 Cambridge 1886. 
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konnen. Wir haben also in dieser Reihe die Losung unseres Randwert- 
problems, falls diese Reihe gleichmaBig konvergiert und dasselbe auch 
noch gilt, nachdem wir sie ein- und zweimal nach beliebigen der 
Variablen x, y, z differenziert haben. 

3. Das Lam6sche Problem. Der im wesenthchen allgemeinste 
Fall, in welchem man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie durch 
einen ZerspaltungsprozeB auf das Problem der Auffindung von Funk- 
tionen einer einzigen Variablen zuriickfiihren kann, die ihrerseits durch 
ein Eigenwertproblem charakterisiert werden, ist der eines konfokalen 
Rechtflaches, Wir verstehen darunter ein Gebiet, welches begrenzt wird 
von je zwei Stiicken zweier EUipsoide, zweier einschaliger und zweier 
zweischaliger Hyperboloide, die samtlich ein und derselben konfokalen 
Schar 


+ 


+ ■ 


= 1 


angehoren (vgl. Kap. IV, § 8, 3)- sonst explmt behandelten 

Falk der Randwertaufgabe lassen sick ah Spezialfdlle oder Grenzfdlle dieses 
„Lameschen'* Problems auffassen. Fuhren wir in den Bezeichnungen 
von Kap. IV elliptische Koordinaten q = f{u), o = g{v), r — h(w) ein, 
so geht die Potentialgleichung AT =^0 iiber in 

AT= few - ^W\Tuu-^[fM - [/(t^) - g(v)]T^^ __ 

few - h{w)] [f(u) - hiw)] [f{u) - giv)] 

Wir versuchen nun, dieser Gleichung zu geniigen, indem wir den Ansatz 

r = Uiu)V(v)W{w) 


machen; wir konnen dann der Differentialgleichung AT =^0 geniigen, 
wenn wir mit zwei beliebigen Konstanten A, M die drei gewohnhchen 
Differentialgleichungen 

(37) U''+[^f{u)+/x]U==0, 

(38) r'-[Xg{v)+F]V = 0. 

(39) W"+[lh(w) + fMW--0 

befriedigen. Dabei liegen die Variablen u,v,w in verschiedenen Inter- 
vallen, welche durch die Bedingungen 

Qz^f{u)^Q^, Cr2^g(v)^(Jl, T2 ^A(W^Ti 

festgelegt sind, denen Bedingungen 

entsprechen. Unser Rechtflach ist dabei gegeben durch Bedingungen 
der Form ^2 ^ ^ ^ ^ ^2 = ^ ^ = '^2 = ^ • 

Wenn wir statt u,v,w die Koordinaten Q,o,% benutzen und ohne 
Unterscheidung die unabhangige Variable mit s, die abhangige mit Y 
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bezeichnen, so konnen wir die Gleichungen (37), (38), (39) in der gemein- 
samen Form schreiben 


wobei 




g>'{s) dV 
2 ds 


-f- (A-S -j- /i') F — 0 , 


4(s - ej (s - ^ 2 ) (s - £ 3 ) = 95 ( 5 ) 


gesetzt ist. Die LOsungen dieser Gleichung, der sogenannten Lame- 
schen Gleichung, sind Funktionen, welche von der Wahl der Konstan- 
ten A, /i abhangen und sich im allgemeinen nicht auf die elementaren 
transzendenten Funktionen zuruckfiihren lassen. Sie fiihren den Namen 
Lamesche Funktionen und sind Gegenstand vieler Untersuchunpn ge- 
worden, wenngleich man bisher noch verhaltnismaBig wenig Mittel zu 
ihrer numerischen Beherrschung entwickelt hat. Wir begniigen uns 
hier mit der Aufstellung des zugehbrigen Eigenwertproblems. Offen- 
bar kann man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie fur ein kon- 
fokales Rechtflach losen, wenn man sie fur den speziellen Fall beherrscht, 
dafi die vorgegebenen Randwerte auf fiinf von den sechs Seitenflachen 
Null sind. Die Losung des allgemeinen Randwertproblems stellt sich 
dann als Summe von sechs solchen spezieUen Ldsungen dar. Es moge 
nun z. B. T = diejenige Seitenflache sein, fur welche nicht der Rand- 
wert Null vorgeschrieben ist. Dann sehen wir uns veranlaBt, nach solchen 
Lbsungen U. V, W der Lam&chen Gleichungen (37), (38), (39) zu fragen, 
fur welche die Bedingungen U{ui) — U{u^ = l^(t'i) =^^(^ 2 ) = == 0 

bestehen, wahrend fur ^(le/a) keine Bedingung gestellt wird. Das Produkt 


r= U{u)V{v)W{w) 


wird dann eine Losung von AT — 0 sein, die fiir p = g = Qi, a = 

0 = Oi, T = Ti verschwindet. Nun kann, wie sich herausstelleii wird, 
den angegebenen Bedingungen nicht bei beliebiger Wahl der Konstan- 
ten A, fi gemigt werden. Wir steUen vielmehr das Problem, diese Kon- 
stanten so zu wahlen, daB den Forderungen durch geeignete Lamdsche 
Funktionen U, V genugt werden kann; es gibt dann auch immer eine 
zugehbrige Funktion W. Damit haben wir ein neuartiges Eigenwert- 
problem, ein sogenanntes zwetparametriges Eigenwertproblem, vor uns, bei 
d pTTi es sich um die Bestimmung von Paaren zusammengehoriger Eigen- 
werte A,;tt handelt, fur welche die Differentialgleichung (37) eine fiir 
M = Wj imd M = sowie die Differentialgleichung ( 38 ) eine fiir i/ = Ui 
und fiir v — verschwindende Losung besitzt. 

Auch bei diesem Eigenwertproblem bestehen ahnliche Verhalt- 
nisse wie beim gewohnlichen einparametrigen Problem, njLmlich die 
folgenden: Es gibt unendlich viele Paare von Eigenwerten Aj, /ij und zu- 
gehdrige Lbsungen U^, des Eigenwertproblems. Jede in dem Rechteck 
^ 2 ^ ^ V 2 ^v mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
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stetige, am Rande des Rechtecks verschwindende Funktion von m , v ist in 
eine absolut und gleichmdfiig konvergente Reihe der Form 

1 , 5=1 

entwickelbar, wobei reohts iiber alle zu Eigenwertpaaren gehorigen Lame- 
schen Produkte (u) V^\v) zu summieren ist. Diese Lameschen Pro- 
dukte erfullen im iibrigen die Orthogonalitdtsbedingung 

- S (^)] Ui (u) Vi {V) U, {u) V,{v)dvdu = 0, 

Ut Vs 

sobald sie zu verschiedenen Eigenwertpaaren gehdren. 

Zur Losung unserer Randwertaufgabe ordnen wir den Funktionen 
Uf, Vf Funktionen W^{w) zu, die der Gleichung (39) mit X = Xi, /z = 
geniigen und die fur w = Wi verschwinden. (Dafi es ,eine solche Lo- 
sung gibt, ist nach den allgemeinen Existenzsatzen der Differential- 
gleichungstheorie gesichert.) Die Funktionen verschwinden fur 

w = w^ nicht; denn sonst ware T = UVW eine nicht verSchwindende 
Losung von AT — 0 mit den Randwerten Null, was auf Grand elemen- 
tarer Tatsachen der Potentialtheorie unmoglich ist (vgl. Bd. II). 

Die auf w — w^ vorgegebenen Randwerte kdnnen wir dann in der 
Form oo 

^a,W[w,)U{u)V{v) 

t=i 

entwickeln, und die Reihe 

f^a,U{u)V{v)W{w) 

t = l 

liefert die gewiinschte Losung der Randwertaufgabe der Potential- 
theorie fiir unser Rechtflach. Hierbei miissen wir aUerdings beachten, 
da6 den vorgegebenen Oberflachenwerten von T in Anbetracht der 
obigen Formulierung des Entwicklungssatzes noch die Beschrankung 
auferlegt werden mu6, auf alien Kanten des Rechtflaches zu verschwin- 
den. In der Tat aber ist diese Beschrankung nicht nQtig, worauf wir 
jedoch hier nicht eingehen woUen. 

Wir wollen noch zeigen, daJ3 unser zweiparametriges Eigenwertpro- 
blem sich in naturgemafier Weise auf ein einparametriges der uns gelau- 
figen Gestalt zuriickfiihren laBt, aUerdings auf das einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung. BUden wir namlich die Funktion Z (u, v) = U («) V (v ) , 
wobei JJ{u) der Differentialgleichung (37) und F (w) der Differential- 
gleichung (38) geniigt, so erhalten wir aus diesen beiden Gleichungen, 
wenn wir die erste mit V, die zweite mit U multiplizieren und dann 
addieren, die partielle Differentialgleichung 

(40) Z'„„ + -f- A [/(«)- g (»)] Z = 0 


UlVi 


I /[/M 
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fiir die Funktion Z [u, v) . Der Eigenwert k == und die zugehorige 
Eigenfunktion Z, Ui{u)V^{v) losen das Eigenwertproblem dieser 
Differentialgleichung fiir das Rechteck G: V 2 ^v ^Vi bei 

der Randbedingung Z = 0: (Wir batten ubrigens diese Differential- 
gleichnng auch ans AT = 0 durch den Ansatz T = Z(u,v)W (w) er- 
halten konnen.) DieDifferentialgleichnng (40) bat die Form AZ~^kgZ — 0, 
wobei die Funktion q ^ f{u) — g{v) im ganzen Rechteck G positiv 
ist; wir haben daber bier ein Eigenwertproblem mit dem einen Para- 
meter k ganz im friiheren Sinne vor uns, fiir welches die Fragen der 
Existenz der Eigenfunktionen und des Entwicklungssatzes sicb voll- 
kommen in das uns gelaufige Schema einordnen. Indem wir die Be- 
antwortung dieser Fragen vorwegnehmen^, konnen wir also die Existenz 
unendhcb vieler Eigenwerte k^, k^. "und zugehoriger am Rande 
verschwindender Eigenfunktionen Zi, Z^, • • • fhr das Rechteck G be- 
haupten, nach welchen man willkiirliche Funktionen im oben gekenn- 
zeichneten Rahmen entwickeln kann. Alles, was zu zeigen bleibt, 
ist, daB wirklich samtliche Eigenfunktionen Lam^sche Produkte 
U(u)V{v) Oder hochstens Suinmen endlich vieler zum selben Eigen- 
wert k gehoriger Lam&cher Produkte sind. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir das vollstandige System der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen von (40) mit ki, k^, • • • bzw. Zj, Z^) • • • 
Ist 4 ein Eigenwert, so betrachten wir nunmehr das Eigenwertproblem 
der gewohnlichen Differentialgleichung 

S+[hf{u) + fi]X=0 

ebenfalls fiir die Randbedingung X = 0 hei und = Wg - Wir 

bezeichnen die zugehdrigen unendlich vielen Eigenwerte und nor- 
mierten Eigenfunktionen mit • • • hzv7, X-^, * Nach diesen 

konnen wir eine fiir u ^ und u — verschwindende, im Intervalle 
mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, 
sonst willkiirliche Funktion entwickeln. Insbesondere gilt diese Ent- 
wickelbarkeit fiir die noch von v als Parameter abhangende Funktion 
Z(u,v); wir schreiben die Entwicklung in der Form 

Z{Kv)^ZYn{v)XAu). 

n=l 

wobei 

Ml 

=jZ{u, V) Xn[u) du 

Uz 

gesetzt ist. Differenzieren wir zweimal nach v und formen wir 
durch partielle Integration um, so ergibt sich 


^ Siehe §§ 14 und 15- 
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Ui 

^=fz,,{u.v)X„(u)du 

Ui 

= j i-^uu- hUM — g{v)]Z)Xndu 

Ui 

= A(- S'” - 

Ui 

= (Ai«+ 4g’(5^))Y'n. 

d. h. die Funktion Y„ ist Eigenfunktion der Differentialgleichung (38) 
fiir das Gebiet und die gegebene Randbedingung; mit 

anderen Worten, das Wertepaar Aj, fi„ mit den zugehSrigen Funktionen 
X„{u), Y„(v) ist eine Losung unseres zweiparametrigen Eigenwertpro- 
blems — sofem nicht die betreffende Funktion Y„(v) identisch ver- 
schwindet. Nun ist aber den Ausgangsbetrachtungen zufolge das Pro- 
dukt X„Y„ eine zum Eigenwert Aj gehorige Eigenfunktion von (40), 
und jeder Eigenwert dieser Differentialgleichung kann zufolge der all- 
gemeinen (erst im nachsten Kapitel zu begriindenden) Theorie nur 
eine endliche Vielfacbbeit haben. Somit kann unter den Funktionen 
X^Yn der beiden Variablen u und v nur eine endliche Anzahl k linear 
unabhangiger vorkommen. AuBerdem diirfen wir annehmen, daB' keine 
der Funktionen und y„ identisch verschwindet; denn sonst kSnnen 
wir das betreffende Glied einfach weglassen. Zwischen je A: + -1 Pro- 
dukten besteht dann eine lineare Beziehung 

i+l 

2:c,x,^Y„,= 0. 

Erteilen wir hierin den Variablen v einen Wert, fiir den alle Yn, 
von Null verschieden sind, so erhalten wir eine lineare Gleichung 
zwischen den Xnv- Da- aber zu verschiedenen Eigenwerten gehorige 
Eigenfunktionen linear xinabhangig sind, kQnnen in der Darstellung 
Z=XX„Y„ iiberhaupt nur endlich viele Glieder auftreten, wie wir 
zeigen wollten. 

Nun konnen wir eine mit den obengenannten Beschrankungen will- 
kiirliche Funktion nach den Eigenfunktionen Zj entwickeln und erhalten 
damit das Ergebnis: Jede im Rechteck u^-^u^u-y, mit 

ihren Ahleitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, am Rande ver- 
schwindende Funktion laBt sich in eine Reihe Lamescher Produkte ent- 
wickeln. 



280 ^ Schwingnngs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Pliysik. 


§ 10. Probleme vom Sturm-Liouvilleschen Typus. — 
Singulare Randpunkte. 

Bei denZerspaltungsprozessen, welche auf Eigenwertprobleme fiihren, 
ergeben sich haufig Eigenwertdifferentialgleichungen vom Sturm-Lion- 
villeschen Typus, d. h. von der Form 

[fuy — qu + == 0, 

jedoch gegenuber den im § 3 behandelten Fallen mit dem wesentlichen 
Unterschiede, dafi in Endpunkten des Grundgebietes Singularitaten der 
Differentialgleichung auftreten, z. B. Verschwinden von p (0) . Fiir diese 
singularen Stellen ergeben sich dabei aus der Natur der Aufgabe Be- 
dingungen, wie Stetigkeit oder Endlichbleiben der Losung oder Unend- 
lichwerden von nicht hoherer als einer vorgeschriebenen Ordnung, und 
ixbernehmen dort die RoUe der homogenen Randbedingung. 

1. Besselsche Funktionen. Ein Beispiel liefert die schon in § 5, 5 
behandelte Besselsche Differentialgleichung 

(41) [xuy w 4* = 0 , 

die sich bei den verschiedensten Fragen der mathematischen Physik 
ergibt. Bei ihr ist nicht mehr die in §3,3 gemachte Voraussetzung 
erfiiUt, da6 ^ > 0 im ganzen Grundgebiet \ ist, vielmehr gilt 

^ (0) = 0 . Die Stelle = 0 ist im Sinne der allgemeinen Theorie der 
linearen Differentialgleichungen ein singuldrer Punkt der Besselschen 
Differentialgleichung, und es stellt cine besondere Randbedingung fur die 
Ldsung dar, wenn wir Endlichbleiben in diesem Punkte verlangen. Die 
Randbedingungen unseres Sturm-Liouvilleschen Problems lauten hier; 
Endlichbleiben fur = 0 und z. B. Verschwinden fiir ^ = 1 . Die Eigen- 
funktionen sind Besselsche Funktionen wobei 1 als 

Wurzel einer transzendenten Gleichung durch die Randbedingung bei 
A? = 1 zu bestimmen ist. 

Wenn wir statt der Besselschen Funktionen u ^ Jn die zu~ 
gehdrigen Orthogonalfunktionen = betrachten wollen, so 

konnen wir sie durch. die Differentialgleichung 

(42) + 

charakterisieren, welche sich ohne weiteres aus der Besselschen ergibt. 
(Es handelt sich hier um ein Beispiel zu der auf S. 250 allgemein aus- 

gefuhrten Transformation.) Fur die Funktion f ergibt 

sich die Differentialgleichung 

(43) O'- {n^ -'i)^ + kxH==0. 

2. Legendresche Funktionen beliebiger Ordnung, Ein Problem 
ahnlicher Art bietet die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung 

(44) [(1 -;r2)M7+2M = 0 
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mit den Randbedingungen : u bleibt endlich fiir x =: land x = —i , 

die beiden singularen Stellen der Differentialgleichung. Das Grund- 
gebiet ist Aus Kap. II, § 8 wissen wir, daB die Werte 

2 = + Eigenwerte und die Legendreschen Funktionen Pn{^) 

Eigenfunktionen sind. 

Wir konnen leicht zeigen, daB die Legendreschen Polynome die einzigen 
Losungen dieses Eigenwerf problems sind. Den Beweis entnimmt man z. B. 
ohne weiteres aus der schon aus Kap. II, § 8 bekannten Tatsache, daB die 
Legendreschen Funktionen ein vollstandiges orthogonales Funktionen- 
system bilden. Unabhangig davon geben wir den folgenden direkten Be- 
weis. Wir beach ten, daB zugleich mit u=^f[x) auch die Funktion 
der obigen Differentialgleichung geniigt und daB also dasselbe von den 
Funktionen f{x) +f[—x) und f[x) — gilt, von denen die eine 

gerade, die andere ungerade ist undwenigstens eine nicht identisch ver- 
schwindet, da u als nicht identisch Null vorausgesetzt war. Wir brauchen 
also nur zu zeigen, daB jede gerade und jede ungerade Losung u von (44), 
welche fiir — 1 ^ 1 stetig ist, ein Legendresches Polynom ist und 

dabei A eine Zahl der Form n[n sein muB. Setzen wir u in Form 


einer Potenzreihe an: u ^ , so liefert (44) sofort die Rekursions- 

formel 


(45) 


_ {v-i)(v-^ 2) - X 


1st u gerade, so sind alle mit ungeradem v NuU; ist ungerade, so gilt 
dasselbe fiir mit geradem v. Aus (45) folgt im Falle v — 2h'>0 sofort 


(46) 


^ 1 

f. . . V .1 


_ 1 

(v-l)(v-2)J 

(y— 3 ) (y— 4), 


(v—2h-{-i){v—‘2h) 




wenn v —2h gesetzt wird. Unsere Reihe fiir u bricht dann und 
nur dann ab, wenn A die Form n{n-{-\) hat; u stellt dann, wie man 
sofort sieht, das n*® Legendresche Polynom dar. Fiir aUe anderen 
Werte von A erhalten wir eine unendliche Potenzreihe, die nach ele- 
mentaren Regeln fiir | | < 1 konvergiert. Wir wahlen k fest und so 
groB, daB alle Faktoren des obigen Produktes positiv sind (ak darf als 
positiv angenommen werden). Da bei wachsendem v, das mit eckigen 
Klammem geschriebene Produkt rechts in (46) nach bekannten Satzen 

gegen einen positiven Grenzwert strebt, so gilt fiir ^' > A sicher » 

wo c eine positive Konstante ist. Daher wird absolut genommen 

n—k 

beliebig groB, wenn | x | hinreichend nahe an 1 liegt und v geniigend 
groB gewahlt wird. Hieraus aber folgt, daB lim \ u{x)\ — 00 wird, daB 
also A kein Eigenwert sein kann^. 


1 VgL zur obigen tlberlegung, die nbngens eng mit dem Raabeschen bzw. 
GauBschen Konvergenzkriteriiim zusammenh^ngt, Kneser, A : Zur Theorie der 
Legendreschen Polynome. TOhokii math. Journ. Bd. 5» S. 1 — 7 . 1914. 
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Aus der Differ entialgleichung der Legendreschen Polynome kdnnen 
wir durch einen Gedanken von weiter tragender Allgeineinheit leicht 
andere Klassen von orthogonalen Eigenfunktionssystemen ableiten. 
Wenn "wir namlich die Gleichung (44) nach x differenzieren, so erhalten 
wir eine Differentialgleichung fiir die Fnnktion u'(x), und genau wie 
oben folgt, daB nur fiir X=n{n + i) eine an beiden Endpunkten des 
Intervalles regular e Lbsung, namlich P^{x), existiert. Die so fiir 
Pn(x) entstehende Gleichung ist noch nicht sich selbst adjungiert. 
Wir machen sie zu einer sich selbst adjungierten, indem wir die Funk- 
tion P' (x) yr— als Unbekannte einfiihren. Dann lautet die 

[(1 - «=) /J- ' + = 0; 


die zugehorigen Eigenwerte sind n{n + i) = 

den Eigenfnnktionen p, 

Die Funktionea htiQen zugeordneie Legendresche Funkiionen 

erster Ordnung. (Die Funktionen P„{x) = P»,o(^) werden wir gelegent- 
lich als Legendresche Funktionen nuUter Ordnung bezeichnen.) Die 
Legendreschen Funktionen P»,i geniigen der OrthogonalitMsrelation 


/ P«,i Pm,i = 0 fiir n^m. 

-1 

Ebenso erhalten wir allgemein durch A-malige Differentiation von (44) 
fur die Funktion 

yi — ^ Pn,h{^) 


die Differentialgleichung 

(47) [{l-x^)/]'-^, + Xz = Q 


mit den Eigenwerten X ^ n{n + \) (^ = /i, A + 1, . . .) und den zuge- 
horigen Eigenfnnktionen Pn^hix), welche ebenfaUs zueinander orthogonal 
sind und Legendresche FunkHonen Ordnung heiBen. Ihre Normierung 
geschieht mit Hilfe der leicht zu bestatigenden Gleichung 


1 




2 {n k) I 
2n i (n -- h)i * 


DaB wir hiermit alle Eigenwerte und Eigenfnnktionen von (47) er- 
halten, zeigt man ebenso wie bei den Legendreschen Polynomen. 

3. Jacobische und Tschebyscheffsche Polynome. Eine Verall- 
gemeinerung der Legendreschen Polynome bilden die Jacobischen Po- 
lynome aus Kap. II, § 9, deren Differentialgleichung wir in der folgenden 
ebenfalls Sturm-Liouvilleschen Form schreiben konnen; 


[(1 — xy(i + xyx{i — x)u'y+ 7(i — xY{\ + ^)®w = o . 
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Zum Jacobischen Polynom gehort der Eigenwert X ^ n[p + n) bei 
den Randbedingungen: Endlichbleiben fur == ±1- DaB es andere 
Losungen dieses Eigenwertproblems als die Jacobischen Polynome nicht 
gibt, folgt ebenso wie oben auf beiden Wegen. 

Ein weiteres Beispiel bieten die Tschebyscheffschen Polynome, welche„ 
zu der Sturm-Liouviileschen Differentialgleichung 

+ --A=u = 0 

gehoren, ebenfalls unter den Randbedingungen der Regularitat bei 
^ • Der zum Tschebyscheffschen Polynom T^{x) gehorige Eigen- 

wert ist X = n^, und ebenso wie oben sind damit alle Eigenwerte und 
Eigenfunktionen erschopft. 

4. Hermitesche und Laguerresche Polynome. Ahnlich sind die 
Polynome u = (x) von Hermite bzw. die zugehorigen Hermiteschen 

Orthogonalfunktionen 2 als die Losungen der folgenden Eigen- 

wertprobleme (vgl. Kap. II, § 9, 4) charakterisiert : 

( 48 ) {e-^^u'Y+Xe-^'u^^O 

bzw. 

( 49 ) v" — x^)v + Xv == 0 

mit den Eigenwerten A=:0,2,4,6,... Das Grundgebiet ist die ganze 
Gerade — oo<^<+oo, und die Randbedingung zu (48) verlangt, 
daB die Eigenfunktion u fiir ^ = ^^00 nur wie eine endhche Potenz 
von X unendlich werden darf. DaB auBer diesen Polynomen das Her- 
mitesche Eigenwertproblem keine anderen Losungen besitzt, kann man 
folgendermaBen zeigen: Wir schreiben die Differentialgleichung (48) 
in der Form u" --2xu' ■\-Xu — Q und setzen fur u eine Potenzreihe 

cso 

W an. Wie oben bei der Differentialgleichung (44) konnen wir 

annehmen, daB u eine gerade oder eine ungerade Funktion ist, daB also 
in der Potenzreihe nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x vor- 
kommen. Die Differentialgleichung liefert fiir die nicht verschwinden- 

den Koeffizienten die Rekutsionsformel ' woraus 

zunachst folgt, daB unsere Reihe entweder abbricht wenn namlich 
X^2n eine gerade ganze nichtnegative Zahl ist — und dann eben das 
Hermitesche Polynom liefert oder daB sie unendlich viele nicht 
verschwindende Koeffizienten hat und fiir alle Werte von a; konvergiert. 
Sobald 2n — X positiv ist, haben alle auftretenden Koeffizienten das- 
selbe Vorzeichen. Da nun im zweiten Falle Glieder a>f^x^ mit beliebig 
groBem n auf tret en, welche jede gegebene Potenz von x bei hinreichend 
groBem x uberwiegen, so kann u keine Eigenfunktion unseres Problems 
sein. Hiermit sind die Hermiteschen Polynome als die einzigen Lo- 
sungen des Eigenwertproblems nachgewiesen. 
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Die Laguerreschen Polynome wollen wir im Hinblick auf eine spat ere 
Anwendung (S. 295) etwas eingehender behandeln. Hier ist das Grund- 
gebiet die positive reelle Achse 0^x<.oo, und die Eigenwertgleichung, 
welcher die Laguerreschen Polynome u = Ly^{x) fur den Eigenwert 
X=zn {n ganzzahlig positiv) genugen, lautet nach Kap. II, § 9 

(50) xu''+ (1 — x)u' + Xu = 0 
Oder in selbstadjungierter Form 

[xe^’^uy Xe~^u = 0 , 

wobei wir als Randbedingungen fordern: Endlichbleiben fur x = 0 und 
Unendlichwerden nicht hdher als eine positive Potenz von x fur x->oo. 
Flit die zugehdrigen Orthogonalfunktionen 

findet man die Sturm-Liouvillesche Eigenwertgleichung 

[xv')'+{^ -y-\-lv = Q, 

wobei Regularitat fur = 0 als Randbedingung verlangt wird. Endlich 
merken wir an, dafi die spater (S. 295) auftretenden Funktionen 

c -i 
W ^ Sn=^ X ^ a)n 

der selbstadjungierten Eigenwertgleichung 

[x^wy -- — ^ — -w 4* Xxw = 0 

geniigen, wobei Verschwinden fur verlangt wird. Die entsprechen- 
den Eigenwerte sind stets die positiven ganzen Zahlen X = n. 

Wie bei den Legendreschen Funktionen in Nr. 2 gelangen wir auch 
hier durch Differentiationsprozesse und Multiplikation mit geeigneten 
Faktoren zu Laguerreschen Funktionen hoherer Ordnung, die ahnlichen 
Differentialgleichungen genugen. Zunachst folgt aus (50) durch w-malige 
Differentiation, daC die Funktionen 

die Differentialgleichung 

(51) xu'^-{- [m + \ — x)u' [X — m)u=^Q 

befriedigen, welche in folgender selbstadjungierter Gestalt geschrieben 
werden kann: 

— m)u = 0 . 

Die zugehorigen Orthogonalfunktionen 

m X 

V = (o’;i = x^e~'^L”‘ 
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befriedigen die Sturm-Liouvillesche Eigenwertgleichung 

(51a) + 

und die Funktionen 

W = X'~^0)n 

die Eigenwertgleichung 

.0 4- 2(w — 1);r H- - 1 . 

{x^W ) ^ W + Ixw = 0 

fiir die entsprechenden Eigenwerte 2 = n, wo n eine ganze Zahl^ w ist 
und die Randbedingungen sich nach dem Obigen von selbst verstehen. 

Um zu zeigen, daB unsere Differentialgleichungen keine anderen 
Eigenwerte und Eigenfunktionen haben, gehen wir mit einem Potenz- 

oo 

reihenansatz in (51) ein und finden sofort fiir die Koeffi- 

0 

zienten durch Rekursion 

^0 {m — 1) ,,, {m — I -{• V — \ ) 

vl (w + 1) . . . (m + 

Wir erkennen, daB bei beliebig gegebenem I die Koeffizienten dieser 
Reihe von einem bestimmten v ab ein festes Vorzeichen haben und 
daB die Reihe fur alle Werte von x konvergiert, also wirklich eine ftir 
0 < ^ < cxD regulare Losung von (51) darsteUt. Fur ganzzahliges posi- 
tives X = n mit n> m bricht die Reihe ab, stellt also ein Polynom dar. 
Fur jedes andere X gewinnen wir leicht eine Abschatzung der Form 


wo c eine geeignete Konstante und r ebenfalls ein geeigneter positiv 
ganzzahliger Exponent ist. Hieraus aber folgt, daB unsere Losung fiir 

oo gegen Unendlich strebt, und zwar mindestens so stark wie ^jx^, 
Somit kann sie keine Eigenfunktion unseres Problems sein, und der 
Beweis ist gefuhrt. 

§ 11. Uber das asymptotische Verhalten der Losungen 
Sturm-Liouvillescher Differentialgleichungen. 

Die spezielle Gestalt der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichungen 
gestattet unter aUgemeinen Voraussetzungen liber die Koeffizienten 
Aussagen liber das Verhalten samtlicher Losungen abzuleiten, sei es 
bei wachsendem Parameter, sei es bei unendlich anwachsender unab- 
hangiger Veranderlicher. 

1. Beschranktheit bei unendlich anwachsender unabhdngiger 
Variabler. Denken wir uns die Differentialgleichung gemaB S. 251, 
Formel (19a) in die Gestalt u" + fx[x)u^Q gesetzt und setzen wir 
voraus, daB {%) fiir x-^oo einen positiven Grenzwert hat, den wir 
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ohne Beschrankung der Allgemeinheit gleich 1 annehmea diirfen, so 
kSnnen wir mit /^ = i + ^ unserer Betrachtung die Differentialgleichung 

( 52 ) u''+ u+ — 0 

zugrunde legen. Wir woUen die Annahme Q->0 darch die scharfere 
Annahme 

(53) lel<7. \ 8 '\<^ 

ersetzen, wo «■ eine positive Konstante ist. Unter dieser Voraussetzung 
behaupten wir, daS jede Losung der Differentialgleichung (52) fiir 
x-*oo beschrankt ist — ein Verhalten, das naan erwarten kann, wed 
die fiir groBe x benachbarte Differentialgleichung u" + u = 0 nur 
beschrankte Losimgen besitzt. 

Zum Beweise multiplizieren wir (52) mit integrieren von einer 
nachher passend zu fixierenden positiven Zahl a bis x und erhalten 

a? » XX 

( 54 ) = --2jQUu'dx = —’QU^ +jQ'u^dx, 

a a a a a 

Man folgert hieraus sofort 

X 

# ^x) ^ «'2 (^x) -f- ^x) ^ C (fl) + I p (jc) I (x) + j I p'l dx , 

a 

wobei C{a) ein nur von der unteren Grenze a abhangiger Ausdruck ist. 
Verstehen wir unter M = lf(z) den groBten Wert der Funktion «(f) im 
Intervall der etwa an der Stelle | angenommen werde, so 

folgt aus dieser Ungleichung und (53) 

tind somit / 

W^len wir nun a '^2 ex, so ergibt sick fiir unmittelbar die von 
X unabhangige Sebranke 2C(a), und unsere Behauptung ist bewiesen. 

2. Verscharfung des Resultates. (Besselsche Funktionen.) Wenn 
wir bei der Differentialgleichung w + = 0 die gegen Nr. 1 

verscharfte Voraussetzung machen, daB g {%) von hoherer als erster 
Ordnung im Unendlichen verschwindet, daB z. B.^ 

(55) e(*)=0(^) 

wird, so zieht die verscharfte Dbereinstimmung der Differentialgleichung 
mit u = 0 nicht nur die Beschranktheit der Losungen, sondern 

1 Wir beautzen hier die liblicbe Bezeicbnungsweise, nach der unter 0{f{x)) 
eine Funktion g{x) verstanden "wird, fUr die der Quotient \g[^)lf[x)\ bei wach- 
sendem Argument beschrSlnkt bleibt. 
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ihre asymptotische tTbereinstimmung nlit den trigonometrischen Funk- 
tionen nach sich. 

Setzen wir 

== oc sin + 6) , oc cos(:^ + b) , 

wo (x{%) und b[^ zu bestimmende Funktionen von x mit den Ablei- 
tungen oC nnd b’ sind (a kann iibrigens nirgends verschwinden, weil 
sonst u und w' an einer Stelle gleichzeitig nnd daher wegen der Diffe- 
rentialgleichung (52) u identisch verschwinden wiirde), so konnen wir 
und u' auf zweierlei Weise berechnen. Wir erhalten 


(X'cos{x + <5) — 1) sin(A; + 5) = — (l + q) (xsin(:3k; + <5) , 


tg{x + b) 


u' ~ oc cos (a; + <5) = oif sin (a: + {b' + i) cos (x + b) , 

tg{x+ a)= 


(5^ 

( 57 ) 


b' ^ Q sin^ (^ + <5) , 

Oi ■” tg(A?-f ()) 


= Q sin [x + 5) cos (a: + ^) • 


Hiernach haben a nnd b fur a; ->00 je einen bestimmten Grenz- 

wert. Es ist namlich <5 (a;) b{P) —j b' lassen wir p iiber alle 

% 

Grenzen wachsen, so konvergiert wegen (55) und (56) das Integral 
rechts, da der Integrand wie ijx^ verschwindet. Also existiert 
limb ip) = boot tind die obige Darstellung zeigt auBerdem, daB 

= (5;»+ 0 ( 1 ) 

Oi' d 

ist. Entsprechend ergibt sich aus der Formel (57) fur — = j- log a die 
Beziehung 

Ci{x) = aoo(l + 


in der iibrigens ^oo 4= 0 ist. Damit haben wir fiir jede Losung u unserer 
Differentialgleichung die asymptotische Darstellung 

w = sin(A; + ^) = (KooSin{x + boo) + • 

Dieses Resultat findet ohne weiteres Anwendnng anf die Differential- 
gleichung 
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deren Losungen nach S. 280 mit den Losungen der Besselschen 
Differentialgleichung durch die Gleichungen 


u 


= Vm ix 


zusammenhangen. 

Fiir diese Losungen y^iix) der Besselschen Differentialgleichung 
gelten also stets asymptotische Formeln der Gestalt 


y„(*) = ~sin(a; + (5oo) + 0 


Die Werte «« und fur die Besselsche Funktion J^[x) werden 
•wir spater in Kap. VII, § 6, 2 durch andere Betrachtungen bestimmen; 
es wird sich ergeben 

1 /2 o mn TV 

<5oo = — 

3. Beschranktheit bei wachsendem Parameter. Mit ahnlichen 
Gberlegungen wie in Nr. i konnen wir den Satz beweisen: Die Losungen 
der Sturm- Liouvilleschen Gleichung {mit stetigem r) 

(58) u^^ — • y w + = 0 

fiir das Intervall mit der Normierungsbedingung 

1 

ju^dx ^ i 
0 

und den Randbedingungen u{0) =^(1) = 0 bleiben, absolut genommen, 
unterhalb einer von X und x unahhdngigen Schranke, 

Zum Beweise multipliziert man wieder die Differentialgleichung mit 
w', integriert von 0 bis x und erhalt 


(59) 


u^'^ix) + Xu^{x) — 2 jruu' dx = u'^{0) + Xu^{0 ) . 


Um die rechte Seite auszuwerten, integrieren wir diese Gleichung 
zwischen den Grenzen 0 und 1 und erhalten 

1 1 ^ 

(60) u'^ (0) + ^u^ {0) = dx + X — 2j d^j ruu'dx , 

0 0 0 

Setzen wir diesen Wert in (59) ein und schatzen die auftretenden Inte- 
grale nach der Schwarzschen Ungleichung ab, so ergibt sich 


(6l) Xu^^u'^ + Xu^:^X fu'^dx + l^u'^dxffu^dx, 

0 0 0 

wo Cj eine positive, nicht von x und nicht von X abhangige Konstante 
bedeutet. Aus der Gleichung 

1 1 

j u'^dx + j dx = X, 
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die wir in bekannter Weise nach Multiplikation von (58) mit u aus 
der Greenschen Umformung erhalten, ergibt sich 
1 1 
J u'^dx^X + C^j dx 
0 0 
und somit durch Einsetzen in (61) 

ku^{x) ^ 2 A 4 - Cgl/I + C 4 , 


wo Cg, Cj, 
Mithin ist 


C4 wieder von x und X unabhangige positive Zahlen sind. 


[x) ; 






womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daB unser Resultat und unser Beweis- 
prinzip auch dann bestehen bleibt, wenn die Losungen unserer Diffe- 
rentialgleichungen nicht mehr durch Randbedingungen eingeschrankt 
werden. Ausdriicklich aber weisen wir darauf bin, daB bei mehr un- 
abhangigen Veranderlichen ein analoges Resultat nicht mehr gilt^. 

4. Asymptotische Darstellung der Losungen. 0ber die Be- 
schranktheit hinaus beweisen wir zunachst den folgenden Satz: Zu 
jeder im Intervall normierten Losung von = 0 

mit ^ > 0 gibt es eine Losung v von v" + Xv = 0, so daB 

»-. + o(i) 

ist. Diese Formel gibt also fur groBe Werte von X eine asymptotische 

Darstellung der Ldsungen u durch die trigonometrischen Funktionen v, 

Zum Beweise betrachten wir diejenige Losung von + Xv = 0, fiir 

welche w(0) == 7^(0), u\0) = t;'( 0) wird; dann geniigt u — v = w der 

G'leichung // . a 

w + Xw = ru , 


Multiplizieren wir diese mit 2w' und integrieren von 0 bis so erhalten 
wir wegen le'(O) = «;'(0) == 0 ^ 

(62) [x) -j- Xw^ {x) ^ ruw' dx . 

0 

Verstehen wir unter M den groBten Wert von \w{x)\, unter M' den 
groBten Wert von \w'{x)\, im Intervall O^x^i, so folgt aus (62) 
durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf die rechte Seite 
mit Riicksicht auf X> 0 die Ungleichung 



^ Em einfaches Gegenbeispiel liefern die normierten Eigenfunktionen 

y2 

— :/o(^o,OT^) ^ — der Differentialgleichnng Au + Xu = 0 , die 

yo(^o,m) 

auf dem Rande des Einheitskreises verschwinden. (Vgl. W. Sternberg: tJber 
die asymptotische Integration partieller Differentialgleichungen II. Math. Ann. 
Bd 86, insbesondere S. 292—295). 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I 2. Aufl. 
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WO C eine positive, nicht von. X und x abhangige Konstante ist, also 
folgt wegen (62) 


und somit 



wie behauptet wurde. 

5- Asymptotische Darstellung der Sturm-Liouvilleschen Eigen- 
funktionen. Fiir den FaU, daB es sich nicht um beUebige Ldsmgender 
Differentialgleichung [p^'Y — (ju-\-Xu = 0, sondern um Eigenfunk- 
tionen, etwa fiir das IntervaE mit den Randbedingungen 

m(o) = m( 7 i) =0, handelt, wollen wir das Problem der as3nnptotischen 
DarsteEung ein wenig anders steEen. Dazu denken wir uns zundchst 
die Differentialgleichung durch die auf S. 250 angegebene Transforma- 
tion (20 a) in die Gestalt 
(63) 2"- rz-YXz = 0 

gesetzt, wo die neue unabhangige Veranderhche i im IntervaE 0 ^ ^ I 

lauft und r eine in diesem IntervaE stetige Fimktion bedeutet. Wir 
wollen nun die zum Eigenwert X„ gehorige Eigenfunktion 2„ yon 
(63) vergleichen mit der entsprechenden Eigenfunktion der Diffe- 
rentialgleichung v" + Xv = 0. 

Als bequemes HiEsmittel benutzen wir die Tatsache, dafi durch die 
DarsteEung — einer „Volterraschen Integrdgleichung" fur 2 — 


(64) 


zii) 


«sin 


xafXt •{-^jr{x)z (r) sin /I (( — t) dr 


mit beliebigem (konstanten) a diejenigen Losungen von (63) g^eben 
werden, die fiir # = 0 verschwinden, wie man ohne weiteres aus S. 243, 
Formel (10) entnimmt. wenn man dort fiir Nt die Funktion rz einsetzt. 

Da z(i) nach Nr. 3 fiir aEe X beschrankt bleibt, folgt aus (64) sofort 
die Beschranktheit von a *. Daraus ergibt sich fiir a aus (64) und der 

i 

Normierungsbedingung Jz^ dt~\ die genaue Abschatzung 
0 


+ 




und die daraus folgende 
z{t) - 




* Die Beschranktheit von z(i) Idfit sich iibrigens anch aus der Integral - 
darstellung (64) leicht direkt nachweisen. 
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Da der Eigenwert der Differentialgleichung mit wachsendem n 
ins Unendliche strebt (vgl. Kap. VI, § 2, 2), so erhalten wir hieraus fiir 
die Eigenfunktion Zn{t) sofort die asymptotische Darstellung 

= ]/ysinyi^i + j/==<5('l) • 

Nun gilt fiir 2,^ die asymptotische Abschatzung (vgl. Kap. VI, § 2, 3) 

A, = + 0(1). 

Es ist somit = -n y daher 

sin]/ ^ = sin^ y ^ + 0 . 

Danach ergibt sich fiir die normierten Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung ; 2 :"— rz Xz = 0 die asymptotische Darstellung 

(65) z^it) = |/y sin« Ji! + . 

Entsprechend findet man nach Differentiation der Integralgleichung (64) 
die Formel 

(66) <,(<) =«y|/yCOSWji + 0(1). 


Fiir die ursprungliche Differentialgleichung druckt sich das Resultat in 
den Beziehungen aus: 


(67) 


iC 



u^{%) = c„ j— 

ipe 



wobei der Normierungsfaktor Cn festgelegt ist durch 




(”?M 


dx 


iFQ 


■ dx 


und worin 

ist. Entsprechend wird 
(68) <(jk) = c„^ 


jr 

■fy 


re 


dx 


cos 

n7t 0 


(”?M 


dx 


ypi 


]/j + 0{l). 
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In genan derselben Weise erh^t man bei den allgemeineren homo- 
genen Randbedingungen die asymptotischen Ausdriicke fur die Eigen- 
funktionen und deren Ableitungen. Es ergeben sich die Ausdriicke 

( 69 ) (i) = |/y cos w y i + 0 (r) 

bzw, _ 

(70) 4{^) = — ^|/jsinMj^ + 0(1), 


die allgemein gelten, solange in der Randbedingung z’{0) — hz{0) = 0 
der Koeffizient h endlich bleibt. 

Ausunserer Volterraschen Integralgleichung ( 64 ) kOnnen wir nebenbei 
bemerkt sogar zu sehr viel genaueren Darstellungen der Eigenfunktionen 
bzw. ihrer Ableitimgen gelangen, entsprechend dem schon in Kap. Ill her- 
vorgehobenen Umstand, dafi die Neumatinsche Reike einer solchen Vol- 
terraschen Integralgleichung bestandig konvergierth Ohne auf die all- 
gemeine Theorie zuriickgreifen zu nnissen, erhalten wir unmittelbar, 
indem wir in (64) fur a den Wert 1 nehmen und damit auf die Nor- 
mierung verzichten, sodann unter dem Integralzeichen rechts fiir z(t) 
wieder den durch die Integralgleichung gegebenen Wert einsetzen und 
dies Verfahren wiederholen, mit der Abkiirzung t)(i) = sin]/Ii die 
Formel 


(71) 


Z 

z(f) = v(t) 4- ~jdrj_v(ri)r(ri)sm.il(t - t^) 

0 

t n 

-f ^ldTildt^v(ri)rirj)r(xs)shiiJ{t — t^) sinl/I (ti — t^) 


0 0 

t Ti r* 


4 - ~ jdt^ jdt^jdr^v (T 3 ) r (tj) r (r*) r (tj) sin yT (< — Tjl) 

sinyi(ri — Tg)sin/X{T2 — tj) 


000 


4-' 


t Tn-l 


+ :^jdz^...j iT„z(r„) r(Ti) . . . r (t„) sin)/! (t — t^) 
0 0 

siny7(T„_i-T„). 


Wir sehen also, da6 wir dienachfallenden Potenzen von ]/I fortschreitende 
Reihe ins Unendliche fortsetzen konnen und so eine fur aUe 2 > 0 kon- 
vergente, nach fallenden Potenzen von fj fortschreitende Reihe fiir 


1 Vgl. Liouville, J.: Joum. de math, pures et appl. Bd. 1, 2 (1836/37) (siehe 
Literaturverzeichnis), wo die Volterrasche Integralgleichung und die Neumannsche 
Reihe vorkommen. 
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z{t/A) erhalten. Brechen wir die Reihe mit dem Gliede ab, so wird 
der Fehler von geringerer GroBenordnung als (i . Die Reihe zeigt also 
ein asym^totisches Verhalten, 

§ 12. Eigenwertprobleme mit kontinuierlichem Spektrum. 

Die Eigenwerte der bisher behandelten Probleme bilden eine ab- 
z^lbare, ins Unendliche wachsende Zahlenfolge. Wenn die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung in den Randpunkten des Grundgebietes 
singular sind, vor allem aber, wenn das Grundgebiet sich ins Unendliche 
erstreckt, kann das Spektrum, d. h. die Gesamtheit der Eigenwerte, 
jedoch ein ganz anderes Verhalten zeigen. Insbesondere kdnnen Spektren 
auftreten, welche alle Zahlen eines A-Intervalles enthalten, sogenannte 
kontinuierliche Spektren. Mit den zugehorigen Eigenfunktionen wird 
dann der Entwicklungssatz, in eine Integraldarstellung Fourierscher Art 
ubergehen. 

1. Die trigonometrischen Funktionen. Das einfachste solche 
Problem wird geliefert von der Eigenwertgleichung 

a “b “ 0 

fiir das Intervall — oo < < oo und der „Randbedingung'' : u bleibt 

im Unendlichen beschrankt. Offenbar ist jede nichtnegative Zahl A 
Eigenwert mit den Eigenfunktionen sinljlx, cos^Xx, Das spezielle 
Fouriersche Integraltheorem von Kap. II, § 6 ersetzt fiir dieses Eigen- 
wertproblem den Entwicklungssatz. 

Man kann sich das Zustandekommen des kontinuierlichen Spek“ 
trums ebenso wie die Entstehung des Fourierschen Integrals aus dem 
Entwicklungssatz verstandlich machen, indem man von einem Eigen- 
wertproblem fur ein endliches Intervall ausgeht und dann den Grenz- 
iibergang zum unendlichen Intervall durchfuhrt. 

2. Die Besselschen Funktionen. Ahnlich liegen die Verhaltnisse 
bei dem Eigenwertproblem der Besselschen Differentialgleichung 

{xuy + ^A^ — — j = 0 

fur das Intervall 0:^x <00 un'd die Randbedingung des Endlich-" 
bleibens fiir = 0 und 00 . Alle Besselschen Funktionen u == 
fiir A ^ 0 sind Eigenfunktionen. Wir haben also ein kontinuierliches 
Spektrum aus alien nichtnegativen Werten von A vor uns. 

Auch hier wird der Entwicklungssatz durch ein Integfaltheorem 
fur die Darstellung einer willkiirlichen Funktion i[x) abgelost, bei 
welchem als Integrationsgebiet das Spektrum, d. h. das Kontinuum 
der positiven Zahlen auftritt. Diese Integraldarstellung lautet 

00 00 

/W = g{t) = 

6 ^ 0 
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Fiir ihre Giiltigkeit sind hinreichend die Bedingungen, daB die Funk- 
tion / (x) fur x'^Q stiickweise glatt ist, daB das Integral 

OO 

jx\f(x)\dx 

0 

existiert nnd daB /(O) = 0 ist. Einen Beweis fiir dieses Integraltheorem 
werden wir erst spater in Kap. VII, § 2 geben. 

3. Das Eigenwertproblem der Schwingungsgleichung fiir die 
unendliche Ebene. Das Eigenwertproblem der Differentialgleichung 

Ati 0 

fiir die gauze i>i?,3/-*Eben6 bei der Randbedingung des Beschranktblcibens 
im Unendlichen laBt sich sofort auf zwei verschiedene Arten losen. 
Eintnal konnen wir als Eigenfunktionen die samtlichen Produkte der 
trigonometrischen Funktionen u — sin ix(x — |) sin^ (y tj) ansehen, 
wobei $, -q und a, /5 beliebig sind und als Eigenwert die Zahl >1 = + /?* 

erscheint, Eigenwert ist also wiederum jeder nichtnegative Wert X, 
und zu jedem solcben Eigenwert gehort offenbar noch ein Kontinuum 
von Eigenfunktionen. Die zugehbrige Integraldarstellung ist nichts 
anderes als das Fouriersche Integraltheorem fiir die Ebene (vgl. 
Kap. II, § 6). 

Einen anderen Typus von Eigenfunktionen erhalten wir nach Ein- 
fiihrung von Polarkoordinaten r, 9? in der Gestalt 

u = sin«g5 , u == cosnep 

bei beliebigem ganzzahligen n und beliebigem nichtnegativen X. Das 
Spektrum bleibt selbstverstandlich auch hier das Kontinuum der nicht- 
negativen Zahlen 1 0, wahrend zu jedem Eigenwert 2 > 0 nur eine 

abzdhlbare Anzahl von Eigenfunktionen gehort, entsprechend dem 
ganzzahligen Charakter von n Die Darstellung einer willkiirlichen 
Funktion erfolgt hier durch Fouriersche Reihenentwicklung hinsicht- 
lich n und durch Integraldarstellung jedes Koeffizienten hinsichtlich r 
gemaB der vorigen Nummer. (Vgl. Kap. VII, § 2.) 

Diese letzteren Eigenfunktionen sind iibrigens als Linearkombina- 
tionen von Sinusprodukten mit demselben Wert von 2 = a’* + an- 
zusehen. Es ist namlich ,,.r 

_ LulZ! I ^ia:Ucos6+ tyV ^ 

(Vgl Kap. VII, §2.) 

4. Das Schrodingersche Eigenwertproblem. (Vgl. auch Kap. VI, 
§ 5.) Im Zusammenhange mit der physikalischen Theorie der Quanten 
ist in neuerer Zeit Schrodinger^ auf einen Typus von Eigenwert- 
problemen gefiihrt worden, dessen Spektrum eine ganz andere Struktur 

i SCHRODINGER, E. t Abhandlungcii zur Wellenmechanik. Leipzig 1927- 
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als die vorher behandelten zeigt, namlich aus einem kontinuierlichen 
und einem diskreten Teil besteht, wobei das diskrete Spektrum nicht 
ins Unendliche reicht, sondern einen Haufungspunkt im Endlichen be- 
sitzt. Beim einfachsten Schrodingerschen Problem handelt es sich um 
die Eigenwertgleichung 

(72) A u ~ u -|- 2 w = 0 

im Raume, wobei c eine gegebene positive Konstante bedeutet, r, 'O', (p 
Polarkoordinaten sind und von den Eigenfunktionen u Stetigkeit im 
Nullpunkt und Endlichbleiben fiir y -> oo verlangt wird. Multipliziert 
man die Dif ferentialgleichung mit einer Kugelf unktion ('&, (p) und 
integriert uber die Einheitskugel, so erhalt man fiir die Funktion 

v{r) = j ju (r, 9 ?) Y„ {d', (p) sini?* dS dp 

in der ublichen Weise die Differentialgleichung 

(73) Vrr+ ’yVf + [X + ^ jV 0, 


und aus den Eigenfunktionen v dieser Gleichung bei denselben Rand- 
bedingungen wie oben fur r = 0 und r-^oo erhalt man durch die 
Produktbildung u = vY^ Eigenfunktionen von (72). 

Fuhren wir in naheliegender Weise hier statt X als neuen Parameter 
die GroBe ^ 

und statt r die Veranderliche 

ein, so erhalten wir die Differentialgleichung 




1 . + 1 . 
4 ^ z 


n{n 4- i) 


= 0 , 


welche wir in § 10 Formel (51a) aufgestellt haben. Aus den dort an- 
gestellten Betrachtungen folgt, daB bei reellem Z, d. h. negativem X, 
die Bedingung der Stetigkeit im Nullpunkt und des Endlichbleibens fiir 
r -^oo nur fiir ganzzahlige Werte Z > # erfiillt werden kann und daB die 
Losungen durch die Ableitungen der Laguerreschen Polynome in der 
Gestalt 

V = 2^6"^ {Z) 

gegeben werden. Fur die urspriingliche Differentialgleichung ergeben 
sich also die Werte 


41 ^ 


und nur diese als negative Eigenwerte mit den zugehorigen Eigenfunk- 
tionen 
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Dabei kann n bei gegebenem ganzzahligen I alle ganzen Zahlen voa 
0 bis J — i durchlaufen, und reprasentiert jeweils 2n-\~\ linear un« 
abhangige Kugelfunktionen. Das so gefundene diskrete Spektrum be~ 
steht aus unendlich vielen Zahlen mit dem Haufungspunkt Null. 

Wir behaupten weiter, dafi die Schrodingersche Gleichung (72) 
jeden positiven WeH X zum Eigenwert hat^ d. h. das Kontinumn der 
nichtnegativen Zahlen als koniinuierliches Spektrum besitzt. 

Zum Beweise fiihren wir an Stelle von v in (73) die Funktion 
w ein; dann erhalten wir die Differentialgleichung 

welche den in § il. Nr. i behandelten Typus besitzt. Ihre Losungen w 
bleiben also fur jedes positive X beschrankt, und die Losungen v = w/r 
streben gegen Null bei unendlich anwachsendem r. Urn nun zu er- 
kennen, dafi jeder positive Wert von X Eigenwert ist, haben wir also 
nur die Existenz einer im NuUpunkt regularen und fur alle r existie- 
renden Losung v nachzuweisen. Diese Tatsache kann man aus der all- 
gemeinen Theorie der linearen Differentialgleichungen entnehmen. Man 
erhalt aber eine solche Losung auch unmittelbar nach dem schon 
mehrfach angewandten Verfahren in Gestalt einer bestandig konvergen- 
ten Potenzreihe, am zweckmaBigsten, indem man die Differentialglei- 
chung durch Einfiihrung von z = in eine solche Differential- 

gleichung fiir z verwandelt, bei welcher der Potenzreihenansatz zu 
einer zweigliedrigen Rekursionsformel fiihrt. 

§ 13. Storungsrechnung. 

Wenn die Eigenwerte 2^ und zugehorigen normierten und orthogo- 
nalen Eigenfunktionen u^^dev linearen selbstadjungierten Differential- 
gleichung 

(74) L{Un)+XnUn = 0 

fur vorgegebenes Gebiet^ und vorgegebene Randbedingungen bekannt 
sind, so kann man durch ein fur die Anwendungen wichtiges Naherungs- 
verfahren, die sogenannte Storungsrechnung, die Eigenwerte und Eigen- 
funktionen eines zu einer „benachbarten*' oder „gestorten“ Differential- 
gleichung 

(75) L{u„) - sru„ + l„u„ = 0 

gehorigen Eigenwertproblems berechnen; dabei sollen Randbedingungen 
und Gebiet dieselben bleiben. Es bedeutet r eine gegebene, in dem 
Grundgebiet stetige Funktion und e einen Parameter; % und sind 

r Die Anzahl der Dimensionen des Gebietes ist dabei beliebig. Integrationen 
sind immer tiber das ganze Gebiet zu erstrecken; das Gebietselement wird da- 
bei mit dg bezeichnet. 
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die Eigenfunktionen und Eigenwerte des neuen Problems. Wir sefzen 
fiir das folgende voraus, daB sich sowohl die neuen Eigenwerte als 
auch die neuen Eigenfunktionen nach Potenzen des Storungspara- 
meters b entwickeln lassen, wobei wir auf den Beweis fiir die Mdglich- 
keit einer solchen Entwicklung bier verzichten. 

1. Einfache Eigenwerte. Wir setzen zunachst voraus, daB das 
urspriingliche ungestorte Problem nur einfache Eigenwerte besitzt, und 
machen entsprechend unserer Voraussetzung den Ansatz 

(76) + s^Wn + • • • 

(77) • 

Dann ergeben sich durch Einsetzen in (75) sofort die Differential- 
gleichung (74) und weiter die Differentialgleichungen 

(78) Ii(Vji) "A ~ > 

(79) L(Wn) + = rv^ — fXriVn - y 

aus denen wir nacheinander die Stdrungen verschiedener Ordnung, d. h. 
die GroBen fi^, v^, ... bzw. ... berechnen konnen. 

Wir fiihren zu diesem Zwecke als zu bestimmende GroBen die Ent- 
wicklungskoeffizienten 

= jv„Ujdg 

der Funktion nach den Eigenfunktionen ein und erhalten, indem 
wir die Gleichung (78) mit % multiplizieren, fiber das Grundgebiet 
integrieren und links den ersten Term mit Hilfe der Greenschen Formel 
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen — etwa verschwindende 
Randwerte umformen: 

wobei 6ni = 0 fur w =1= Z und 6^^ = 1 ist und zur Abkiirzung 

<1 = jrUnUidg 

gesetzt ist. Es ergibt sich also als Resultat I = n 

( 80 ) ^ ^nn 

und fiir n _ d^i 

Der Wert Unn ergibt sich aus der Normierungsforderung Juldg = i, 
die Ju^v^dg 0 und damit = 0 liefert. Es ist also, wenn wir 
nach den entwickeln konnen, 

oo 

( 81 ) !;„ = = lru^Uj-dg), 

7 = 1 

wobei der Strich am Summenzeichen die Fortlassung des Gliedes mit 
j = n verlangt. 
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Nach dieser Bestimmung der ersten Naherung ergibt sich die zweite 

oo 

3 = 1 

analog mit Hilfe der Gleichung (79), aus welcher wie oben 

C30 

(82) h^i (Xfi, ^ ^ f^n ^nl '^n^nl 

7-1 

folgt. Setzt man ft = /, so erhalt man das zweite Storungsglied fiir den 
Eigenwert, namlich cxd 

~ ^3 n i 

wahrend sich fur n 

(83) j T 

ergibt. Zur Bestimmung von hat man wieder die Normierungs- 
bedingung Juidg^i heranzuziehen und in ihr den Faktor von 
gleich Null zu setzen. Es folgt leicht 

00 

( 84 ) ^nti~ 

;=1 

womit die zweite Naherung vdllig bestimmt ist. 

In genau derselben Art lassen sich sukzessive die weiteren Naherungen 
linden. 

2. Mehrfache Eigenwerte. Eine weitere Diskussion wird im 
Falle des Auftretens mehrfacher Eigenwerte oder, wie man auch 
sagt, im Falle der ,,Ausartung‘' n6tig. Es geniigt zum Verstandnis 
der Betrachtung, wenn wir voraussetzen, daB der erste Eigenwert von 
(74) a-fach ist, daB ako = • • • = — 7 ist, wahrend alle Eigen- 

werte 4 mit n> a. einfach sind. Die Komplikation, die sich jetzt 
einstellt, beruht darauf, daB im Falle eines mehrfachen Eigenwertes die 
Eigenfunktionen nur bis auf eine orthogonale Substitution bestimmt 
sind und daB bei einer Storung eine stetige Fortsetzung der einzelnen 
Eigenfunktionen erst nach geeigneter Wahl eines Systems von Eigen- 
funktionen zum mehrfachen Eigenwert erwartet werden kann (vgl. 
auch Kap. Ill, §8,4). Dementsprechend denken wir uns zunachst die 
a. zum Eigenwert I gehorigen Eigenfunktionen durch eine noch fest- 
zulegende orthogonale Transformation 

a 

«* = 2 7n,% (w = 1, 2, . . . , a) 



in ein anderes System solcher Eigenfunktionen ubergeftihrt und machen 


den Ansatz 


Ufi — “f- “b "4" * * * , 


wobei nunmehr sowohl die als auch die Funktionen . zube- 

stimmen sind. Fiir n> a ist hienn u1^ = zu setzen, und es andert 
sich nichts gegen die Betrachtungen von Nr. 1, so daB wir uns hier 
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auf die Falle » = 1, 2, . . « beschranken durfen. Es ergeben sich 
fur bzw. auf Grund unseres Ansatzes und der Differentialglei- 
chung (75) die Gleichungen 

a. oc 

(85) ^ ^ » 

j=l 

,(X 

( 86 ) L {Wn) + 21 Ynj • 

? = 1 

Multiplizieren wir (85) mit Ui und verfahren wie in Nr. 1, so ergibt sich 
mit den Bezeichnungen aus Nr. 1 

a 

(87) ^nli^n ^ 2i 7nj j 

7 = 1 

also speziell fur / = 1 , 2, . . ., <x: 

oc 

^ ~ 2i ^^7 1 Vnj (/, ^ = 1 , 2 , . . . , oC) , 

7=1 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich nach den Methoden von 
Kap. I, § 2 bis auf die Reihenfolge die GroBen als Wurzeln 

der charakteristischen Determinantengleichung 0 ein- 

deutig. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, daB diese Wurzeln 
alle voneinander verschieden sind, d. h. daB die Form 

hi 

ter verschiedene Eigenwerte besitzt. Dann ist auch die orthogonale 
Matrix {y^j) eindeutig bestimmt. Wir ersetzen nunmehr zur Bequemlich- 

X 

keit der Schreibweise die Eigenfunktionen u* wieder durch 

7 = 1 

das Zeichen %; die Matrix (d^i) ist also eine Diagonalmatrix mit den 
Elementen 

dfin ^ f^n 

und den tibrigen Elementen Null. Die Gleichungen (87) ergeben dann 
fiir / > <3c sofort 

( 88 ) 

Aus der Normierungsbedingung folgt wie in Nr. 1 «„„ = 0, wahrend 
wir zur Bestimmung der Grofien «„{(/,« = 1, 2, =|= 0 
chungen (86) fiir die zweite Naherung heranziehen miissen, die fiir 
I, n = \, 2, . . a in 

CX> 

^ ~ 2 ^7 1 M'n^nl 

7 = 1 

Oder unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB {dji) (;, / = 1, 2, . . . , (x) 
eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen /^n ist, in 

oo 

0 == ^ ^nlM'l M'n^nl '^n^nl 

7 = oc+l 
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iibergehen. Fur / = ft ergibt dies 

oo 

(89) n = ^‘^njdjn> 

3-» + l 


worin die Koeffizienten nach (88) bereits bestimmt sind. Fiir ft =p Z 
erhalten wir 

OO 

Zusammenfassend lautet das Ergebnis: Man walile zum (X-fachen 
Eigenwert jli = A ein solches System normierter orthogonaler Eigen- 
funktionen daB die Matrix = Jru^uidx Diagonal- 

matrix mit den Elementen wird. Dann wird die Stdrung erster 
Ordnung des Eigenwertes gegeben durch 

dfin 


und die Eigenfunktionen durch 


mit 

und 




OO 

== 2 


^nn 


= 0 
dnl 


sobald mindestens ein Index I oder n grOBer als oc ist, und 

OO 

_ 1 'X.' 

J=a(+1 


sobald beide Indices I und n voneinander verschieden und nicht grdBer 
als a sind. 

Genau entsprechend ergeben sich die Storungsglieder zweiter und 
hbherer Ordnung, von denen iibrigens nach (89) die Stoning zweiter 
Ordnung des »-ten Eigenwertes 





wird. 

3. Ein Beispiel zur Stdrungstheorie^. Wir betrachten das Pro- 
blem einer in a; = 0 und eingespannten, frei schwingenden Saite 

mit dem konstanten Elastizitatskoeffizienten ^ = 1 und einer Massen- 
dichte q{x), die sich fiir all^ x aus dem IntervaH O^x^oz wenig 
von einem konstanten Wert Qq unterscheidet, also die Form hat 


1 Vgl. Rayleigh, J. W. S., The Theory of sound, 2. Anfl., Bd. I, S. 115 — Il8- 
London 1894 . 
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^ (^) = ^0 + « (^) » wo cr(^) eine gegebene Funktion und e einen „St()nings- 
parameter"' bedentet. Das zugehorige Eigenwertproblem lautet nach § 3 ’ 

(90) K + {qq + sa(x)) % 0 . 

Fur r = 0 erhalt man das ungestorte Problem + = 9 mit 

1 

der Losung sin^ . 

^0 i/tc 

|/t^« 

Um die erste Naherung des gestorten Problems (90) zu erhalten, 
haben wir — da die Eigenwerte alle einfach sind — lediglich in den 
Formeln (80) bzw. (81) von Nr. 1 

yii^ 1 

1„=— , %=-p=sin«a: 

^0 1/ Tt 

r 2"» 

und 2 

r{x) = -Kc{x) = ——a{x) 

Qa 


zu setzen^. Man erhalt so fur die Storung erster Ordnung fXn der Eigen- 
werte : ^ 

^ ™ ^ f a (x) sin^nx dx 


bzw. der Eigenfunktionen Vni 


oo 


(91) 

N.1 

11 


mit 

/ — * 

n 


(92) 

=,tf- smixdx 

(/ + «); 


0 


^nn — 0 . 


Um diese Resultate auf ein Beispiel anzuwenden, berechnen wir 
mit Rayleigh die Verschiebung 3x des ersten Knotenpunktes, der 
n = 2 entspricht und auf einer homogenen Saite in der Mitte liegt. 

Da wir die Entwickelbarkeit von nach Potenzen von e ange- 
nommen haben, so konnen wir dx in der Form dx = sr + €^(- 
schreiben. Zur Bestimmung von r ergibt sich die Gleichung 


— / 

/ 3r 

[2 


+ £T + ■ • - j = + • j + « "I j + ■ •) 


«2 lx) + e 




2 / 


+ ^2X 


+ £*>(.-•). 


1 In Nr. 1 batten wir allerdings vorausgesetzt, dafi in dem Storungsglied 
er(x) die Funktion r(x) nicbt von « abb^ngt, wahrend in dem entsprecbenden 
Storungsglied von (90) die Funktion nocb von s abhangt; da wir uns 

aber im folgenden nur fur die Stdrungen erster Ordnung mteressieren, darf, 
wie man leicht sieht, r(^) = — gesetzt werden, wo nicbt mebr von s 

abbaingt. 
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Setzt man in dieser Gleichung den Koeffizienten von e gleich Null und 
beriicksichtigt man (91) und %(%) = konst, sin 2^, so erhalt man 


'-( 1 ) 






^23 


2 5 


+ 


Wild z. B. die Inhomogemtat dadurch bewirkt, daB im Punkte 
eine kleine Masse angebracht wird, so erhalt man fur % durch einen 
leicht auszufiihrenden Grenzubergang aus (92) 


T = 



. 3 ^ 5 ^ 

sm — sin — 

_± + 1 

32 _ 4 ~ 52 _ 4 

1 1 


3“ -4 


i_4 


+ 


= -^=(i + i-4 


71^2 \ 


3 


± + 1 + 1 
7 ~ 9 ^ 11 


Der Wert der Reihe in der Klammer ist 


i. 

/ 

0 


1 +x^ 


Man erhalt also t = 


X 

2 


§ 14, Die Greensche Funktion (EinfluBfunktion) und die 
Zuriickfiihrung von Differentialgleichungsproblemen auf 
Integr algleichungen . 

Wir erweitern nunmehr den Kreis unserer Betrachtungen durch 
einen prinzipiellen Schritt, indem wir als Ausgangspunkt nicht ein 
Schwingungs- oder Eigenwertproblem, sondern" eine Randwertaufgabe 
nehmen und unabhangig von allem Vorangehenden fur die Darstellung 
der Losungen soleher Randwertaufgaben die Methode der Greenschen 
Funktion oder EinfluBfunktion entwickeln. Dabei ergibt sich ganz von 
selbst die Zuruckfiihrung unserer Eigenwertdifferentialgleichungen auf 
symmetrische Integralgleichungen und damit ein Weg zur Erledigung 
der bisher noch offengebliebenen Frage nach der Existenz der Eigen- 
funktionen bzw. nach dem Vollstandigkeits- und Entwicklungssatz. 

1. Die Greensche Funktion und das Randwertproblem fur ge- 
wdhnliche Differentialgleichungen. Wir betrachten zunachst einen 
linearen homogenen, sich selbst adjungierten Differentialausdruck 
zweiter Ordnung ^ 

fiir die Funktion u{x) im Grundgebiete G: worin f, p' 

und q stetige Funktionen von x sind und ist ; die zugehorige un- 

homogene Differentialgleichung lautet 
(93) L[u\ = -<p[x) , 



§14. Greensclie Funktion und Differentialgleichungsprobleme. 


wobei (p {x) eine in G stiickweise stetige Funktion bedeutet. Es handelt 
sich um das Randwertproblem, eine Losung u^f{x) der Gleichung (93) 
zu finden, welche am Rande von G gegebenen homogenen Rand- 
bedingungen geniigt, z. B. der Randbedingung u = 0*; zu seiner Dis- 
kussion liegt folgender Gedanke nahe: Wir deuten die Differential- 
gleichung (93) gemaB den fruheren Oberlegungen als die Gleichgewichts- 
bedingung einer Saite unter dem EinfluB einer iiber die Saite verteil- 
ten zeitlich konstanten Kraft, deren Dichte durch g^{x) gegeben ist. 
Machen wir nun einen Grenziibergang von der kontinuierlich ver- 
teilten Kraft <p{x) zu einer ,,Einzelkraff% d. h, einer nur in einem ein- 
zigen Punkte x ^ ^ mit der Intensitat 1 oder aucb einer anderen In- 
tensitat angreifenden Kraft, und ist K {x, i) die Elongation der Saite 
unter dem EinfluB der Einzelkraft mit der Intensitat 1, wobei stets die 
der Saite auferlegten Randbedingungen gewahrt bleiben sollen, so wird 
man die Wirkung der kontinuierlich verteilten Kraft (p {%) als Superposition 
der Wirkungen kontinuierlich verteilter Einzelkrafte auffassen konnen, 
deren Dichte an der Stelle f gleich (p[i) ist; man kann also erwarten, 
daB die gesuchte L5sung in der Form 

(94) u{x)=Jk {x, I) 

erscheint. Die Funktion K {x, f) , welche wir als Einflufifunktion oder 
als Greensche Funktion des Differentialausdruckes L[u] bezeichnen, 
muB ihrer Definition nach fur jeden Wert des Parameters I den vor- 
gegebenen Randbedingungen bei x ^ x^ und x = Xi geniigen; daraus 
folgt unmittelbar, daB die in der Gleichung (94) durch den Kern K [Xy 1) 
mit der Quellendichte 9? {x) quellenmaBig dargestellte Funktion u [x) eben- 
falls diesen Randbedingungen gentigt. 

Die EinfluBfunktion K (^, i) muB iiberall auBer an der Stelle x = $ 
der Differentialgleichung 

L[K] = 0 

geniigen, da sie ja der Kraft Null f iir ^ =t= f entspricht. An der Stelle 
X ^ i muB die Funktion K {x, i) eine Singularitat aufweisen, auf welche 
wdr durch folgende Plausibihtatsbetrachtung gefiihrt werden: Wir 
denken uns die Einzelkraft entstanden durch Grenzhbergang aus einer 
Kraft (pg [x ) , die fiir ] — 1 1 > 6 in G Null ist und deren Gesamtintensitat 
durch die Gleichung 

j (p^{x) i 


* Es sei nochmals daran ennnert, dafi man auf dieses Problem die Rand- 
wertaufgabe der homogenen Differentialgleichung bei unhomogenen Randbe- 
dingungen zuruckfiihren kann. (Vgl. § 1, 2.) 
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gegeben wird. Die zugehorige Elongation der Saite werde mit {x, |) 
bezeichnet; sie geniigt also derGleichung£[KJ = — 

Wir integrieren diese Gleichung zwischen den Grenzen f — (5 und i + d, 
wobei (5 ^ e ganz beliebig so gewahlt werden darf , daB das Integrations- 
intervall noch ins Grundgebiet G fallt, und erhalten 



Machen wir nun zunachst den Grenzubergang £ 0 und nehmen an, 

daB dabei gegen eine stetige und abgesehen von ^ ^ stetig diffe- 

renzierbare Funktion K {x, I) konvergiert, so ergibt sich, indem wir nun- 
mehr auch d gegen Null streben lassen, fur K (x, i) sofort die Beziehung 


lim 

6^0 


dK(x, i) 
dx 




1 


welche die Singularitat der Greenschen Funktion charakterisiert. 

Diese heuristische "Dberlegung kehren wir nunmehr um und machen 
sie so zu einer strengen mathematischen Theorie. Wir definieren von 
vornherein als Greensche Funktion des Diff erentialausdruckes L \u\ bei 
gegebenen homogenen Randbedingungen eine Funktion K {x, i) von x 
und welche folgende Bedingungen befriedigt: 

1. K(^, f) ist bei festem f eine stetige Funktion von x und erfiillt 
die vorgegebenen homogenen Randbedingungen. 

2. Die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von K nach x sind, 
abgesehen von der Stelle x = ^, uberall in G stetig; an der Stelle x = S 
macht die erste Ableitung einen Sprung, gegeben durch 

i 

3. AuBer an der Stelle x = $ geniigt K als Funktion von x uberall 
in G der Differentialgleichung L[K] =0. 

Eine stetige Funktion, welche die Bedingungen 2, 3, aber nicht 
notwendig die homogenen Randbedingungen erfiillt, nennt man, neben- 
bei bemerkt, ,,Gmndl 6 sung‘* der Differentialgleichung £[«]== 0. 

In der Tat leistet nun die so definierte Greensche Funktion das 
Gewiinschte. Es bestehen namlich die folgenden, nach dem Obigen 
plausiblen Zusammenhange. Wenn (p {x) eine stetige oder stuckweise stetige 
Funktion von x ist, so geniigt die Funktion 


(95) 


dK{x,^) 


dx 


(96) uix)==fK{x.i)(p{i)di 

der Differentialgleichung 

(97) Liu]^^(p{x) 
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und den Randhedingungen. Genugt umgekehrt die Funktion u(%) der 
Differentialgleichung (97) und den Randhedingungen, so wird sie dutch 
(96) dargestelU. Zum Beweise der ersten Behauptung brauchen wir 
nur die elementaren Regeln liber Differentiation eines Integrals nach 
einem Parameter anzuwenden. Danach erhalten wir unter Beriick- 
sichtigung von (95) der Reihe nach die folgenden Gleichungen: 

u'(x) = f K'(x, i) (p (f) 

x'o 

u"{x) = J K"{x. I) <p (I) dS+f K"(x, I) <p (f) di 

Xq X 

+ K'{x, X ~0)q}{x) — Y^'[x, x + 0)cp {x) 

= f ^"{x, f) 9 )(f) + {K'(x -\-0,x) — ^'{x — 0, X)) <p{x) 

Xq 


also 


^fK"{x,i)<p{i)dS~ 

Xo 


<P{X) . 


pu"^ p'u'- qu^f (^K"+ P'K'- qK) <p{^) di - <p{x) . 

Xo 


womit wegen L[K] =0 der gewiinschte Nachweis erbracht ist. 

2um Nachweis der Umkehrnng benntzen wir wieder die Greensche 
Formel § 1, (2b), setzen darin t; = K und wenden sie auf die beiden 
Integrationsgebiete x und S^x^x^ an. Aus der Sprung- 
relation und den Randhedingungen folgt dann unmittelbar die Formel (96) 
mit Vertauschung von x und 

In genau derselben Weise erhalten wir allgemeiner, wenn u 
nicht den gegebenen homogenen Randhedingungen wie K — etwa 
u(xq) == u{xi) = 0 — unterworfen wird, fur u die Darstellung 

u{x)=fk{x,i)<p{i)di + pK'u \ 

Xo 

worin fiir 9? = 0 die Darstellung der Losung der Randwertaufgabe fiir 
die homogene Differentialgleichung L[u'] — 0 durch die Randwerte ent- 
halten ist. 

Die Greensche Funktion eines sich selbst adjungierten Differentialaus- 
druckes ist symmetrisch in Parameter und Argument, d. h. es gilt 

^x,^) = K{i,x). 


Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Greenschen Formel § 1, (2b), 
wenn wdr dort v^K{x,r]), u==K{x,^) einsetzen und das Integra- 
tionsgebiet aus den drei getrennt zu behandelnden Stiicken 

Cowant-Hilbert, MathematiscTie Phj'sik I. 2. AufL 


20 
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i 'i] zusaminensetzen ; die Beriicksichtigung der 

Spmngrelation (95) an den Stellen x = ^ nnd x = 'yj und der Rand- 
bedingungen ergibt dann die Behauptung. Die Symmetrie der Greenschen 
Funktion ist in vielen Fallen der prdgnante Ausdruck einer in der Physik 
hdufig vorkontmenden Reziprozitdt: Wenn die Kraft 1, an der Stelle I 
angebracht, die Wirkung K {x, I) an der Stelle x hervorhr%ngt, so hringt die 
Kraft \ , an der Stelle x angreifend, in | dieselbe Wirkung hervor. 

2. Die Konstruktion der Greenschen Funktion und die Greensche 
Funktion im erweiterten Sinne. Zur Konstruktion einer Greenschen 
Funktion fur L[u] bei den vorgeschriebenen Randbedingungen ver- 
fahren wir folgendermafien. Wir betrachten eine Losung Uq{x) der 
Diff erentialgleichung L [u] = 0, die fiir x^x^ der vorgegebenen Rand- 
bedingung geniigt, etwa verschwindet, dann ist CqUq(x) die allgemeinste 
solche Losung; ebenso sei Ci%(^)dieScharderLdsungenvonL[^^] = 0, 
welche der Randbedingung fur a; = % genugen. Nun sind zwei Falle 
mdglich. Entweder die beiden Scharen sind voneinander verschieden — 
was als der allgemeine Fall zu gelten hat oder sie fallen zusammen. 
Im ersten Falle sind die Funktionen Ui linear voneinander unab- 
hangig, d. h. es ist einem bekannten Satze zufolge UqU[ — =f= 0*; 

und es kann eine Kurve der ersten Schar eine der zweiten Schar nie im 
Grundgebiete beruhren (da sich in dem Beruhrungspunkt sofort ein 
Widerspruch zu dieser Gleichung ergeben wiirde). Wir konnen also 
die beiden Konstanten Cq, so w^len, daB der Schnittpunkt zu 
einer vorgegebenen Abszisse x i im Intervalle G gehort und der 

I 

Sprung der Ableitung dort genau den Wert besitzt; auf diese 

Art erhalten wir die Greensche Funktion explizit durch die Formeln 

x^S: M = — 

^ C — [mo (I) “i {^) - ^0 (i) % (f)] = konst. 

u = -■-% (S) % (x) 

0 

womit die gewiinschte Konstruktion geleistet ist. 

Im zweiten Falle unterscheiden sich Uq und % nur durch einen kon- 
stanten Faktor; jede Losung der einen Schar gehort auch der anderen 
an. In diesem Falle geniigt also die Funktion Uq(x) nicht nur der 
Anfangs-, sondern auch der Endbedingung; die Diff erentialgleichung 
Z[u] = 0 besitzt also die den Randbedingungen geniigende, nicht iden- 
tisch verschwindende Losung Uq(x) , was wir auch so ausdriicken konnen : 
^ = 0 ist ein Eigenwert vonL[u\ + = o . Es versagt somit die obige 

Konstruktion, es existiert keine Greensche Funktion. 


* Es ist namlich J = — — mit konstantem c, wie man leicht be- 

statigt, indem man fiir die linke Seite aus der gegebenen Differentialgleichnng 
die Differentialgleichung + Ap' *= o herleitet. 
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Unsere Betrachtungen lehren uns — da nach Nr. 1 mit der Kon- 
struktion der Greenschen Funktion die eindeutige Losbarkeit der ho- 
mogenen Randwertaufgabe fiir die Differentialgleichung L[u] =^—cp[x) 
gesichert ist — daB die folgende Alternative besteht: Entweder besitzt 
bei den vorgegebenen homogenen Randbedingungen die Differentialgleichung 
L[u] = — fur jede gegebene rechte Seite cp eine eindeutig bestimmte 
Lb sung u (a;), oder die homo gene Gleichung L [w] == 0 besitzt eine nicht iden- 
tisch verschwindende Lbsung. 

Weiter wird sich ergeben: Im zweiten Falle ist fiir die Lbsbarkeit 
des Problemes fur L\u\ =’—(p (x) notwendig und hinreichend, dafi mit den 
Losungen Uq (x) der homogenen Gleichung L \u^ = 0 fur die rechte Seite 
(p[x) die Orthogonalitdtsheziehung 

j q){x)uQ{x)dx = 0 

Xq 

erfullt ist. 

DaB die Bedingung notwendig ist, ergibt sich sofort, wenn man die 
Differentialgleichung Z[i^] cp{x) mit der Funktion Uq{x) multi- 
pliziert, uber das Gebiet G integriert und die Greensche Formel unter 
Beriicksichtigung der Randbedingungen anwendet. DaB die Bedingung 
auch hinreicht, folgt, wenn wir an Stelle der Greenschen Funktion eine 
Greensche Funktion im erweiterten Sinne einfuhren. Auch zu ihr fiihrt 
eine einfache, der physikalischen Anschauung entspringende heuri- 
stische Oberlegung. Wir erinnern daran (vgl. S. 253)> Eigen- 

wert X und eine zugehorige normierte Eigenfunktion u die Bedeutung 
besitzt, daB unsere Saite unter dem EinfluB einer auBeren Kraft der 

Form —'ip{x)e^^^^^ unstabil wird (Resonanz), falls nicht J yj{x)u{x) dx = 0 

Xo 

ist. Fur den hier vorliegenden Fall X =0 bedeutet das Instabilitat unter 
dem EinfluB einer zeitlich konstanten auBeren Kraft; insbesondere 
wird unter dem EinfluB einer Einzelkraft mit beliebigem Angriffs- 
punkt die Saite sich nicht in eine Gleichgewichtslage einstellen. Wollen 
wir eine solche Einzelkraft auf das System wirken lassen, ohne daB 
das System sich beliebig weit aus seiner Ruhelage entfernt, so miissen 
wir es zuerst durch eine fest gegebene zeitlich konstante Gegenkraft 
stiitzen, Diese Gegenkraft konnen wir beliebig wahlen, nur nicht ge- 
rade orthogonal zu der Eigenfunktion % (x ) , weil sie dann gegeniiber der 
Erregung der Eigenfrequenz Null unwirksamw^e. Ambequemstenneh- 
men wir die Gegenkraft in der symmetrischen Form yj[x) = — Uq {x) Wo(^) 
an; dann wird die EinfluBfunktion K{x, f) einer im Punkte x = ^ an- 
greifenden Einzelkraft auBer den Randbedingungen noch, abgesehen 
vom Punkte x der Differentialgleichung 

L[K] u,{x)u,{i) 
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geniigen und bei ^ = I die Sprungbedingung (95) befriedigen miissen. 
Die Losung dieses Problems ist nur bis auf eine willkiirliche additive 
Funktion c[^)uq[x) bestimmt; wir beseitigen diese Unbestimmtheit 
durch. die Forderung 

S)Uq{x) dx 0 

Xo 

und nennen die so definierte Funktion K {x, |) die Greensche Funktion 
im erweiterten Sinne zum Differentialausdruck L[u] . Durch Benutzung 
der Voraussetzung, daB L[u] ein sich selbst adjungierter Differential- 
ausdruck ist, ergibt sich genau wie S. 305 die Symmetrieeigenschaft 

K(%, 



der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne. 

Der Leser mag sich diese Dberlegungen an dem einfachsten Bei- 
spiele der beiderseits freien homogenen Saite veranschaulichen (vgL 
auch § 15, 1). Hier ist Uq = konst. Eigenfunktion fur A = 0, und wir 
warden als Gegenkraft langs der Saite iiberall dieselbe konstante Kraft 
nehmen. 

Die Konstruktion der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne ver- 
lauf t wieder genau so wie oben die der gewohnlichen Greenschen Funktion. 
Es bedarf dazu nur des Nachweises folgender Tatsache: Wenn i[w]=sO 
eine den Randbedingungen gentigende nicht identisch verschwindende 
Losung Uq besitzt, so kann L [t;] = Wo(^) solche Losung besitzen. 

In der Tat wiirde aus der letzten Gleichung durch Multiplikation mit 
Uq{x) und Integration liber das Grundgebiet unter Berucksichtigung der 


Randbedingungen folgen Uq{^) juQ{xydx^j'v{x) L[Uq] dx^O, was mit 

Xi Xo Xo 

der Voraussetzung 0 im Widerspruch steht. 


Die Greensche Funktion im erweiterten Sinne leistet genau die- 
selben Dienste wie friiher die gewohnHche Greensche Funktion. Wir 
brauchen nur zu beachten, daB die Losung w{x) einer Differential- 
gleichung L[w] =: --(p{x) nur bis auf eine beliebige additive Funktion 

cuq{x) bestimmt ist und daher durch die Forderung j wuQdx==Oiest- 

Xa 

gelegt werden kann. Nunmehr sprechen wir den Satz aus: Bestekt 
zwischen einer zu Uq(x) orthogonalen und den Randbedingungen geniigen- 
den Funktion w(x) mtt stetiger erster und stuckweise sfetiger zweiter Ah- 
leitung und der stuckweise stetigen Funktion (p(x) die Relation 


L[w] == —(p{x). 
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$0 besteht auch die Relation 


(98) w{x) 

Xc 


Umgekehrt folgt aus der letzten Relation, falls <p{x) zu nQ{%) ortho- 
gonal isi, die vorangehende, — Diese Umkehrung enthalt den zweiten 
Teil des oben (S. 307) ausgesprochenen Satzes. — 

Der Beweis wird genau so gefuhrt wie der entsprechende bei der 
gewdhnlichen Greenschen Funktion, wobei nur weiter zu beachten ist, 
daB jede Funktion w{x) der Form (98) auf u^[%) orthogonal sein muB, 
weil die Greensche Funktion K(a;, I) es ist. 

Bei unseren Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist 1 = 0 jeden- 
falls ein einfacher Eigenwert, wie wir friiher schon erkannten. Im Hin- 
blick auf allgemeinere Falle sei jedoch hier kurz angegeben, daB man 
im Falle eines mehrfachen Eigenwertes A = 0 in der einfachsten sym- 
metrischen Art die Konstruktion der erweiterten Greenschen Funktion 
erreicht, indem man die Gegenkraft in der Form 

xp[x) = —Uq{x)Uo[^) — — ■■■ 


wahlt, worauf dann alle Betrachtungen wie friiher verlaufen. Dabei 
bedeuten . die zum Eigenwert A = 0 gehSrigen normierten 

orthogonalen Eigenfunktionen. 

8. Aquivalenz von Differentialgleichungs- und Integralgleichungs- 
problem. Mit Hilfe der Greenschen Funktion gelangen wir nun zu 
einer Beherrschung der fruher diskutierten Eigenwertprobleme, indem 
wir von der Differentialgleichung zu einer Integralgleichung iibergehen. 
Wir betrachten eine von einem Parameter 2 abhangige lineare Schar 
von Differentialgleichungen 

(99) Liu] + 2gu == y; (x) {g [x) > 0 ) . 


wo w{x) eine stiickweise stetige, g{x) eine positive stetige Funktion 
ist und M den vorgegebenen Randbedingungen, etwa u = 0, geniigen 
soil. Mit Hilfe der Greenschen Funktion von L[u], deren Existenz bei 
den gegebenen Randbedingungen wir hier voraussetzen, erhalten wir 
aus der Formel (94) fiir <p{x) = igu — yj nun sofort die mit (99) voll- 
standig aquivalente Gleichung 


( 100 ) 

wobei 



*0 

six) = —jHx,i)y^i^)di 




eine gegebene stetige Funktion von x ist. Die Bestimmung einer 
LSsung u von (99) bei den vorgegebenen Randbedingungen ist also 
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aquivalent mit der Auflosung der Integralgleichung (100). Der homo- 
genen Gleichung 

( 101 ) L[u\ + Iqu = Q 

entspricht die homogene Integralgleichung 

u{x) = XjY.{x.i)Q{k)u[^)dl 

aro 

Oder, wenn wir 

u{x)fQ{^ = Z{X) 

als neue unbekannte Funktion einfiihren, die Integralgleichung mit 
'iqix) multiplizieren und K{x,i) = f) ]'^(^) p (f) setzen, 

( 102 ) z{x)=xfKixJ)zii)di. 

Xo 

Der Kern K(x, i) unserer Integralgleichung (102) ist symmetrisch, da 
I[w] sich selbst adjungiert ist^; wir konnen alle entsprechenden Satze 
aus Kap. Ill anwenden und erhalten aus ihnen sofort die folgenden — 
zum Teil allerdings schon aus Nr. 2 ersichtlichen — Resultate fiir die 
Differentialgleichung (99) * 

Zwischen dem Randwertproblem der unhomogenen Differential- 
gleichung (99) und dem Randwertproblem ,der homogenen Differential- 
gleichung (101) bei den vo^-gegebenen homogenen Randbedingungen 
besteht die Alternative: Ba einem fest gewdhlten Wert von X hesitzt ent- 
weder die homogene Differentialgleichung (101) nur die identisch versohwin- 
dende Losung •— ,,A ist kein Eigenwert von (101)'' — ; dann besitzt die 
unhomogene Gleichung (99) beliebig gewdhltem ip{x) eine und nur 
eine Losung. Oder fur einen Wert X = besttzt die homogene Gleichung 
(101) eine nicht identisch verschwindende Ldsung — ,,X^ ist ein Eigen- 
wert von (101) mit der zugehbrigenEigenfunktion u^* — ; dann ist fiir die 
Losbarkeit der unhomogenen Differentialgleichung (99) mit X === das 
Bestehen der Relation 

j QU^yjdx 

mit alien zum Eigenwert X^ gehbrigen Eigen funktionen u^ notwendig und 
htnreichend. 

Ferner: Es gibt eineFolge von Eigenmerten A 2 , . . . — mit 00 — 
und zugehbrige Eigenfunktionen welche ein den Ortho go- 

nalitdtsrelationen 

Xi Xj. 

QU^Ujsdx = 0 {i ^ k) , guldx=i 

Xo Xo 

^ Auf dieser Folgerung und ihxen weiteren Konsequenzen berulit die Be- 
deutung dieser uber L\u\ gemachten Voraussetzung. 
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genugendes unendliches Funktionensystem bilden, Jede mit Hilfe der 
Greenschen Funktion K [x, f ) dutch eine stuckweise stetige Funktion (p (I) 
quellenmd^ig in der Form 

w[x) = 

Xo 

darstellbare Funktion w (jx;) Idjit sich in eine absolut und gleichmdjiig kon- 
ver^ente Reihe 

^ OO 

W = ^ W . = iwQUn dx 

a’o 

fiach den Eigenfunktionen entwickeln. 

Wir kdnnen die Gesamtheit der nach diesem Satz entwickelbaren 
Funktionen noch anders und einfacher charakterisieren. Infolge der 
Grundeigenschaft der Greenschen Funktion folgt namlich aus (94) die 
Gleichung L[w] = —(p{x); umgekehrt, wenn wir irgendeine den Rand- 
bedingungen geniigende und mit stetiger erster sowie stuckweise stetiger 
zweiter Ableitung versehene Funktion w{x) betrachten, konnen wir 
durch die Gleichung L[w\ = —cp[x) zu ihr eine Quellenverteilung cp[x) 
hinzukonstruieren. Wir erhalten also das Resultat: Jede den Rand- 
bedingungen geniigende, mit stetiger erster und stuckweise stetiger zweiter 
Ableitung versehene Funktion w{x) Id fit sich in eine absolut und gleich- 

oo 

mdfiig konvergente Reihe w{x) =^c^u^(x) entwickeln, 

n==l 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dafi die Eigenfunktionen ein voll- 
stdndiges ortho gonales Funktionensystem bilden, Denn jede in G stetige 
Funktion laBt sich im Mittel beliebig genau durch eine stetige, den 
Randbedingungen gemigende Funktion mit stetiger erster und zweiter 
Ableitung approximieren, also dem eben genannten Entwicklungssatz 

m 

zufolge auch durch ein endliches Aggregat der Form ^ CnUn{x ) . 

Zu einer V erschdrfung des Entwicklungssatzes fiihrt uns die schon 
fruher gemachte Bemerkung, daB alle Eigenwerte positiv sind^, daB 
also in der Sprache der Integralgleichungstheorie der Kern K [x, de- 
finit ist. Da auBerdem K{x, i) eine stetige Funktion von % und f ist, 
so konnen wir den Mercerschen Satz aus Kap. Ill, § 5; 4 anwenden 
und schlieBen, daB die Reihenentwicklung des Kernes 

(103) K {x, I) = igix) gli) ^ bzw. K (x, i) =2^ 

absolut und gleichmaBig konvergiert. Diese Formel, welche Greensche 
Funktion und Eigenfunktionen explizit verkniipft und kurz die bi- 
lineare Relation genannt wird, stellt bei konstantem f eine Reihen- 


^ Vgl. S. 252 
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entwicklung einer stetigen Funktion mit stiickweise stetiger erster Ab- 
leitung dar. Indem wir eine lineare Kombination 


S = oCj^K(x, fi) + oc^Kix, ^2)+ * ' • 

bilden, erhalten wir eine stetige Funktion, deren erste Ableitung an vor- 
gegebenen Stellen ^ 1 , ^ 2 . • • • vorgegebene Spriinge — . 

macht und die sich in eine absolut und gleichmaBig konvergente Eigen- 
funktionenreihe entwickeln laBt. Da wir von jeder Funktion mit stiick- 
weise stetigen ersten und zweiten Ableitungen eine solche spezielle 
Funktion S abziehen kbnnen, daB die Differenz den Bedingungen des 
obigen Entwicklungssatzes geniigt, so erhalten wir unmittelbar das 
Resultat: Fur die Gilltigkeit des Entwicklungssatzes reicht es hin, wenn 
die erste und zweite Ableitung der stetigen Funktion w{x) stiickweise 
stetig sind, 

Wir haben bisher in dieser Nummer die Voraussetzung gemacht, 
daB es eine Greensche Funktion zu L [u] gibt, d. h. nach Nr. 2, daB 
A = 0 kein Eigenwert unserer Differentialgleichung L[u] + ^qu 0 ist; 
trifft diese Voraussetzung nicht zu, so brauchen wir lediglich die ge- 
wohnliche Greensche Funktion durch die Greensche Funktion im er- 
weiterten Sinne zu ersetzen, und es bleiben sodann alle weiteren Uber- 
legungen, die sich auf die Zuruckfuhrung des Eigenwertproblems von 
(101), auf ein Integralgleichungsproblem beziehen, unverandert giiltig. 
Fiir den Entwicklungssatz kommt als weitere Bedingung immer noch 
die Orthogonalitat auf der zu 1^0 gehorigen Eigenfunktion Uq {x) hinzu. 
Diese Beingung aber yerschwindet aus der endgultigen Formulierung 
des Entwicklungssatzes voUstandig, wenn wir die zum Eigenwert ^ = 0 
gehorigen Eigenfunktionen mitzahlen. Wir warden ubrigens spater 
(Kap. VI, § 1) bei einer anderen Behandlungsmethode des Eigenwert- 
problems auf Grund der Variationsrechnung ganz deutlich sehen, daB 
tatsachlich das Auftreten eines Eigenwertes Null keinerlei Besonder- 
heit bedeutet. 

Zum SchluB sei noch die Entwicklung der Losung fiir die inhomo- 
gene Gleichung (99) nach den Eigenfunktionen gegeben. Entsprechend 
unserem fruheren, in § 3,3 gegebenen Schema, das jetzt durch den Ent- 
wicklungssatz gerechtfertigt ist, oder auch direkt aus dem Integral- 
gleichungssatz aus Kap. Ill, Formel (56) erhalten wir die Losung 

CO c T 

u[x) ^'^ynUn[x) mii = y -y . c„= Un{x)yj{x)dx. 

n=l 

Sie setzt die Tatsache in Evidenz, daB die Losbarkeit der Gleichung (99) i 
falls i = ein Eigenwert ist, zur Bedingung das Bestehen der Ortho- 
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Xi 

gonalitatsrelation jy^Uidx = 0 hat, Physikalisch gesprochen: 1st die 

du/Sere Kraft in Resonanz mit einer Eigenschwingung, so gibt es dann 
und nur dann einen stationdren Zustand, wenn diese Kraft an dem rein 
in der hetreffenden Eigenschwingung sick bewegenden System keine Ar- 
beit leistet. 

4. Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Bei 
gewohnlichen Differentialgleichungen hoherer Ordnung treten keine 
wesentlich neuen Gesichtspunkte auf. Wir konnen uns daher auf die 
kurze Betrachtung eines typischen Beispieles beschranken, namlich der 
Differentialgleichung Xu = 0 ,bzw. — Xqu = 0 des homogenen 
bzw. unhomogenen Stabes (vgl. §4). Wir verstehen wiederum unter 
der EinfluBfunktion Oder Greenschen Funktion K (x, I) die Elongation des 
Stabes unter dem EinfluB einer im Punkte x = ^ angreifenden Einzel- 
kraft im Gleichgewichte bei den vorgegebenen homogenen Rand- 
bedingungen. Genau wie oben erhalten wir fiir diese Funktion die fol- 
genden charakteristischen Bedingungen: 

1. Die Funktion K(a;, f) ist fiir jeden Parameterwert I mit ihren 
beiden ersten Ableitungen stetig und geniigt den vorgegebenen homo- 
genen Randbedingungen. 

2. Fiir jeden von x = ^ verschiedenen Wert ist auch die dritte und 
vierte Ableitung nach a; stetig, Fiir x = ^ gilt dagegen die Sprung- 
bedingung 

lim [K'"(| + £, I) - I)] - . 

f ->0 

3. AuBer iux x — ^ ist iiberall die Differentialgleichung 
befriedigt. 

Die charakteristische Haupteigenschaft der Greenschen Funktion 
druckt sich in folgendem Zusammenhange aus; Wenn zwischen einer 
stetigen, den Randbedingungen geniigenden Funktion u {x) mit stetigen 
Ableitungen erster, zweiter, dritter und stiickweise stetiger ^ Ableitung 
vierter Ordnung einerseits und einer stiickweise stetigen Funktion (a;) 
andererseits die Relation 

L[u]=u^^= -(p[x) 

besteht, so besteht auch die Relation 

, 

u{x) =j^{x,i)<p(^)d^ 

und umgekehrt. 

Das Eigenwertprobletn der Differentialgleichung 

— 0 , 
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der zugehorige Entwicklungssatz, die Theorie der unhomogenen Glei« 
chung 

usw. erledigen sich hier genau wie die entsprechenden Fragen in Nr. 3 
durch Znruckfiihrung auf eine Integralgleichung mit dem symmetri- 
schen Kern K{x,^) = |)yp(^)p(f). Das ResuUat ist die Existenz 

eines unendlicjken Systems von Eigenwerten Aj, X^, ... und zugehorigen 
EigenfunMionen u^, . . ., so daji die Funktionen Ygtii ein voUstdndiges 
orthogonales Funktionensystem bilden und sich jede den Randbedtngungen 
genitgende, mit stetigen Ableitungen bis zur dritten und stuckweise sfetigen 
Ahleitungen vierter Ordmmg versehene Funktion w{x) nach ihnen in 
etne absolut und gleichmd^ig konvergente Reihe entwickeln Idpt, Weiter 
lehrt der Mercersche Satz'^ das Besfehen der bilinearen Relation 




«=i 


aus welcher sich ergibt, daji wir die Gultigkeit des Entwicklungssatzes oJine 
u’dieres auch auf solche Funktionen ausdehnen konnen, deren dritfe Ab- 
Icitung nur noch stuckweise stetig ist. 

Die Frage der Existenz und Konstruktion der Greenschen Funktion 
bzw. der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne bietet hier keine 
neuen Schwierigkeiten; sie wird im nachsten Paragraphen an Hand von 
Beispielen erlautert werden, 

5. Partielle Differentialgleichungen. Genau dieselben Gedanken 
wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen fuhren auch bei partiellen 
zur Greenschen Funktion und zur Anwendung der Integralgleichungs- 
methode. Wir betrachten als Beispiel die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

Av = —(p{x, y) 

in der x, y-Ebene fiir ein Gebiet G bei einer homogenen Randbedingung, 
z.B. V = 0, welche die Gestalt einer eingespannten, unter dem EinfluB 
einer zeitlich konstanten Kraft der Dichte <p{x,y) im Gleichgewicht 
befindlichen Membran charakterisiert. Die Ldsung dieser Gleichung 
konnen wir wiederum mit Hilfe einer Greenschen Funktion K{x,y; i, i]) 
erhalten, welche den EinfluB einer im Punkte I, j? angreifenden Einzel- 
kraft darstellt Diese Funktion muB iiberall auBer im Punkte x = I, 
y = V mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sein und 
der Differentialgleichung AK — 0 geniigen, ferner die gegebene homo- 
gene Randbedingung befriedigen und schlieBlich im Quellpunkt x = I, 
y — ’fj eine die Einzelkraft charakterisierende Singularitat besitzen. Die 
Natur dieser Singularitat ergibt sich, indem man den Quellpunkt mit 


* Vgl. Kap. Ill, § S, 4, der definite Charakter des Kernes folgt hier ebenso 
wie beim Problem der schwingenden Saite (vgl S 311). 
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einem Kreise k vom Radius e umgibt, eine auBere Kraft der Dichte 
<Pe{x,y) annimmt, welche auBerhalb k gleich Null ist und fiir welche 
^ ^ q)e{x, y)dx iy = 1 gilt, und die Greensche Funktion K {x,y; I, rj) als 

* 

Grenzwert fiir verschwindendes e derjenigen Losung y; I, ?/) von 
/IK == —(p£ auffaBt, welche der gegebenen Randbedingung geniigt. 
Indem man die Gleichung AK = iiber den Kreis vom Radius 
mit der Peripherie x integriert und die Greensche Formel {5 a) auf S, 239 
anwendet, erhalt man 

j j-y ^ ^ 

unter r = — 1)^ + (y — den Abstand des Punktes x,y vom 

Punkte unter s die Bogenlange auf x verstanden. Wir werden da- 
her unsere zu charakterisierende Greensche Funktion der Forderung 

X 

zu unterwerfen haben. Dieser Forderung geniigen wir, indem wir ver- 
tangen, daB K in der Umgebung des Quellpunktes die Gestalt hat 

v) = - v ) » 

wobei y{x,y\ mit seinen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
beziiglich % und y stetig ist (und, da logr fiir r + 0 der Potentialgleichung 
geniigt, selbst eine regulare Potentialfunktion ist). 

Wir kehren nun diese heuristische Betrachtung um, indem wir eine 
Greensche Funktion K durch folgende Forderungen definieren: 

1. Die Funktion K(^,y;f,?y) ist, abgesehen vom Quellpunkte 
X y = r) , mit ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 
Sie hat die Form 

K {x, y; i,7]) = logr + yi v) > 

wo y{x,y; f, mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist. 

2. K geniigt den vorgegebenen homogenen Randbedingungen. 

3. Uberall, auBer im Quellpunkt, ist die Differentialgleichung 
j K = 0 erfiillt. 

Die so definierte Greensche Funktion geniigt der Symmetriebedingung 

rj) = K{^,ri;x,y ) . 

Der Beweis dieses S 5 nnmetriegesetzes, welches wieder genau die- 
selbe physikalische Reziprozitdt ausdriickt, die wir friiher hervorgehoben 
haben, ergibt sich auch hier fast unmittelbar aus der Greenschen Formel. 
Wirwenden diese Formel fiir dieFunktionen K{x,y; ^) und K{x,y; 
auf ein Gebiet an, welches aus G entsteht, indem man um die Punkte 
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bzw. je einen Kreis k bzw. vom Radius £ ausschneidet; 
fuhrt man dann unter Beriicksichtigung der Singularitatseigenschaft der 
Greenschen Funktion den Grenzubergang £ 0 aus , so erhalt man 

unmittelbar — das Randintegral iiber den Rand jT von G verschwindet 
wegen der Randbedingung — die Symmetrieformel in der Gestalt 

Die Gyufideigefischdjt der GTeefischeu Fufiktion dfuckt sich hiet wie^ 
derum in folgendem Zusammenhange aus: 1st uix^y) irgendeine den 
homogenen Randbedingungen — etwa u = 0 — geniigende, in G sfetige 
und mit stetigen ersten und stiickweise stetigen zweiten AUeitungen ver-' 
sehene Funktion und gtU 

L[u\ = = —(p[x,y ) , 

so besteht die Relation 

u{x, y)=JjK(x, y; v) ‘^V • 

6 

1st andererseits ^{x,y) irgendeine mit ihren AUeitungen erster Ordnung 
in G stetige Funktion, so genugt die in G sietige Funktion 

« (^< y'’ v) 

G 

der Randbedingung, besitzt stetige erste und zweite AUeitungen und genugt 
der Differentialgleichung 

Au = —<p{x, y ) . 

Man beachte, daB im zweiten Teil fiir die Funktion (p(x,y) eine 
scharfere Differenzierbarkeitsvoraussetzung gemacM wird als im ersten 
Teil, was bei gewohnlichen Differentialgleichungen nicht notwendig war. 

Der erste Teil des Satzes folgt wieder fast unmi^ttelbar aus der 
Greenschen Formal (5 a) S. 239- Wir wenden diese fiir ^{x,y: i,r]) 
auf das Gebiet G — k an, welches aus G entsteht, wenn man um den 
Punkt x,y einen kleinen Kreis k vom Radius s mit der Peripherie n aus- 
schneidet; da im Integrationsgebiet zlK = 0 ist und das Randintegral 
iiber den Rand F verschwindet, so bleibt 

Beim Grenzubergang £ 0 strebt j n^ds gegen u, Jk ds gegenNull, 

H X 

woraus sich das gewiinschte Resultat 

u = l'I^K(pdi dt] 
o'' 

ergibt, Der zweite Teil des Satzes wird am einfachsten mit Hilfe eines 
von Riemann eingefiihrten Kunstgriffes bewiesen, wobei die voraus- 
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gesctzte Stetigkeit der ersten Ableitungen von <p{x,y) benutzt wird^. 
Wir zerlegen die Funktion ii{x, y) — f fK[x, y, i]) cp dr} in 

zwei Summanden, welche der Zerlegung K = — ^logr + y{x,y; ^,rj) 
der Greenschen Funktion entsprechen, namlich « = v + 

27iy{x,y) = — fj (p(i,t])logrdidr] , 

G 

xi^’V) = /Jy(^.y; 

'g 


Da die Funktion 7 (a;, iiberall mit ihren Ableitungen bis zur 

zweiten Ordnung stetig ist, so konnen wir Ax durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen bilden und erhalten wegen Ay ^0 sofort 
auch Ax = 0* Wir brauchen also, um zu berechnen, nur zu 
bilden. Die erste Ableitung kdnnen wir nock durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen erhalten. Bei Einfuhrung von Polar- 


koordinaten r, nimmt das Integral J f (p{$jrj)logr d$drj die Gestalt 

fJ<prlogrdrdi9 an; differenzieren wir vor Einfuhrung der Polarkoor- 

dinaten nach x, so erhalt das Integral die Gestalt l^j^(pcos&drd‘&, 

G 

wobei der Integrand stetig bleibt. Wir erhalten, wenn wir zur Ab- 
kiirzung fur den Augenblick — = S(^, y; y) setzen, 


Wz= jjSx(pd^d7]. 
G 


Hier beachten wir nun die Tatsache, daB S* = — Sj ist, so daB wir 
auch schreiben kSnnen 

- jjSs<pd^dri , 

0 


und diese Formel erlaubt uns, durch Teilintegration die Ableitung 
herauszuschaffen, so daB wir dann noch einmal unter dem Integral 
differenzieren konnen. Wir erhalten 


— [ S(pdfj +JJ' S<p^didj] 
r G 

und weiter 

Vxx — “ J S^cpdr] + yj Sa^cp^d^dy = ^ S^cpdrj — J S^qp^d^dy . 


1 TatsacMich gemigt die bloBe Stetigkeit von cp nicht, nm einen SchluB anf 
die Existenz stetiger zweiter Ableitungen zu erlauben; die im Text gemachte 
Voraussetzung ist allerdings scharfer als nbtig. 



j|3 Schwingxings- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik 


Ebenso ergibt sich 

I [S,,(p,,d^dt] 
r '(I 

und somit , - . . 

Ay> = ^ — (pds— j j [S:(pc + S,,q},,)d^d‘i] . 

r 'a 

Wenn wir nun rechts das Doppelintegral nicht uber das ganze 
Gebiet G erstrecken, sondern iiber ein Gebiet welches ans G durch 
Ausschneiden eines kleinen Kreises k mit dem Radius e und der Peri- 
pherie K urn [x, y) entsteht, so konnen wir schreiben 

Axp = j — lim U -b Sy(p,^)d^di ] . 

P 

Hier formen wir rechts das Doppelintegral nach der Greenschen Formel 
um und erhalten, da in G iiberall JS = 0 ist, 

Ay; = /|| <pds-JI§ <pds + l^^ f^^<pds = Ikn j^^<pds. 

Das rechts librigbleibende Randintegral iiber x geht aber fiir e -> 0 
in —<p {x, y) iiber, wie wir schon friiher sahen, und somit ist das Be- 
stehen der „Poissonschen Gleichung" Af=—<p bewiesen. 

Fiir die Potentialgleichung in drei Dimensionen « = —(p{x,y,z) 
und fiir das zugehonge Eigenwertproblem der Gleichung 

Ah 0 

erhalten wir wortlich entsprechende Resultate. Nur tritt hier eine andere 
Singularitat fiir die Greensche Funktion auf, namlich die Singularitat 
i 1 

— 7' — G , ; — > derart, daB die Greensche Funktion 

+ 45ty(flr - + (y - + (2 _ f)i! 

Hx, y, Z\ I rj, t) die Form K(x, y,z;^, r], C) = ^7 + y(x,y,z; rj, f) 

besitzen muB, wobei y{x,y,z;^,7},^) mit den Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetig ist. Die Funktion ijAnr selbst ist eine Grundldsun^ 
der Differentialgleichung Ju = 0 (vgl. S. 304 und 326). 

Die Frage nach der Existenz der Greenschen Funktion ist im Falle 
partieller Differentialgleichungen keineswegs mehr so leicht zu er- 
ortern wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen. Wir werden den 
allgemeinen Existenzbeweis erst spater im Zusammenhang mit den 
direkten Methoden der Variationsrechnung erbringen und miissen uns 
hier darauf beschranken, entweder die Existenz der Greenschen Funk- 
tion zu postulieren oder aber uns mit denjenigen Fallen zu begniigen, 
in denen uns wie im nachsten Paragraphen die explizite Aufstellung 
der Greenschen Funktion gelingt. Hat man aber erst einmal die Green- 
sche Funktion, so verlaufen die weiteren Uberlegungen durchaus parallel 
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mit denen bei gewobnlichen Differentialgleichungen. Wir betrachten 
hier — mit p > 0 — das Eigenwertproblem fur die Differentialgleichung 

(104) Av + XQ{x,y)v := 0 

bei den gegebenen homogenen Randbedingungen. Zufolge der Grund- 
eigenschaft der Greenschen Funktion folgt aus (104) sofort die homogene 
Integralgleichiing 

v(x,y) = xfjK{x,y; Q(^yY])v{^,7])di drj , 

G 


Betrachten wir also den symmetrischen Kern 
K = ^iQ{x,y)Q{^,r)) , 

so geniigt die Funktion 

u{x,y) = f^x, y)v{x, y) 

der symmetrischen homogenen Integralgleichung 

(•105) u{x,y) = }‘.[lK{x,y; 

V 


iind wegen der Umkehrbarkeit der Beziehungen ist also das Eigenwert- 
problem der Differentialgleichung (104) mit dem der symmetrischen 
Integralgleichung (105) voUstandig aquivalent. Diese Integralgleichung 
gestattet die Anwendung der Theorie Von Kap. Ill, da der Kem zwar 
an einer Stelle des Integrationsgebietes unendlich wird, aber doch nur 

so, daU das Integral jjK{x,y;ltjYdidri existiert und eine stetige 

G 

Funktion der Variablen y ist. Es folgt also die Existenz der Eigen- 
werte , ^ 2 , ... und eines zugehdrigen Systems von Eigenfunktionen 
ViyV^, , , , bzw, wobei wir die Funktionen Un als normiert 

annehmen konnen. 

Ist w{x,y) irgendeine Funktion mit stetigen ersten und zweiten 
Ableitungen, welche der Randbedingung genugt, so laBt sie sich nach 
unserem Satze uber die Greensche Funktion quellenmaBig in der Form 

w(x, y) = / [K(x,y; ^,^])h(l‘rj)di dt] 

G 


durch die Funktion h —Aw darstellen. Wir erhalteu also das Re- 
sultat: Jede mit stetigen Ahleitungen bis zur zweiten Ordnung versehene, 
den Randbedingungen genugende Funktion w{x,y) Id^t sich in eine absolut 


oo « 

und gleichmafUg konvergente Reihe = ^Cr,Vn(x,y), I gwv^dxdy 

71 = 1 g 

nach den Eigenfunktionen entwickeln. Die normierten Eigenfunktionen 
bilden also ein vollstdndiges orthogonales Funktionensystem. 

Zum Unterschied gegeniiber gewohnlichen Differentialgleichungen 
muB hier hervorgehoben werden, daB wegen des XJnendlichwerdens der 
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Greenschen Funktion der Mercersche Satz nicht angewandt werden 
kann, so daB wir trotz des positiv definiten Charakters des Kernes 
nicht anf das Bestehen der Gleichung 


Hx,y, ^.tj) = 


oo 



Vh(^, y) Vn(S>V) 
4 


schlieBen konnen. Unsere allgemeine Theorie beweist lediglich die 
weniger besagende Relation 


lim 

m’^oo 



Vni^.y) vAS.v) 
4 


2 

\dxdy=^0. 


Die Betrachtungen bei der allgemeinen sich selbst adjungierten 
Differentialgleichung 

fAv^ + PyVy — qv + Iqv = 0 


verlaufen durchaus parallel den eben durchgefuhrten, so daB wir uns 
damit begntigen konnen, festzustellen, daB auch die Ergebnisse wort- 
lich dieselben bleiben. Der einzige hervorznhebende Unterschied ist, 
daB jetzt die Greensche Funktion die Form haben muB 

Kix, y; I, Jj) = - ’ 

wobei y{x,y\ f in der Umgebung des Quellpunktes mit den Ablei^ 
tungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist (aber im allgemeinen nicht 
mehr der Differentialgleichung genugen wird) und a eine passend zu 
bestimmende mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ver- 
sehene Funktion bezeichnet, ftir welche identisch a(f, t/) = 1 gilt. 

Bei partiellen Differ enUalgleichungen hoherer Ordnung ist ebenfalls 
der einzige wesentliche Unterschied die andere Form- der zur Green- 
schen Funktion gehorigen Singularitat. Betrachten wir etwa — in zwei 
unabhangigen Variablen — ■ die Differentialgleichung der Platte 

AAv = ^(p(x,y) , 


so werden wir die Greensche Funktion auBer durch die Randbedingungen 
und durch die Forderung zl,-dK = 0 dadurch festzulegen haben, daB 
wir ihr die Gestalt vorschreiben 

K = ~~r^lo%r + y{x,y, 


wobei y{x,y, (, i]) eine mit ihren Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
stetige Funktion ist. DaB die angegebene Singularitat tatsachlich die 
richtige ist, d. h. einer Einzelkraft entspricht, wird der Leser leicht 
selbst bestatigen. Im iibrigen sei betont, daB die Funktion y^logr 
selbst eine „Grundl6sung‘' von AAv = 0 ist. 
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In diesem Falle lehrt uns der Ubergang zur Integralgleichung wieder 
die Existent der Eigenwerte und eines zugehorigen vollstdndigen Orthogonal- 
systems von Eigenfunktionen, nach denen sich jede den Randbedingungen 
geniigende, mit stetigen Ahleitungen bis zur vierten Ordnung versehene 
Funktion im Grundgebiet G in eine absolut und gleichmdl^ig konvergente 
Reihe entwickeln Idjit. 


§ 15. Beispiele fiir Greensche Funktionen. 

1. Gewohnliche Differentialgleichungen. Um die Theorien des 
vorigen Paragraphen an Beispielen zu erlautern, betrachten wir die 
wichtigsten der fruher behandelten Differentialgleichungen. 

Die Greensche Funktion des Ausdruckes 




L\u\ = 

bei den Randbedingungen u{0) = w(l) =0 ist fiir das Inter vail (0,1) 

(1 — ^)% fiir X < ^ , 

(i-— x)i fiir . 

Bei den Randbedingungen ^(0) =0, w'(l) = 0 wird die Greensche 
Funktion 

\x fiir 
[i fiir x^ 

Fiir das Intervall —1 und die Randbedingungen 

^^( — 1) == u{i) = 0 

ergibt sich 






■h{\x — $\ +ac| — 1 }, 


was man auch durch Transformation aus dem ersten Beispiel er- 
halten kann. Fiir das Intervall O^x bei den Randbedingungen 
ii{0) == — w(l), u'{0) == —u\i) dagegen gilt 

K(^, = 

Die Greensche Funktion des zur Besselschen Funktion nujlter Ord- 
nung Jq{x) gehorigen Differentialausdruckes 

L[u] = xu''-{- u 


fiir das Intervall 0 ^ ^ ^ 1 
endhch"' lautet 

Hx. f)- 


und die Randbedingungen „w(l) =0, w 
— log^ fiir x:^^, 

— logj^i; fiir x'^^, 


( 0 ) 


was man alles auf Grund der allgemeinen Regeln des vorigen Para- 
graphen leicht ableitet und bestatigt. Die zu den Randbedingungen 
„w(l) = 0, u[0) endlich'" gehdrige Greensche Funktion des Differential- 


ausdruckes 


L[u'\ = (xi/)' -—u, 

X 


Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 


21 



322 Scliwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 


der der Besselschen Funktion Jn{x) zugeordnet ist [vgl. (28)], lautet 


bzw. 





Als weiteres Beispiel betrachten wir den Differentialaxisdruck 

;,2 

L[u]= {(\ ~ x^)u'y — , 


der f iir A = 0 , 1 , 2 , . . . zu den Legendreschen Kngelfunktionen nullter, 
erster usw. Ordnung gehort. Das zugehorige Intervall sei —i ^ + 1 , 

die Randbedmgungen : Endlichbleiben an beiden Endpunkten. Man 
kann sofort eine bei = — 1 endlich bleibende Dosung von L[u] = 0 

h 


( 1 -l— *> 

- — ~ ) , ebenso eine fur = +1 endlich bleibende 

Losung Cg . Aus diesen setzt sich nach den Regeln von § 14, 2 

die Greensche Funktion folgendermaJBen zusammen: 

h 


bzw. 






■ X\-2, 


2h\\ — ^ \ + X, 


(X^^) 

{X^S). 


Nur fur h = 0 versagt dieses Verfahren, und mu6 es auch nach unserer 
allgemeinen Theorie, da fur /j = 0 die Gleichung L[n] = 0 die durchweg 
regulare, beiden Randbedmgungen gemigende normierteLdsung u = \ /y'2 
besitzt- Hier also mufi eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
aufgestellb werden, welche der Differentialgleichung 

L[u\ = I 

genugt. Wir finden sehr leicht fiir diese Funktion den Ausdruck 


.“•ilog[(f + — I)] + c fiir x"^^ , 

wobei c = log 2 — + ist. 

Als weiteres emfaches Beispiel fiir das Auftreten einer Greenschen 
Funktion im erweiterten Sinne sei der Differentialausdruck 


L[m] = w" 

betrachtet fiir das Intervall — 1 -(-■1 und die Randbedingungen 

der Periodizitat « (— 1) = « (1) , w' (-t) = «' (i) . Da hier 1 /y2 eine regu- 
lare, beiden Randbedingungen gemigende Losung von !.[«] = 0 ist (es 
handelt sich physikalisch um die beiderseits freie Saite), so miissen wir 
eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne aus der Differential- 
gleichung , 



§15- Beispiele fur Greensche Funktionen. 


323 


konstruieren. Wir erhalten leicht 


Mit alien diesen Greenschen Funktionen als Kernen konnen wir nun 
die entsprechenden Integralgleichungen bilden, dock ist es nicht notig, 
diese explizit hinzuschreiben. Dagegen wollen wir, die folgenden zu 
unseren Beispielen gehorigen Bilinearformeln betrachten: 


00 

2 sinn.i^x smn^c^ \ 

^2 j 

n—1 

\{i -i)x 

i (1 - ^) 1 

VP All 

00 

2 sin(M 4- J) + ^) | 

^ {n + “■ 1 

n-O 

\x 


[I 

{X^$). 

CO 

1//.. M >5:7 {« + j)p„(;tr)p„(i-) 

^ n(n + i) 

n»=l 


_ j -3 log[(l -X){i + 1)] + log2 

- 1- ■ fiir 

x^S. 

j— i log[(l + x)(l — ^)] + log2 

— fiir 

f • 


Besonders hervorheben wollen wir schlieBlich noch die Greenschen 
Funktionen und Integralgleichungen, welche zu den Polynomen bzw. 
den Orthogonalfunktionen von Hermite und Laguerre gehoren. 

Die Differentialgleichung (49) der Hermiteschen Orthogonalfunk- 
tionen : 

y! (1 — y “h = 0 


besitzt fiir die Randbedingungen der Regularitat im Unendlichen 
A = 0 als Eigenwert. Um die Notwendigkeit der Konstruktion einer 
erweiterten Greenschen Funktion zu vermeiden, betrachten wir den 
Wert A = —2, welcher sicher kein Eigenwert ist (vgl. S. 283), nnd 
konstruieren demgemaB die Greensche Funktion zum Differential- 
ausdruck 

L\u\=-u' -{\-\-x^)u 


bei der Randbedingung des Verschwindens fiir = ±00. Um die all- 
gemeine Losung der Differentialgleichung L\_y] == 0 zu erhalten, gehen 

wir von der Bemerkung aus, daB u{x) eine Losung von L[w] = 0 

ist. Wir setzen die allgemeine Losung in der Form u = an und er- 
halten fiir w sofort die Differentialgleichung 

vi!^ 2w'x = 0 , 

die auBer der selbstverstandlichen Losung = konst, noch die Ldsungen 

a: • 

w = c^j dx 

Ci 


21 
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besitzt. Somit ergibt sich: 


a;* ^ 


u = f dx . 


Die ftir = +00 bzw, jn; = — 00 verschwindenden partikularen Lo- 
sungen ergeben sich hieraus als 


00 

ae^ 


X^ X 


bzw. be^je'^^^dx. 


Aus ihnen erhalten wir fiir die Greensche Funktion sofort den Aus- 
druck^ 


K(^, 


— 6 2 / g-t‘ H 

fit J j 

-CO 4 


fiir 



oo 

r 



±e 2 le-^dt 
fit J J 

e-t'dt 

fiir 



Der Faktor \/^ 7 t kommt dabei durch die Normierung des Sprunges 
auf Grund der Integralformel 




e-t'dt = 1 


zustande. 

Die Differentialgleichung L[u] + Xu = Q bzw. die Integralglei- 

00 

Chung u{x) = xjK{x,i)u{i)d^ besitzt die Eigenwerte X = 2n + 2 


{n = 0, 1,2, . . .) und die Eigenfunktionen 

f! 

X 

Die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e ^ Ln(x) geniigen der 
Differentialgleichung 

u Xu = 0 

fiir die Eigenwerte A = w(w = 0,l,2,...). Wir betrachten die Dif- 
ferentialgleichung fiir den speziellen Wert 2 = — 1 und definieren 

L[u] = xu-"+u'-(^ + ^]u. 

' ' X 

Die Differentialgleichung L[u] = 0 hat die spezielle Losung . Wir 
setzen die allgemeine Losung in der Form an 

Z 

8 , u = we^ 


^ Vgl. Neumann, R : Die EntwicMung wiUktirlicher Funktionen usw. Diss. 
Breslau 1912 . 
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und erhalten dann fiir w ganz ahnlich wie oben 

X 

w ^ Cl 

Ci 

SO daB die beiden partikularen Losungen, die fiir = 0 regular sind 
bzw. iiiT X = +00 verschwinden, durch die Ausdriicke 


X 

ct c 


bzw. be^ 




dt 


gegeben werden. Aus ihnen setzt sich die Greensche Funktion fiir die 
in § 10, 4 aufgestellten Randbedingungen wie folgt zusammen: 


K(:^, 


Der Differentialausdruck 


n 

: 00 

"PT 


dt 


dt 


fiir , 

fiir . 


L[u\ = u" 


fiir das Intervall — oo < < ;» mit den Randbedingungen des End- 

lichbleibens besitzt keine Greensche Funktion, entsprechend der Tat- 
sache, daB die homogene Gleichung «"= 0 die im Unendlichen regulate 
Losung u — konst, hat. Dagegen gehort zu dem Differentialausdruck 

L[m] = u"— u 

die Greensche Funktion 

und die mit ihr gebildete singulare Integralgleichung 

oo 

(p[x) = 


besitzt als Streckenspektrum alle Werte A = 1 + 5^ ^ 1 mit den Eigen- 
funktionen (vgl. § 12). Die bilineare Relation wird hier 

reprasentiert durch die Integralformel 

CX3 O® 

1 rcossxcoss^ + sinsxsins^ 1 fcoss(x-^)^ 1 

_j 

0 0 

Als Beispiel einer Greenschen Funktion zu einem Differential- 
ausdruck vierter Ordnung betrachten wir die zu L[m] = fiir das 
Intervall 0 ^ z ^ 1 gdiorige Greensche Funktion bei den Randbedin- 
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gungen m{0) = m(1) = m'( 0) = «'(1) = 0 (beiderseits eingespannter 
Stab). Man erhalt ohne Schwierigkeiten 

= + iiir 

und entsprechend fiir 

2, Greensche Funktion von Au fur Kreis und Kugel. Die einfach- 
sten und interessantesten Beispiele Greenscher Funktionen fiir partielle 
Differentialgleichungen liefert der Potentialausdruck Au fiir ebene oder 
raumliche Gebiete. Fiir einige Gebiete gelingt es, die Greenschen Funk- 
tionen explizit durch bekannte transzendente Funktionen auszudriicken. 

Dabei ist es zweckmaBig, sich die anschauliche Bedeutung der 
schon friiher eingefiihrten Singularitatenfunktionen fiir die Potential- 
gleichung vor Augen zu halten, wobei wir wegen einer ausfiihr- 
lictieren Behandlung auf die systematische Darstellung der Potential- 
theorie in Band II verweisen. Betrachten wir den Raum von drei 

Dimensionen, so ist die Funktion 1 = 

das Newtonsche Potential einet imQueUpunkte C konzentrierten Masse 
der Grd^e 1, d.h. wir erhalten dutch Differentiation nach irgendeiner Ko- 
ordinate x, y, z die negativen Komponenten des Kraftfeldes, welches nach 
dent Newtonschen Anziehungsgesetz die Masse 1 im Quellpunkt um sich 
herum verbreitet. Haben wir in einem Raumstiick G eine stetige Massen- 
verteilung mit der Dichte Qix,y,z), so stellt sich ihr Potential durch 
ein Integral der Form 

“///e I’ 0 j). + 1, 1 ,). + iiTT? 

dar, wobei das Integrationsgebiet eben dieses Raumstiick ist. Dieses 
Potential der Massenbelegung q geniigt auBerhalb G der Gleichung 
Au = 0, in G — sofern Q differenzierbar ist — der Gleichung 
Au = , wie wir oben sahen, 

Haben wir im Raumstiick G eine Verteilung diskreter Massen- 
punkte, so erhalten wy: das zugehorige Potential durch entsprechende 
Summation iiber die einzelnen Massenpunkte. 

Im Falle zweier unabhangiger Variabler x, y liegen die Verh^tnisse 
ahnlicb. Hier tritt die Funktion log 1/r an die Stelle von i/r, und wir 
sprechen daher von einem logarithmischen Potential. 

Wir betrachten die einfachste Randbedingung, namlich w = 0, und 
stellen zunachst die Greensche Funktion fiir Kreis und Kugel auf. Zu 
beiden fiihrt uns die elementargeometrische Tatsache, da6 der Kreis 
bzw. die Kugel der geometrische Ort fiir alle Punkte ist, deren Abstande 
von zwei Punkten Pg ein konstantes Verhaltnis haben; genauer, 
wenn Pj : 0,ri) bzw. irgendein Punkt im Innern des Kreises 
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= i bzw. der Kugel + y^ + ==^ i ist und der Punkt 

mit den Koordinaten bzw. 

— sein Spiegelpunkt ist (also notwendig auBerhalb liegt), wenn 
P H- ^ C 

ferner die Entfernungen des beliebigen Punkt es P: [x,y) bzw. 

{%,y,z) von Pj und Pg bedeuten, so ist das Verhaltnis konstant, 
wenn sich der Punkt P auf der Kreisperipherie bzw. der Kugelober- 
flache bewegt, und zwar ist der Wert dieses Verhaltnisses gleich ■|/|2_|„ ^2 

bzw. y|2 _|_ 7^2 _j_. ^-2^ beachten wir, daB die Funktionen — — log^i, 

1 11 

logro bzw. die Funktionen - — Ldsungen von zl^ = 0 sind 

^ ^ A^iVi 

und daB — ™logrj bzw. — gerade die richtige fur eine Grundlosung 

Z iTT ^ jr r 2^ 

vorgeschriebene Singularitat im Punkt e P^ besitzt. Somit haben wir 
in den Funktionen 


bzw. 


K (X, y, z; I 


gerade die zu der Randbedingung u ^ 0 gehdrigen Greenschen Funk- 
tionen fiir Kreis und Kugel; denn diese Funktionen verschwinden auf 
der Oberflache. 

3 . Greensche Funktion und konforme Abbildung. Im Falle 
von zwei unabhangigen Variablen kann man sich ganz allgemein die 
funktionentheoretische Tatsache zunutze machen, daB die Greensche 
Funktion die konforme Abbildung des Gebietes G auf den Einheits- 
kreis liefert. Es sei ^=::f(x + iy) eine analytische Funktion, welche 
das Gebiet G so auf den Einheitskreis der f-Ebene konform abbildet, 
daB der Punkt r/ aus G in den Nullpunkt des Einheitskreises iiber- 

geht; dann ist ~ -^log|/(j]i!;+ ^*y)l die gesuchte Greensche Funktion 

von G, Wir besitzen daher die Greensche Funktion fiir alle solche 
Gebiete, welche wir konform auf einen Kreis abbilden konnen. DaB 
dies alle stiickweise glatt berandeten einfach zusammenhangenden Ge- 
biete sind, ist einer der wichtigsten Satze der Funktionentheorie^. 

4 . Die Greensche Funktion der Potentialgleichung fiir eine Kugel- 
oberflache, Ein einfaches Beispiel fur das Auftfeten einer Greenschen 
Funktion im erweiterten Sinne liefert uns die Differentialgleichung 
/I * 0 (s. § 8 und § 9, 1 ) mit der Bedingung der Regularitat auf der ganzen 
Kugelflache auBer im Quellpunkt. Da die Funktion u = 1 /]/ 4 :t: dieser Be- 
dingung geniigt, so muB man eine Greensche Funktion im erweiterten 
Sinne konstruieren, welche der Differentialgleichung A*u=^\/A7tgenngt 

1 Vgl. Hurwitz-Courant: Funktionentheorie, 3. Aufl (Berlin 1929), S 389 
bis 423, insbesondere S. 390—398. 
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Man erhalt diese Funktion sehr leicht, indem man von der Invarianz- 
eigenschaft des Ausdruckes /l*u gegeniiber beliebigen Drehungen der 
Kugel Gebrauch macht, Legen wir den Quellpunkt Pj der Greenschen 
Funktion zunachst in den Nordpol a? = 0, so sehen wir sofort, daB 
wir die Differentialgleichung /l*u == i/47t durch die nur von der Koor- 

dinate abhangige Funktion — ^ log ^2 sin befriedigen kdnnen. 

Wegen der Drehungsinvarianz ist also, wenn wir mit (p\ di, (p^ den 
spharischen Abstand zweier Punkte P:{d',(p) und -Pi '• , 9^i) der 

Kugeloberflache bezeichnen, 

K (*?, (p ; <pi) = - ^ log (2 sin -l) 

eine nur fur P = Pj nichtregulare Ldsung von /l*u== i/47t. Da diese 
Funktion auBerdem fur P = genau die richtige Singularitat auf- 
weist, so stellt sie die gesuchte Greensche Funktion dar. Nimmt man sie 
als Kern einer Integralgleichung 

—2nY[^, (p) = X jj iog^2sin|jy(i?i, 9?i) d'&^dcp^ , 


SO gehoren also zu ihr die (2n + 1)“fachen Eigenwerte ^==n(^H-l) und 
die entsprechenden Eigenfunktionen Y = Y^[d',(p) und keine anderen. 

5. Die Greensche Funktion der Gleichung zlu = 0 fiir ein Recht- 

flach^. Die Begrenzungsebenen des Rechtflachs seien 

he ^ 

y==^— , Dann konstruiert man zur Herstellung der zur 

Randbedingung w = 0 gehorigen Greenschen Funktion mit den oben 
festgesetzten Eigenschaften in natiirlicher Verallgemeiiierung des bei 
der Kugel (§15, 2) benutzten Verfahrens das zum Ausgangsrechtflach 
gehorige Gitter mit den Eckpunkten \) a, (w + (n + J)c) 

[k, 0, ±1, ±2, . . .) und spiegelt den Punkt t) wiederholt 

an den Gitterebenen. Dadurch ergibt sich ein System von Punkten 

+ ^r + (~l)”f). Wir denken uns in 

jedem dieser Punkte je eine Masseneinheit konzentriert, und zwar eine 
positive Oder negative, je nachdem, ob ^ + w + w gerade oder ungerade 
ist. Man wird dann vermuten, daB das Potential einer solchen Massen- 
verteilung in den Gitterebenen gleich Null ist, weil dort die Beitrage 
der einzelnen Masseneinheit en sich wegheben. So kommt man auf den 
folgenden Ansatz fur K * : 


( 106 ) 


K = -i y y V 

-oo m— -oo n 


^30 ’!> y- 


1 Die Konvergenzbetrachtungen und die Durchfiihrung der Rechnungen dieser 
Nummer verdanken wir Herrn A. Ostrowski. 

* Vgl. B. Riemann und K. Hattendorf; Schwere, Elektrizitat und Magne- 
tismus, S. 84—88. Hannover iS80. 
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mit 

N{k,m, n; z) = [ka -f (— 1)^^ — xY + [mh + (— 1)^^ — yf 

+ + (— 1)”C “ * 

Hier muB allerdings, da die Konvergenz hochstens bedingt sein kann, 
die Summationsfolge noch genauer diskutiert werden. Wir bezeidhnen zu 
diesem Zwecke allgemein den Ausdruck 9 ? (^ + i) — (p{k) , (p[k) eine 

beliebige Funktion von k ist, mit Ajecpik). Dann konnen wir im Ausdruck 
fiir K bei festem k und m die innere Summe nach % unter Weglassung 
des Faktors so schreiben: 

N\k,m) ‘ ■' ^ ^ 


V A„-==J= = - y , . 


da \im N{k,m,n) =00 ist. Dieselbe Transformation wendet man auf 

\n -^00 

die Summen nach m und k an und erhalt, da lim N'{k,m) = 0 ist, wie 
sogleich bewiesen werden wird, lwl->oo 

m=±l,±3,... m==0,±2,±4,... 

ferner . i 

K = i 4W"W --r. 2 ■ 

i=±l,±3,... i:=0,±2,±4,... 

da auch lim N''{k) = 0 gilt. Zusammenfassend erhalten wir die Trans- 

l*l->-oo 

formation 


(107) 


k m ft 


^ (k, m, n) ’ 


wo jeder der drei Summationsindizes entweder iiber alle geraden oder 
iiber alle ungeraden ganzen Zahlen von — oo bis -hoo lauft und vor der 
ganzen Summe das Vorzeichen + oder — steht, je nachdem, ob die 
Summation eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen iiber alle ge- 
raden ganzen Zahlen lauft. 

Zum Nachweis aUer unserer Behauptungen geniigt der Beweis der 
absoluten Konvergenz der letzten Summe. Dieser Beweis folgt unmittel- 
bar aus der Abschatzung ihres allgemeinen Gliedes; 

yN (k, m, n) 

^ ^ ^ (^1 1 ^ I ~l~ ^i) (^2 1^1 (<^3 I ^ I ~l~ gs) f 

fiir x^ + y^ + z^<h, + f+ ^<h, > Ci(h), 

di = dj^{h), , C 3 = Csih), c — c{h) . 

Diese Abschatzung ergibt sich dutch dreimalige Anwendung des Mittel- 
wertsatzes der Differentiakechnung und aus der Ungleichung zwischen 
dem arithmetischen und geometrischen Mittel. 
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Zugleich ergibt sich auch die Gleichmafiigkeit der Konvergenz 
in X, y, z, ^, 7 }, f , wenn nnr iiber k, m, n mit + n^> c^{h) 

summiert wird, so daC N{k,m,n) fur kein Tripel dieser k, m, n ver- 
schwindet. 

Dieselbe tTberlegung ergibt die absolute und in x, y , z, ^ 

gleicbniaJ3ige Konvergenz aller durch gliedweise Differentiation ge- 
bildeten partiellen Ableitungen der Summe (107) fur 
^2 _j_ ^2 ^2 > C^[h) . 

Nunmehr folgt ohne Schwierigkeit, daB (107) die gesuchte Greensche 
Funktion ist; natiirlich haben (106) und (107) nur so lange Bedeutung, 
als kein N{k,m,n) verschwindet. DaB die Forderungen 1 und 3 (§ ^4, 5) 
erfiillt sind, bedarf keines Beweises. Fur die Forderung 2 etwa in der 
Ebene x = a/2 benutzen wir die Darstellung 

A;=±l,±3, .. 

Da fur x^al2 die endlichen Summen ^ AkN"{k) verschwinden, weil 

k=-±i,±s ±a+i) 

sich die einzelnen Glieder paarweise wegheben, ergibt sich K = 0 . 
Ebenso zeigt man, daB die Forderung 2 in den anderen Ebenen des 
Gitters erfiillt ist. 

Die Summe (106) hat bereits Riemann durch ein Integral uber ge- 
wisse Thetaprodukte dargestellt. Diese Riemannsche Darstellung laBt 
sich folgendermaBen ableiten. Wir gehen von der Gleichung 

(.> 0 ) 


aus und setzen in ihr fiir s den Ausdruck N(k,m,n;x,y,z; 
Dann ergibt sich oo 


K = 



Konnten wir hier die Summation mit der Integration vertauschen, so 
wiirde folgen 

Q Jc m n Q 

wo die drei Faktoren unter dem Integralzeichen gegeben sind durch 

"OQ 


oo 

(-!)»»»? 

m— - oo 


n* -oo 
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und sich dutch die Thetafunktion 


»»?= -00 

ausdriicken lassen. 

Es handelt sich vor allem darum, die Formel (109) zu beweisen, 
und dabei macht der Punkt if = 0 die Hauptschwierigkeit, da die drei 
Reihen in der Nahe des Wertes ^ = 0 nicht gleichmaBig konvergieren. 
Wir beweisen zunachst, daB man die Summation nach k mit der Inte- 
gration vertauschen kann: 







Die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 1 bis 00 
ist leicht einzusehen. In der Tat gilt fiir den Rest der Summe h fiir 
i> i, p> P{^,x)'> 2 die Abschatzung 

'*1>P 


<e 




\k\>P 


-«>** 


< 


2e 






< 


1 - 


\M>p 




4 


und das Integral hieriiber von 1 bis 00 konvergiert mit gegen 00 wach- 
sendem p gegen Null. Andererseits bleiben auf der Strecke von 1 
bis 00 offenbar gleichmaBig beschrankt. 

Um die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 
0 bis 1 nachzuweisen, wird es nach einem bekannten Satz geniigen, die 
Beschranktheit der Partialsummen des Integranden zu zeigen. Nun ist 

00 00 

aber jede der beiden Summen ^ und welche sich zerlegen laBt, 

*=0 

eine alternierende Reihe, deren Glieder von einem bestimmten k an 
monoton abnehmen, und zwar hangt dieses k nur von f und x, nicht 
von if ab. Daher ist der Wert jeder Partialsumme der beiden Summen 
fiir alle jf > 0 zwischen festen Grenzen enthalten. Andererseits gilt Ent- 
sprechendes auch fiir die Partialsummen von und f^, so daB auch 
4 und fs selbst fiir if > 0 gleichmaBig beschrankt sind. Damit wird der 
genannte Satz anwendbar, und die Gleichung (110) ist bewiesen. Eine 
genau analoge Oberlegung beweist auch die Vertauschbarkeit der Sum- 
mationen nach m und n mit der Integration in den einzelnen Gliedern 
auf der rechten Seite von (109) » so daB nunmehr die ganze Relation (109) 
bewiesen ist. 
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Wir stellen nun K durch die Funktion ^oo 


/. = < 


26 i:^'(y + »;) 46 V 1 


-g-tHy+vY 




-)■ 




Auf die einzelnen Faktoren wenden wir die Transformationsformel fiir 
die Thetafunktion an: 




mit dem Hauptwert fiir die Wurzel. Setzen wir noch 

so ergibt sich 

/ f^i±i 


y jt 
’ 2a^ 


+00 Tcix-^) 3 ti +00 Je(x + B)n% 

L)fc»-cxi k—-oo 


(«i) - (cos*;.< y . S - cosi^^^) 


M . kjtx , kjii 

^ ^ qt sin sin 

at a a 


k-=l 

Analoge Ausdriicke ergeben sich fur /g, /g, und wir erhalten fiir K: 

<50 CXD 00 CX) n* Ik* , W»* fl*\ 

K = ‘ ' y V Vsin is sin if! . . . * -S' * a i, . 

abcj jLj jiLj a a c 

0 jfc=i «i«i ««=i 

Hier fiihren wir \jt^ = r dls neue Integrationsvariable ein und erhalten 

<50 cx> 00 n* (k* m* w*\ 

A* Tsmmi a «==1 *. = 1 


a 
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Diese Formel ist ein vollwertiger Ersatz fiir die Entwicklung der Green- 
scheix Funktion nach den Eigenfunktionen : 


K(a;, 


8 

ahcTt^ 


k^l n-1 


. ksix . kjt^ . 

sin sin • * sm — — 

a a c 


die man formal erhdt, wenn man Summation und Integration ver- 
tauscht, deren Konvergenz aber noch nicht bewiesen ist. 

Als der einfachste Ausdruck fiir K folgt aus (109) fnr ^ = l/^^‘ 


oo 



6. Die Greensche Funktion von An fiir das Innere eines Rechtecks. 
Das Rechteck R sei achsenparallel, mit einer Ecke im Ursprung und den 
anderen Ecken (a,0), (0,6), [a,h). Der Quellpunkt sei der Auf- 

punkt {x,y). Ist K(a;, die zur Randbedingung w = 0 gehorige 

Greensche Funktion, so muB K als Funktion von x und y im Innern 
von R eine LQsung Von Au — 0 sem, auf dem Rande verschwinden 

und nur im Punkte singular werden wie 

f = + {y—rjj^ ist. Es liegt nun nahe, ahnlich wie im Falle 

eines Rechtflaches, das zum Rechteck R gehorige Gitter zu konstruie- 
ren, den Punkt an den Gittergeraden wiederholt zu spiegeln und 
jeden der so entstehenden Punkte als QueUe oder Senke von der In- 
tensitat 1 aufzufassen, je nachdem, ob er aus (I, durch eine gerade 
Oder ungerade Anzahl von Spiegelungen an den Gittergeraden entsteht. 

Um das Potential X der so entstehenden Massenbelegung zu bilden, 
konnten wir ahnlich wie vorhin durch' Summation einer unendlichen 
Reihe vorgehen. Es ist jedoch bequemer, unter Heranziehung der Funk- 
tionentheorie die zugehorige analytische Funktion (p{x-^iy) == Z + iY 
zu bilden, deren reeller Teil X ist. Dann mu6 

iy) = = ^27K<?y(a;+i2/) 

in und den durch Spiegelungen daraus hervorgehenden Punkten 
einfache Nullstellen bzw. Pole haben. Man setze nun je vier Rechtecke 
unseres Gitters zu Recht ecken eines neuen Gitters zusammen. Dann 
besitzt f{x + iy) in jedem Rechteck des neuen Gitters zwei einfache 
Nullstellen und zwei einfache Pole, die symmetrisch in bezug auf den 
Nullpunkt verteilt und bzw. mod (2 26) kongruent sind: 

Nullstellen : (|, r?) , ( — f , 

Pole: (— f,^), 
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Die einfachste analytische Funktion dieser Art ist die elliptische 
Funktion, die im Periodenrechteck mit den Ecken (a,b), (—a,b), 
{a, ~b), {—a, — b) die obigen NuUstellen und Pole hat und sich durch 
die zugehorige o-Funktion wie folgt darstellen laBt; 



(^ = 0 , ± 1 , ...) 
{I = 0 , ± 1 , ...) 


ist^. Setzt man in den Ausdruck von f{z) diese Darstellung ein und 

multipliziert faktorenweise, so ergibt sich, wenn e "* = 1 fair co = 0 
gesetzt wird, ^ (f = f , 

(o=^ka+lhi i — 2<X>)(z — t — 2co) ^ = 0, il, . . , 

I =0, ±t, .. .) 


Hier haben wir nur noch zu verifizieren, daB die Randbedingung er- 
fiillt ist, d. h. daB f{z) auf dexn Rande von R den absoluten Betrag i 
hat. Fiir z ^ x ^ 9i (j?) hat der Faktor mit co = 0 bereits den abso- 
luten Betrag 1, und die den iibrigen co entsprechenden Faktoren lassen 
sich paarweise entsprechend den konjugiert komplexen co so zusammen- 
fassen, daB der Zahler des einen Paares konjugiert komplex zum Nenner 
des anderen ist. Fiir z ^ x + ib multiplizieren wir zunachst nach I 
und dann nach k, Im Produkt nach I konnen wir den Exponential- 

faktor e weglassen, da die Summe ^ ^ uber I bei f estem k absolut 

konvergiert und einen reellen Wert hat. Die iibrigbleibenden Faktoren 
fassen wir paarweise so zusammen, daB, wenn dem einen Faktor 
(o^ka + Ibi zugeordnet ist, dem zweiten oo =^ka — {l — \)bi ent- 
spricht. Dann sieht .man sofort, daB das Produkt eines solchen Paares 
den absoluten Betrag 1 hat. Fur z = iy aber multiplizieren wir zuerst 
nach I und fassen fiir | ^ 1 > 0 je zwei solche Teilprodukte zusammen, 
die den Werten entsprechen. Dann konnen wir wiederum von dem 

Exponentialfaktor absehen, da ^ iiber I absolut konvergiert und 

einen reellen Wert hat. Die iibrigen Faktoren fassen wir dann paarweise 
so zusammen, daB dem einen Faktor co = ka + Ihi, dem anderen 
(o —ka Ihi entspricht. Dann besitzt jedes solche Produkt den 
absoluten Betrag 1 . Endlich wird der Fall 2 : = a + erledigt, indem 
man Faktoren zusammenfaBt, die 00 — ha + lhi und 00 = ’-(k — \)a + lbi 
entsprechen, und dann nach I multipliziert. So ergibt sich fiir die ge- 
suchte Greensche Funktion die Darstellung 


^ Der Stnch am Produktzeichen U bedeutet hier, daB o) = 0 ausziilassen ist. 
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2Jt \ o{z — CiO>^9 (O 2 ) o{ 2 Cf COi^W^), 


(z==^x + iy, c = f + ? = | — M?, 0)1= a, co^^ib). 

Diese soeben konstruierte Greensche Funktion konnen wir nach 

Qt JC 7€ 

den Eigenfunktionen j^sin^™A;sinmyy in eine, von einer Umgebung 

des Quellpunktes abgesehen, absolnt und gleichmaBig konvergente Reihe 
entwickeln, da die Theorie der Fourierschen Reihen die Entwickelbarkeit 
einer nur mit einer logarithmischen Unstetigkeit behafteten Funktion 
lehrt. Diese Reihenentwicklung lautet 


rj) 


^ sin^ — X smm ~ v sin^ ~ J sinm — v 

4 a ^ a h ‘ 

ahn^ 

w^ = l A:=l 


m 


+ - 






und ist ein Beispiel fiir die Gultigkeit der allgemein nicht bewiesenen 
Bilinearformel. 

7. Die Greensche Funktion fiir einen Kreisring. Wir nehmen die 
beiden begrenzenden Kreise so an, daB ihr Mittelpunkt im Ursprung 
liegt, das Produkt ihrer Radien gleich 1 ist (was durch eine geeignete 
Wahl der Langeneinheit zu erreichen ist), und bezeichnen demgemaB 
den Radius des inneren Kreises mit q^, den Radius des auBeren Kreises 
^2 niit q~^ , wobei q ein echter Bruch ist. Ist dann 0 der Quellpunkt, 
den wir vorlaufig als positiv-reell annehmen, z^x + iy der Aufpunkt, 
beide innerhalb des Kreisringes R, so reduziert sich unsere Aufgabe auf 
das folgende funktionentheoretische Problem: Es ist eine analytische 
Funktion / {z) zu bestimmen, die in c eine einfache NuUstelle hat, sonst 
in R regular ist und auf dem Rande von R den absoluten Betrag 1 
hat. Aus f{z) wird dann die gesuchte Greensche Funktion mit dem 
Quellpunkt c und dem Aufpunkt z nach der Forrnel zu erhalten sein: 

^{x,yJ.v) = -£mogf{z). 


Wir versuchen nun, die gesuchte Funktion /(z) iiber die beiden 
Kreise hinaus fortzusetzen, um so hinreichend viele funktionentheore- 
tische Daten zu ihrer Konstruktion zu finden. Zu dem Zwecke ordnen 
wir jedem Punkt z in i? einen Punkt z^ innerhalb durch die Glei- 
chung zzy = q zu. Riickfz gegen die Peripherie von k^, so ist dasselbe 
auch mit z^ der FaU, und zwar ruckt dann offenbar z^ gegen den kon- 
jugiert komplexen Punkt. Nun ist aber / (z) wegen der S 5 unmetrie der 
Annahmen als eine reelle Funktion anzusehen, d. h. eine solche, die in 
reeUen Punkten reeUe Werte und aUgemeiner in konjugiert komplexen 

Punkten konjugiert komplexe Werte annimmt. Daher strebt /(z) 
gegen den reellen positiven Wert | / (zq) wenn z gegen einen Punkt z^ 
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der Peripherie des Kreises riickt. Andererseits ist aber f{z) auf 
vom absoluten Betrag 1. Daher gilt fur f[z) auf k-^ die Gleichung 

(112) /(-^)/(-f-) = l. 

und diese Gleichung gilt dann identisch fur alle z. Ebenso liefert die 
Spiegelung an die zweite Funktionalgleichung 

(H3) ■ 

Da /(z) in c eine einfache NuUstelle hat, folgt durch sukzessive An- 
wendung dieser Relationen, daB /(z) in 

c, q^^c, q^*c, ... 

einfache NuUstellen und in den Punkten 

einfache Pole hat, also in den NuUstellen und Polen mit der Funktion 


F{z) = (l 




oz \\\ - q' 


,2v-l ^ 


ubereinstimmt. Fur diese Funktion F{z) gelten aber folgende Funk- 
tionalgleichungen vom Typus (112) und (113)* 

FWF(i)-l, 

wie man durch eine einfache Rechnung bestatigt. Daher kann man 
die Konstanten a:, & so bestimmen, daB aJ^F{z) den Funktionai- 
gleichungen (112), (113) geniigt und auf den absoluten Betrag 1 
hat, da i reelle Konstanten werden. Man erhalt die Werte 


a 


= ±icq^ , 


b = 


1 logg 

2 lOg^ * 


Wir w^Ien ftir a das negative Vorzeichen und erhalten 


/(^) 


9‘ « ““ (Fj - h) 

XJ[ ^1 -1 . 


Dieser Ausdruck laBt sich durch die Thetafunktionen 



oo 

■&^{z) — — /^(l — (1 — g2rg-2t«i!) ^ 

V=1 

= cjj{^ - (1 - g2 v-lg- 2,«z) 
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mit 


c = J7(i-?2v) 

v«l 


atisdrucken. Setzt man ^ == c = so folgt 


f[z) == iz 


%%7t0t 

logs' 


— * oc) 

'd'oiv + oc) > 


und der Realteil von log/(-^) verschwindet auf k^, natiirlich auch fiir 
komplexe c innerhalb JR, so daB iinsere Aufgabe wirklich gel5st ist. 


§ 16. Erganzungen zum fiinften Kapitel. 

1. Beispiele zur schwingenden Saite. a) Gezupfte Saite. Wir 
wollen fiir den Fall der gezupften Saite die Losung durch Superposition 
von synchronen Schwingungen darstellen. Zur Zeit = 0 sei der Saite 
an der Stelle x=^h eine Elongation h erteilt, welche linear bis in die 
beiden Endpunkte fortzusetzen ist; die Anfangsgeschwindigkeit sei 
Null. Dann hat die Entwicklung der Elongation u(pc,t) die Gestalt 


wobei 


u{xA) ^'^a^smnxcosnt , 


n«0 


~ sinn:^ dx 

0 

= ^ f sinnx dx -j- J sinnx dxj 


\o 

2h 


ist; es gilt also 


n^b(pi — h) 


sinnh 


, 2h ^^sinnbsmnx . 


b) Impulsanregung. Analog kann der Fall behandelt werden, in 
dem die Saite aus ihrer Gleichgewichtslage durch einen Impuls an 
der Stelle x = b aus der Ruhelage in Schwingung versetzt wird. Man 
erhalt oo 

u{x, t) ^^bnsinnxsinnt, 


nbn 



sinnx dx. 


Hier muB nun ein Grenziibergang vollzogen werden, indem die An- 
regungsstrecke sich auf den Punkt x = b zusammenzieht, doch so, daB 

7t 

das Integral ju^[x,0) dx ■=^ tiU konst ant bleibt. Man erhalt in der 
Grenze : o 


Courant-Hilbert, MathematiscUe Pbysik I. 2. AufL 


22 
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r sin^^6 


:2U- 


3tn 

oo 


xrt sin^& . . 

,{x,t) = 2V^ sm«#. 

n«l 


c) Erzwungene Bewegungen. Die allgemeine Losung der 
Differentialgleichung def erzwungenen Schwingung 

utt - «** = fix) cosnt 
mit periodischer auBerer Kraft lautet 


U‘ 


> 2 ^ 


-cosnt > siny^ 




Setzt man 


71 

J f{x) shi-vxdx 
0 

7t 

^ jf(x)smvxdx 


- '^smvxjay sinv^ + by cosvi ) . 


SO erhalt man bei den Anfangsbedingungen u(XjO) — 0, Ui[x,0) ~~ 0 
fiir das zugehdrige Integral 


u 


oo 

{x, f) = -^sinvx^—;^ {cosnt — cosv!:) . 


Hier iiberwiegt im allgemeinen das Glied 


- Cv 


■ sinvi^f(cos^^ — • cosr^) , 


sobald n sich dem Werte v nahert. Man iibersieht das Verhalten dieses 
Gliedes am besten, wenn man es in der Form darstellt 

— r 5- sinr:^? sin - — t sin — r— ~ t * 


diesen Ausdruck kann man als Darstellnng einer Schwingung sin --^-- 1 
mit variabler Amplitude sin - - - -— t auffassen. Die Schwingung wird 

wiederholt abwechselnd starker und schwacher, man hat die Erscheinung 
der „Schwebungen^'. In der Grenze, fiir n-^v, erhalt das betreffende 
Glied die Gestalt 

-^sinvjrsini^^ • , 

V 2 


die Amplitude wachst also mit der Zeit ins Unendliche. 

2. Schwingungen des frei herabhangenden Seils und Besselsche 
Funktionen. Ein homogenes Seil von der Lange und vom Gewichte i 
hange langs der der Richtung der Schwere entgegengesetzten ^-Achse, 
und zwar axn Punkte x ^ \ , so daB das freie Ende im Punkte x ^ 0 
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liegt. 1st dann u die Verriickung senkrecht zur A;-Achse, so ergibt sich^ 
fiir u die Differentialgleichung 

d^u _ 

di^ Sxy Sa; / 


Der Ansatz 


u^q{t)(p{x) 


fiahrt zur Zerlegung 


i. = — A = 

q <p 


und der Nebenbedingung: <p(l) = 0, 9 ?( 0 ) bleibt endlicb. 

Daraus erhalt man 

<p{x) = cj^{2px), 


wobei J^{x) die Besselsche Funktion von der Ordnung 0 bedeutet und 
wobei sich aus der Forderung Jq[2v) = 0 eine Folge von Eigenfrequen- 
zen y = yX bestimmt. 

8, Weitere Beispiele fiir explizit losbare Falle der Schwingungs- 
gleichung. — Funktionen von Mathieu. 

a) Kreissektor. Die Schwingungsgleichung Au + Xu^Q fiir 
einen in Polarkoordinaten dargestellten Kreissektor O^r 

(X wird wieder durch den Ansatz u ^ f[r) g[d) gel5st. Es er- 
gibt sich nach dem Muster von § 9, als System der Eigenfunktionen 

= sin , 

Oi 

wobei als Randbedingung = 0 genommen ist, J die Besselsche 

nn ^ 

Funktion des Index ~ bedeutet (vgl. Kap. VII) und die Eigenwerte 

aus der transzendenten Gleichung J ^K,m) = 0 bestimmt werden 
miissen. ~ 

b) Ellipse. Die Ldsung des Eigenwertproblems fiir die Ellipse 
ergibt sich durch Einfiihrung elliptischer Koordinaten (s. Kap. IV, 
§ 8, 3)- Es wird 

und der Ansatz T — fuhrt auf die Gleichung 


die dann und nur dann erfiiUt wird, wenn U und V Losungen der Diffe- 
rentialgleichungen 

^ (Hi + fjL) U, r'= {XX^ + ii)V 
Oder d^u i ! i \ y u + rr 

2 — ^ 2 / (^1 ^ i ) (^1 — ^ 2 ) 

und entsprechend fiir V sind. 


1 Vgl. Kneser, a. : Integralgleichungen, S. 39—43. 


22 * 
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Setzen wir 


2^2 — $1 — $2 




2 ^2 ^2 

— ^9 


cosv , 


so sind u und v reell; es ergeben sich Gleichungen der Form 


d^U 

dii^ 

dW 


= — (a,"^ ® of u -f- /x)U , 
= {}/ cosv + jLi')V , 


Die Losungen dieser Differentialgleichungen, die ja durch die Substi- 
tution u iv ineinander iibergehen, heiJBen Funktionen des elliptischen 
Zylinders oder Mathieusche Funktionen^. 

c) Zyklisches Viereck und Zyklidensechsflach. Alle be- 
handelten speziellen Bereiche, fur welche wir die Schwingungsgleichung 
und die Potentialgleichung durch Zerspaltung losen konnten, sind Spe- 
zialfalle oder Grenzfalle eines Viereckes oder Sechsflaches aus einem 
konfokalen System von zyklischen Kurven oder Zykliden (vgl. § 9 , 3 )* 
4. Parameter in den Randbedingungen 2 . Wir erwahnen noch 
kurz, wie man gewisse Randwertprobleme mit Parametern in den Rand* 
bedingungen auf Integralgleichungen zuruckfuhren kann. Es sei etwa 
die Differentialgleichung Au^O vorgelegt mit folgender Randbedingung 
auf der regularen Randkurve F eines ganz im Endlichen liegenden ein- 
fach zusammenhangenden Gebietes G: 

+ ^(5) = 0 , 


wo n die auBere Normale, k der Parameter, h[s) eine gegebene Funk- 
tion der Bogenlange s auf Tbedeutet. Man benutze diejenige Greensche 
Funktion K {x,y\ I, rj) des Gebietes G, deren Normalableitungen auf dem 
Rande verschwinden. Dann ergibt die Greensche Formel: 

n) = f y) + ft(s)] Y^(x, y; rj) ds , 
r 

wo der Punkt x, y die Kurve F durchlauft. Unter Benutzung der Para- 
meterdarstellung x=^a{s),y^b{s)im riiefern die Werte von K {x, y ; I, rj) 
eine symmetrische Funktion K {s,o) von zwei Variablen s,a: 

K(s, a) = K{a{s), b(s); a(a), h(a )) . 

Setzt man noch 

«(a{S), J(S)) = (p(s), 
jK{s,a)h{s)ds = f(a), 


1 Vgl. Whittaker, E, T. und G.N* Watson: A course of modern Analysis. 
3 . Aufl., S. 404—428. Cambridge 1920. 

* Vgl. Hilbert, P. : Integralgleichungen, S. 77 — 8 I. 
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SO erhalt die obige Relation fiir u die Gestalt 

/(cr) = 99(a) — xjK{s, G)(p{s) ds. 

Da die Bestimmung von u aus 9? (s) nur die Losung der ersten Rand- 
wertanfgabe erfordert, haben wir nur diese Integralgleichung zn unter- 
suchen, deren Kern nur fur a == s logarithmisch unendlich wird, so dafi 
die aUgemeine Theorie auf diesen Kern ohne weiteres anwendbar wird. 

Analoge Betrachtungen gelten fiir die aUgemeine sich selbst ad- 
jungierte Differentialgleichung zweiter Ordnung vom elliptischen Tjrpus. 

5 . Greensche Tensoren fiir Differentialgleichungssysteme. Der Ge- 
danke, welcher der Einfiihrung der Greenschen Funktion zugrunde 
liegt, laBt sich fast ohne Modifikation auf Probleme ausdehnen, bei 
denen es sich um Systeme von Differentialgleichungen handelt, z. B. 
um die Bestimmung eines Vektors u : (%, %, %) aus einer Differential- 
gleichung X[u] = — f, wobei f:(/i,/2,/3) ein gegebener Vektor ist. 
Unter einem zu vorgegebenen homogenen Randbedingungen, z. B. u = 0 
gehdrigen Greenschen Tensor % der Differentialgleichung L[u]=:— f 
verstehen wir eine Matrix 

/^ll ^12 ^ 13 \ 

® 0 ~ I K21 K22 ^2 3 1 

/ \^31 ^32 ^33/ 

von der Eigenschaft, dafi die Differentialgleichung L[u] = — f mit 
der Formel 

u{x,y,z) ==Jjf ®{x,y,z; r], C)d^drjdC 

Equivalent ist und daB jeder in dieser Form dargest elite Vektor u die 
Randbedingungen befriedigt, Dabei verstehen wir unter ®f den Vektor, 
der durch die iibliche Multiplikation der Matrix ® mit dem Vektor f 
entsteht, d, h. den Vektor mit den Komponenten 

^11/1 + 1^12/2 ^13/3 » ^21/1 + ^22/2 + K23/3 , ^31/1 + K32/2 + K33/3. 

Jede Kolonne des Greenschen Tensors stellt einen Vektor dar, der, 
abgesehen vom Quellpunkte x = ^, y^ri^ mit seinen Ableitungen 
stetig ist und der Differentialgleichung L[l^ = 0 und den Randbedin- 
gungen geniigt. Die Art seiner Singularitat im QueUpunkte entnimmt 
man leicht seiner ebenso wie im FaUe einer einzelnen Differential- 
gleichung bestehenden Bedeutung als EinfluBfunktion einer im QueU- 
punkte y^rj,z=^t angreifenden Einzelkraft. Der Greensche 

Tensor geniigt den Symmetriebedingungen 

y, z; I rj, f) == rj, f y, z ) , 

{p^> yt ^ C) V* ^ > X, y, z) , 

sobald, wie wir voraussetzen woUen, der Differentialausdruck L[u] sich 
selbst adjungiert ist, d. h* sich durch Variation eines quadratischen 
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Differentialausdruckes im Vektor u und seiner ersten Ableitung ergibt. 
Mit Hilfe des Greenschen Tensors erledigt sich das Eigenwertproblem 
usw. fur die Differentialgleichung L[u] + lu = 0 ganz analog wie im 
gewdlinlichen Falle^. 

6. Analytische Fortsetzung der Losungen der Gleichung 
Au + Xti = 0. 1st eine Losung von zlu + Xu^^O in einem abgeschlos- 
senen Gebiete G mit geradlinigem Begrenzungsstiick I nebst ihren Ab- 
leitungen bis zur zweiten Ordnung stetig und verschwindet auf I die 
Funktion u bzw. die normale Ableitung duj dn, so setzen wir die Funktion u 
in das aus G durch Spiegelung an I entstehende Gebiet G' fort, indem 
wir spiegelbildlich entsprechenden Punkten enrgegengesetzt gleiche 
bzw* gleiche Werte von u zuweisen. Dann ist die Gesamtfunktion im 
Gesamtgebiet G + G' eine mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ord- 
nung stetige Losung von Au + Xu^^o"^. Ahnliche Satze gelten fiir die 
Plattengleichung AAu ^ Xu 0. Man kann die Voraussetzung des 
Satzes ahnlich wie beim Spiegelungsprinzip in der Funktionentheorie 
noch weiter mildern, wozu der Leser die Hilfsmittel an spateren Stellen 
dieses Buches findet. 

7. Ein Satz iiber die Knotenlinien der Losungen von Ju + Au = 0. 

Schneiden sich im Innern eines Gebietes der (x,y)-Ebene, in welchem u 
regular^ ist, mehrere Aste der Kutve = 0, so bilden in diesem Schnitt- 
punkt die sdmtlichen dort zusammentreffenden Knotenlinien ein gleich^ 
winkUges Strahlensystem miteinander. Man beweise diesen Satz, indem 
man die Funktion u an der betreffenden Stelle in eine Potenzreihe 
entwickelt. 

8. Beispiel fiir einen Eigenwert unendlich hoher Ordnung* Wir 
betrachten ein beliebiges ebenes Gebiet G, z. B. einen Kreis, und fur 
diesen die Eigen wertaufgabe von AAu — Xu = 0 mit den Randbedin- 

gungen zl^ = 0, ^zlw = 0. Wir erhalten leicht unendlich viele Eigen- 

werte und Eigenfunktionen % dieses Problems, indem wir beachten, 
daB die Funktionen AuJ^=^VJ^ Eigenfunktionen der eingespannten Platte 
sein mussen, sofem nicht etwa An^^ identisch Null ist. So gelangen wir 
zu Eigenwerten, die nait denen der eingespannten Platte iiberein- 
stimmen und zu denen noch Null als Eigenwert von unendlicher 
Vielfachheit hinzutritt. Fiir 2 = 0 geniigt namlich jede der unend- 
lich vielen linear voneinander unabhangigen, in G reguliren Poten- 
tialfunktionen der Gleichung AAu + Xu = 0 bei den vorgegebenen 
Randbedingungen . 

1 Vgl. Hilbert, D. : IntegralgleichuBgen, S. 206—212. 

t Vgl. CouRANT, R.: Beweis des Satzes usw. Math. Zeitschrift Bd. 1, 
S. 321-328. 1918. 

2 Es ist nicht schwer zu sehen, daO jede mit ihrer Ableitung stetige Ldsung u 
eine regulare analytische Funktion von x und y ist (vgl. auch Bd. II). 
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9, Grenzen fur die Giiltigkeit der Entwicklungssatze. Ftir unsere 
Entwicklungssatze nach den Eigenfunktionen der Eifferentialgleichung 

L\u\ + Xqu = 0 

batten wir als Voraussetzung immer ^ > 0 zugrunde gelegt. DaB diese 
Voraussetzung wesentlich ist, zeigt folgendes Beispiel: Es sei in der 
Differentialgleichung fiir ein beliebiges Teilintervall des 

Grundgebietes g = 0. Dann muB jede Eigenfunktion in diesem Teil* 
inter vail linear sein; mithin kann der Entwicklungssatz nicht fur jjWill- 
kiirliche*' Funktionen gelten. 
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Sechstes Kapitel. 


Anwendung der Variationsrechnung 
auf die Eigenwertprobleme. 


Schon im vorigen Kapitel haben wir auf den engen Zusammenhang 
zwischen dem Eigenwertproblem einer Differentialgleichung und dem 
einer quadratischen Form hingewiesen. Die Eigenwertprobleme unserer 
Differentialgleichimgen sind geradezu sLquivalent mit dem Problem der 
Hauptachsentransformation einer quadratischen Form, allerdings einer 

n 

vominendlichvielenVariablen. Bedeutetnamlichz.B. U = 

i r ^ 

T ^^iQu^dx die potentielle bzw. die kinetische Energie eines 

0 

eindimensionalen Kontinuums, so brauchen wir nur den Ansatz 

CX) 

u sinva; zu machen, p und Q in eine Fouriersche Reihe ent- 

wickelt zu denken und die beiden Ausdriicke U und T fiir potentielle 
und kinetische Energie als quadratische Formen der unendlich vielen 
Variablen (Koordinaten) bzw. zu betrachten. Wenn es gelingt, 
eine orthogonale Substitution 


iv =2iv/, q/j. bzw. 




fv 


{v = 1,2, •••) 


dieser Variablen in neue bzw. so zu bestimmen, dafi dabei die 
Formen U und T in die Gestalt 


oo oo 

Vasal 

iibergehen, so werden die Zahlen Xy gerade die Eigenwerte unseres 
Schwingungsproblems. Da nun die Eigenwerte einer quadratischen Form 
durch einfache Extremaleigenschaften charakterisiert sind, so hegt es 
nahe, diese Charakterisierung auch hier in Betracht zu ziehen, wo es 
sich nicht mehr um endlich viele Variable handelt. Anstatt abet die 
Grenziibergange und Konvergenzuntersuchungen durchzufuhren, die zu 
einer strengen Begriindung dieser heuristischen Gedanken erforderlich 
waxen, ziehen wir es vor, ohne einen 'Obergang zu einer Darstellung 
dutch unendlich viele Koordinaten mit Hilfe der allgemeinen Methoden 
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der Variationsrechnung die fraglichen Extremumseigenschaften direkt 
zu formulieren und auszunutzen. 

Dabei treten an Stelie der beiden quadratischen Formen U und T 
zwei homogene quadratische Funktionalausdrucke. Wir werden auf 
diese Weise nicht nur zu einer neuen einfachen Behandlungsweise 
der Eigenwertprobleme des vorigen Kapitels und wichtiger Verall- 
gemeinerungen gefuhrt, sondern gewinnen dariiber hinaus insbesondere 
bei mehreren unabhangigen Veranderlichen wesentliche Einsichten in 
das Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 


§ 1. Die Extremumseigenschaften der Eigenwefte. 


1, Die klassischen Extremumseigenschaften. Wir betrachten das 
Eigenwertproblem einer sich selbst adjungierten partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

(1) L[u\ + XqU = + [p'^y)y + XqU = 0, [p> 0, Q> 0) 


wobei wir zwei unabhangige Veranderliche %, y annehmen und das 
tirundgebiet G von einer oder mehreren stetigen Kurven F mit stiick- 
weise stetiger Tangente begrenzt denken. Die Randbedingung moge 

Q 1/t 

die Form ^ = 0 oder die allgemeinere Form + cr w = 0 haben, wo- 
bei a eine stiickweise stetige Funktion des Ortes auf dem Rande F 
sei und djdn Differentiation nach der auBeren Normalen bedeute. Fiir 
die mit diesen Eigenwertproblemen aquivalenten Variationsprobleme 
sind die folgenden quadratischen Funktionalausdrucke mafigebend: 


( 2 ) 

mit 
(2 a) 

und 

(3) 


©[<?] = + jfocp^ds 

r 

D\<p] =Jf P(<pl + <pI) dxdy + Jf qcp^dxdy 

G 0 

Hl<p]=flQ<p^dxdy 

G 


und die hierzu gehorigen Polarausdriicke 

%p] — D[(p, xp\ 4- (■pa<pxp ds , 
r 

Di<p,ip} = ijp{<Px'W<c + <PvV’y)^xdy-{-jjq(p^)dxdy, 

G G 

Hlqp.yj] = l'jQ(p'ipdxdy . 


Mit ihnen gelten die Relationen 

+ V] = + 2^[<p. ^p\ + S)[v] . 

[<;, + = Hlqp} + 2H[(p, . 
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Von deri Argumentfunktionen (p verlangen wir Stetigkeit in G mit 
EinschluB des Randes T und stuckweise Stetigkeit der ersten Ab- 
leitungen. 

Wir gewinnen nun die Eigenwerte 2,, nnd die zugehorigen Eigen- 
funktionen ii,, der Differentialgleichung (1) auf Grund der folgenden 
Minimumeigenschaf ten : Untef alien zulassigen Funktionen isi dtejenige, 
welche den Ausdruck '3)[9?] bet der N ehenhedingting = 1 zunt Mini-' 

mum niachtf eine Eigenfunktion der Differentialgleichung (1) bei der 

natuf lichen Rmdbedingung + cr?; = 0; der Minimumwert von % isi 

der zugehorige Eigenwert, Stellen wir bei dem freien Minimumproblem 

aufier der Normierungsbedingung 

(3 a) = l 

noch die weitere Nebenbedingung 

H \cpf = 0 , 

so ergibt sich ah Losung wiederum eine Eigenfunktion von (1) bei der- 
selben Randbedingungf und der Minimumwert S) [u^ = ist der zuge- 
horige Eigenwert. Allgemein wird sukzessive duroh das Minimumprohlem: 

=s Minimum unter der Normierungsbedingung H[(p] = i und den 
Xebenbedingungen 

H[(p, Ui] = 0 (i = 1, 2 , . . w — l) 

fim 

eine Eigenfunktion Un von (1) hei der Randbedingung ^ + a9? = 0 

definierti und der zugehorige Eigenwert ist gleich dem Minimum- 
werte 

Statt % unter der Normierungsbedingung H[(p\ = 1 zum Minimum 
zu machen, kann man unter Verzicht auf diese Bedingung das Minimum 
des Quotienten aufsuchen, wobei dann die L5sungsfunktion 

nur bis auf einen beliebigen Proportionalitatsfaktor bestimirit ist. 

Im Falle der Randbedingung w = 0 sind an Stelle der obigen bin- 
sichtlich des Randes freien Variationsprobleme wortlich dieselben Auf- 
gaben zu stellen mit dem Unterschiede, daB zu den Zulassungs- 
bedingungen noch die Randbedingung 99 = 0 hinzugefiigt wird. Es 
fallt dann in 2) [9:?] von selbst der vom Rande herruhrende Bestand- 

teil j'pocp^ds fort. 
r 

DaB unsere Minimumprobleme tatsachlich Ldsungen mit stetigen 
zweiten Ableitungen besitzen, bedarf eines besonderen Beweises. Wir 
werden diesen Nachweis im zweiten Bande im Rahmen der direkten 
Methoden der Variationsrechnung nachholen und wollen an dieser Stelle 
die Losbarkeit der betreffenden Minimumprobleme postulieren. 

Wir haben zunachst zu zeigen, daB die Losungen der Variations- 
probleme auch Eigenfunktionen unseres Differentialgleichungsprobleins 
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sind, und sodann, daC wir mit ihnen a lie Eigenfunktionen des Diffe- 
rentialgleichungsproblems erhalten. Die zweite Behauptung werden wir 
in § 3 dadurch beweisen, daB wir die VoUstandigkeit des aus dem 
Variationsproblem gewonnenen Funktionensystems u^, . . . fest- 
stellen. Um die erste Behauptung einzusehen, konnten wir uns auf 
die allgenaeine Multiplikatorregel des Kap. IV, § 7 stiitzen. Wir wollen 
jedoch den Nachweis unabhangig hiervon fiihren. 

Wir betrachten zunachst das erste der Variationsprobleme und 
diirfen seine Lbsung % von vomherein normiert, d. h. der Bedingung 
H[u^ = 1 geniigend annehmen. 1st nun f erne denselben Bedingungen 
wie cp geniigende, im iibrigen willkiirliche Funktion, s eine willkurliche 
Konstante, so muB fiir jeden Wert dieser Konstanten e und u = u^, 

+ ef] 

sein Oder, was mit Riicksicht auf ®[«] = I H[u\ auf dasselbe heraus- 
kommt, 

2a {5 )[m, a - lH\u. C] + ^ (®[C] - Ai?[C])} ^ 0 

gelten. Diese Ungleichung kann nur dann fur einen beliebigen Wert 
von £ bestehen, wenn die Gleichung 

(4) ®[«,a-AH[«,a = 0 

gilt, d. h. wenn die erste Variation des Ausdruckes ^ — verschwindet. 
Formen wir nun den Ausdruck gemaB der Greenschen Formel 

^[■u,C] = — fJCLlu]dxdy + IpaCuds 

6 r 

(vgl. Kap.V, § 1) um, so ergibt sich wegen der Willkur der Funktion f 
unmittelbar die Gleichimg (1) fiir « = und X = Xj_. Bei dem zweiten 
Minimumproblem, bei welchem noch die Nebenbedingung H[<p.u^ = 0 
hinzugefiigt ist, konnen wir zunachst die Giiltigkeit der Gleichung (4) 
fiir « = Mg und X = X 2 nux unter der Voraussetzung 

(5) J¥[C,«J = 0 

fiir die Funktion t schlieBen. Ist nun rj eine behebige stetige und mit 
stiickweise stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene 
Funktion, so bestimmen wir die Zahl t derart, daB die Funktion 
f der Bedingung (5) geniigt, d. h. wir setzen t — — H[«i, rj] . 

Waiter beachten wir, daB wir in der Gleichung (4) fiir ^ spezieU auch 
die Funktion % einsetzen diirfen und daB sich daher wegen der Be- 
dingungsgleichung 

(6) /I[Ma,Mj = 0 

sofort 

(7) mJ = 0 
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ergibt. Setzen wir nun in die Gleichung (4) unsere Funktion 4 — 
ein, so folgt mit I ^ 

S[w, 7i\ - XH[u, %] - %]) = 0 

Oder mit Rucksicht auf die Gleichungen (6) und (7) 

(4 a) >?] — XHlu, ?;] = 0 , 

d. h. die Gleichung (4) gilt auch fur willkiirliche Funktionen n oder f 
ohne Rucksicht auf die Nebenbedingung (5). Hieraus aber folgt un- 
mittelbar wie oben die Gultigkeit der Gleichung (1) fur u ^ U 2 , X ^ X^* 
Indem wir ebenso fortfahren, erkennen wir, daB allgemein fur die 
Lbsungen bzw. die Minimumwerte Xi das Bestehen unserer Eigen- 
wertgleichung (4a) folgt; fiir die gemafi (3a) normierten LosungSn 
unserer Probleme bestehen die Relationen 


( 8 ) 




Die so gewonnenen Eigenwerte genugen jedenfalls der Beziehung 

(9) > 

denn beim Eigenwert unseres Minimumproblems ist der Bereich 
der konkurrenzfahigen Funktionen (p gegeniiber dem [n — 1)^®"^ ein- 
geschrankt. Es kann also das Minimum nicht kleiner als das voran- 
gehende sein. 

Durch unsere Variationsprobleme haben wir eine unendliche Folge 
von Eigenwerten und Eigenfunktionen des zugehorigen Differential- 
gleichungsproblems erhalten. DaB die so durch Variationsprobleme 
definierten Eigenwerte und Eigenfunktionen auch wirklich das gesamte 
zu unserem Eigenwertproblem fiir die Differentialgleichung gehorige 
System darstellen, wird sich in § 3, 1 aus der Vollstandigkeit ergeben. 

2. Erganzungen und Verallgemeinerungen^. Es branch t kaumhervor- 
gehoben zuwerden, daB wir in genau entsprechender Weise auch die an- 
deren Eigenwertprobleme des vorigen Kapitels in die Variationsrechnung 
einordnen konnen. Es ist ganz gleichguitig, ob es sich um mehrfache Inte- 
grale oder einfache handelt und ob die zugehorigen Eulerschen Differen- 
tialgleichungen von zweiter oder hoherer Ordnung werden. Z. B. gehort 
das Eigenwertproblem der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 
{puy — qu + Xqu = 0 


mit den Randbedingungen u\^) — Ai^^(O) = 0, %\n) + 'h^u^n) == 0 zu 
einem Variationsproblem der Form 


2 )[^] = + qcp^) ix + ( 0 ) ( 0)2 + KP{^) 9 

d 

1 Vgl K. CouRANX: „lJber die Anwendung der Vanationsreclinung “ 

Acta math. 49. 
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ohne Randbedingungen ; durch spezielle Wahl von h-^ und hi erhalt 
man beliebige der betrachteten homogenen Randbedingungen, wenn 
man noch unendlichen \ und als Grenzfall die Randbedingungen 
w (0) =0 und u[7i) =0 entsprechen laBt. 

Auch bei den singularen Grenzfallen der Sturm-Liouviileschen Diffe- 
rentialgleichungen lassen sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
durch entsprechende Variationsprobleme charakterisieren. Es gentigt, 
die Formulierung fur die Legendreschen Polynome und die Besselschen 
Funktionen zu geben. Man erhalt die Legendreschen Polynome, indem 
man das freie Problem mit 

+1 +1 
=/(l - 'P'® 

-1 -1 

betrachtet. Die nullte Besselsche Funktion /o(^^yi) entspringt aus dem 
fiir X freien Problem mit 


1 

= jx(p'^dX y 
0 


1 

H[<p] = j x<p^dx 
0 


und die Besselschen Funktionen mter Ordnung mit i aus dem 
Problem mit i i 

2)[<p] = l'^X(p'^+^ (pj dx , Hicp] = jx dx 
0 0 


unter der Randbedingung 99 (0) = 0 . 

Fiir selbstadjungierte Differentialgleichungen hoherer Ordnung und 
hoherer Dimensionen, z. B. die Differentialgleichung der schwingenden 
Platte 

( 10 ) Adu — Xu = 0, 


ergeben sich ganz analoge Resultate. Es ist hierbei, etwa wenn wir die 
eingespannte Platte betrachten (vgl. Kap. IV, §10), 


und 


®[9] = ==// {A(pYdxdy, ^[ 97 ] (f^dxdy 

Q a 

dtp 


<p = 


dn 


= 0 


aui dem Rande F von G zu setzen, und es bleiben mit diesen Bezeich- 
nungen alle tlberlegungen und Formeln von Nr. 1 wbrtlich bestehen. 

Aber noch andere in Kap. V nicht ausdriicklich behandelte T 3 rpen 
von Eigenwertproblemen fiigen sich ganz zwanglos in das hier gegebene 
Schema. Erinnern wir uns daxan, daB iH[<p] der kinetischen Energie 
unseres Kontinuums mit der Massendichte Q entspricht, wahrend 
die potentielle Energie darstellt, so liegt es nahe, neben der konti- 
nuierlich iiber das Gebiet G verbreiteten Massenverteilung noch konzen- 
trierte Massenbestandteile anzunehmen, z. B. im Fade eines eindimensio- 
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nalen Bereiches G punktformige Massen. Eine solche Annahme fixhrt 
dazu, statt des Ausdxucks H den Ausdruck 



zu betrachten, wobei die Stellen gegebene Stellen des Be- 

reiches G bezeichnen und die gegebene Konstanten sind. Ein solcher 
Ansatz entspricht der Annahme, dafi in den Punkten Massen 

der GroBe by konzentriert sind, die wir iibrigens durchweg als nicht 
negativ annehmen woUen. Ganz entsprechend liegt es nahe, auch 
aligemeinere Ausdriicke 


(12) S)[9?] — [p(p'^dx + f q(p^dx + ^ay(p{Xy)^ 

J J yassl 


ZU betrachten. Fiir solche „helastete Problems" ergeben sich mit genau 
denselben Bezeichnungen und tfberlegungen aus Nr. 1 Eigenwerte und 
Eigenfunktionen. Diese Eigenfunktionen geniigen der Differential- 
gleichung 

(• 13 ) L\u\-\- X qu — — qu X qu = Q , 

abgesehen von den Stellen x^, . . .,x^. An diesen Stellen treten fiir die 
Ableitungen ganz von selbst natiirliche Randbedingungen bzw. S'prung- 
bedingungen auf, die sich ohne weiteres durch Bildung der ersten 
Variation ergeben. Die mit Yq multiplizi,erten Eigenfunktionen unserer 
Probleme sind nicht mehr zueinander orthogonal, vielmehr lauten die 
entsprechenden Bedingungen^ 

r * 

(14) / e X W % W = 

a 


jo fiir * 4= /, 
|l fiir i = j. 


Ein weiteres Beispiel liefem die Ausdriicke 

(15) = jp qcp^dx 

Q 0 

und 

(15 a) $ [(p] =J-e(p<‘dx+j'jk {x, y)(p{x)<p{y)dxdy, 

'0 QO 


wo k{x,y) eine gegebene symmetrische Funktion von * und y ist 
und wir der Einfachheit halber voraussetzen woUen, dafi §(9?] negativer 
Werte nicht f3hig sei. Statt der Eigenwertdifferentialgleichung erhalten 
wir durch das Verfahren aus Nr. 1 die Integrodifferentialgleichung 

( 16 ) {pu'Y — qu + x{qu + jk{x,y)u(y)dy^ = 0 

0 


* H. Kneser hat hierzu die Bezeichnung „belastete OrthogonalitS-t** vor* 
geschlagen. 
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etwa bei der Randbedingung u = 0. Die Orthogonalitatsrelationen 
lauten fiir die Eigenfunktionen dieses Problems ausgeschrieben^ 


J Ui{x) Uj{%) dx + jj k[x,y) u^[x) Uj{y) dxdy 
G GG 


fO fiir i 4 = /, 
\ 1 fiir i = j , 


3. Eigenwertprobleme fiir Bereiche mit getrennten Bestandteilen* 
Folgende allgemeine Bemerkung, die fiir alle Eigenwertprobleme gilt^ 
welche auf Differ entialgleichungen f iihren, wird spater fiir uns wichtig sein : 

Besfeht unser Gebiet G aus mehreren voneinander getrennten Gebiefen 

G", . . welche ihrerseits keine gemeinsamen inneren Punkte, wohl 
ahe^ gemeinsame Randpunkte haben diirfen, so besteht die Gesamtheit der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen aus den entsprechenden Eigenwerten und 
Eigenfunktionen der Teilgebiete G\ G", . . . zusammengenommen, wobei 
jede dieser Eigenfunktionen nur in einem der Teilgebiete als von Null ver- 
schieden zu nehmen und in den uhrigen identisch Null zu setzen ist. 

Physikalisch bedeutet dies die selbstverstandliche Tatsache, daB 
bei einem Schwingungsvorgang, der mehrere voneinander getrennte 
Gebilde erfaBt, diese Gebilde unabhangig voneinander schwingen. 

Zum mathematischen Beweis unserer Behauptung kann man entweder 
von der Definition der Eigenfunktionen durch das Differentialgleichungs- 
problem ausgehen. Man braucht dann lediglich zu beachten, daB die oben 
fiir je einen Teilbereich G\ G", . . , definierten und auBerhalb identisch 
verschwindenden Eigenfunktionen sowie lineare Kombinationen aus sol- 
chen zum selben Eigen wert gehorigen Funktionen auch Eigenfunktionen 
von G sind und daB umgekehrt jede Eigenf unktion von G fiir mindestens 
einen derXeilbereichenicht identisch verschwindende Eigenfunktion sein 
muB. — Man kann aber auch ohne Schwierigkeit auf Grund der Definition 
der Eigenwerte durch unsere Variationsprobleme schrittweise die Eigen- 
werte des Gesamtgebietes mit denen der Teilgebiete identifizieren. 

4. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Ebenso 
wie in Kap. I bei den quadratischen Formen konnen wir die hier ge- 
gebene rekurrente Definition des Eigenwertes und der zugehorigen 
Eigenfunktion durch eine independente Definition ersetzen, bei der man 
zur Charakterisierung des Eigenwertes und der Eigenfunktion 
die Kenntnis der vor xngehenden nicht vorauszusetzen braucht. 

Wir betrachten irgendeines der bisher untersuchten Variations- 
probleme, wobei wir die Bezeichnungen aus Nr. 1 beibehalten, und 
modifizieren das Problem dadurch, daB wir den Funktionen (p statt 


1 Man kann sie, wenn man auBer den Eigenfunktionen {x) die Funktionen 

v^{x) ^ Ui{x) ’i-j k(x,y)Ui(y)dy einfiShrt, auch als „BiorthogonahtdtsrelaHonen‘! 
0 

zwischen dem Funktionensystem Ui und dem Funktionensystem t/» auffassen. 


d. h, in der Form 


j u^Vjdx 


1 0 ftlr i 4 = / 

1 1 fUr i = j 


schreiben. 



352 Anwendung der Variationsrechnung auf die Eigenwertprobleme. 


der Bedingungen J? [99, = 0 (i == 1, 2, , . ^ — 'I) die n — i ver- 

anderten Bedingungen 

H[<p, lyj == 0 (^ = i, 2, . . . , n — i) 

auferlegen, wobei ^2^ • • •> irgendwie gewahlte in G stiickweise 
stetige Funktionen sind. Ob und wann das so entstehende Variations- 
problem eine Losung besitzt, bleibe dahingestellt. Jedenfalls aber 
werden die Integrale D[(p] oder allgemeiner die Ausdriicke 2) [99] unter 
den gestellten Bedingungen eine untere Grenze besitzen, welche von den 
Funktionen abhangig ist und mit (i{vi, Vn-i} 

bezeichnet werden soli. Wir behaupten, daB wir die Eigenfunktionen 
und Eigenwerte , die sukzessive durch Variationsproblenae definiert 
waren, nach dieser Modifikation des Problems durch folgenden Satz 
charakterisieren konnen: 

Es seien w — 1 in G stiickweise stetige Funktionen Vi, V 2 , ^ • Vn^i 
gegehen, und es sei d{vi, , , .,Vn^i} das Minimum hzw. die untere Grenze 
alter Werte, welche der Ausdruck annehmen kann, wenn (p 

irgendeine in G stetige und mit stuckweise stetigen Ableitungen versehene 
Funktion ist, welche den Bedingungen 

(17) H[(p, lyj = 0 (i = i, 2, . . . , ~ 1) 

geniigt. Dann ist gleich dem grojiten Wert, den diese untere Grenze d 
annehmen kann, wenn fiir v^, v^, . , alle zuldssigen Funktionen- 

sy Sterne in Betracht gezogen werden. Dieses Maximum-Minimum wird 
erreicht fiir u^u^ und = U 2 , . . = “^n-i • 

Im Falle der Randbedingung u ^ 0 ist unser V ariationsproblem 
nicht als freies Problem zu hetrachten, sondern durch die Zwangshedingung 
99 = 0 auf r zu verschdrfen. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zunachst, daB fiir = u^ 
(1 ^i^n— 1) tatsachlich nach Definition d{v ^, . . === ist. 

Zweitens wollen wir zeigen, dafi bei beliebiger Wahl von 

jedenfalls d[v-j^, . . ist. Hierzu brauchen wir nur eine 

spezielle, den Bedingungen [99, z;j = 0 (^ = 1, 2, . . w — 1) geniigende 
Funktion 99 zu bestimmen, fur welche ©[99] gilt. Wir erreichen 
dies durch eine passende lineare Kombination der ersten n Eigen- 

n 

funktionen 99 ^^c^Ui mit Konstanten c-^, . . .,c^. Dabei ergeben die 
n—i Relationen (I7) n — \ lineare homogene Bedingungen fiir die 

n 

nGrSBen c^,..., c^, sind also stetserfullbar;dieGleichungjEr[99] cf = 1 
liefert lediglich die Normierung des noch unbestimmten Proportionali- 

n 

tatsfaktors. Nunmehr folgt aus 'S) [9?] =^0^0*5) [«,-,%] sofort wegen 
S)[%, = 0 {i + k) und S>[Mi] = At [vgl. (8)] 

<=■1 



f 2. Aligein. Folgerungen aus den Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 
imd somit wegen ^ 

und (i= l, 

Also ist erst recht das Minimum d{y^, • • •» ^n-i} nicht groBer als 4, 
und somit tatsachlich 4 der groBte Wert, den dieses Minimum annehmen 
kann. 

§ 2. Allgemeine Folgerungen 
aus den Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 

1. Allgemeine Satze. Die Fruchtbarkeit der Resultate des voran- 
gehenden Paragraphen beruht darauf, da6 man die Maximum-Minimum- 
Eigenschaft mit gewissen einfachen Prinzipien der Variationsrechnung 
in Zusammenhang bringen kann. Das erste dieser Prinzipien besagt, 
da^ dutch Verschdrfung der Bedingungen in einem Minimumproblem der 
Wert des Minimums nicht verkleinert wird und dafi umgekehrt bei Milde-- 
rung der Bedingungen das Minimum fdlU oder jedenfalls nicht wdchsL 
Das zweite Prinzip lautet : Wenn fur denselben Bereich konkurrenzfdhiger 
Funktionen (p zwei Minimumprobleme vorliegen und fur jede Funktion (p 
des Konkurrenzbereiches der zum Minimum zu machende Ausdruck beim 
ersten Problem nicht kleiner als beim zweiten ist, so ist auch das Mini- 
mum beim ersten nicht kleiner als beim zweiten. 

Die Anwendung unserer Prinzipien fiir den Vergleich von Eigen- 
werten bei verschiedenen Problemen wiirde bei der klassischen Minimum- 
definition der Eigenwerte auf die Schwierigkeit stoBen, daB die Kon- 
kurrenzbereiche infolge der Nebenbedingungen nicht ubereinstimmen. 
Bei der Maximum-Minimum-Definition jedoch ist eine solche Uber- 
einstimmung vorhanden und daher die Anwendung unserer Prinzipien 
moglich. 

Fiir die Schwingungsvorgange der Physik konnen wir aus dem 
ersten Prinzip unmittelbar eine bedeutsame Folgerung ziehen. Wir 
betrachten irgendein schwingungsf&iges System, dessen Eigenschwin- 
gungen durch ein Eigenwertproblem der hier behandelten Art charakiteri- 
siert werden, Dann beachten wir, daB irgendwelche Zwangsbedingungen, 
unter denen das System seine Schwingungen auszufiihren genotigt wird, 
sich mathematisch als Nebenbedingungen fur die in dem Variations- 
problem auftretenden Konkurrenzfunktionen (p auBern. Werden in 
dem Maximum-Minimum-Problem die Bedingungen fiir (p verscharft, 
so wird jedesmal bei festgehaltenem System der Funktionen Vi,V 2 ,, . ■ 
die untere Grenze d{vx,v^, , , vergrdBert oder jedenfalls 

nicht verkleinert ; mithin gilt dasselbe fiir das Maximum dieser unter en 
Grenzen, den n^^ Eigenwert. Entsprechend wird der Wert des Maximum- 
Minimums, d.h. der n*® Eigenwert, verkleinert oder jedenfalls nicht ver- 
grdBert, wenn die Bedingungen fiir die Funktionen cp gemildert werden. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aiifl, 23 
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Physikalisch besagt dies: 

Satz 1: Wifd ein schwingungsfahiges System gezwungen, unter 
Zwangsbedingungen zu schwingen, so dndern sich der Grundton und jMer 
Oberton nie under s als in steigendem Sinne, Werden umgekehrt Bedin- 
gungen, unter denen ein System schwingt, aufgehoben, so dndern sich der 
Grundton und jeder Oberton nie anders als in abnehmendem Sinne. 

Beispielsweise mussen sich bei einer eingespanhten schwingenden ela- 
stischen Membran der Grundton und samtliche Obertone in dem ange- 
gebenen Wachsenden Sinne andern, wenn die Membran auBer am Rande 
noch sonst an Linien- oder Flachenstiicken festgehalten wird. Dagegen 
werden sich der Grundton und alle Obertdne bei einer Membran in fallen- 
dem Sinne andern, wenn sie einen RiB erh^t, oder bei einer schwingenden 
Platte, wenn das Material einen „S'prung'* bekommt. Im letzteren Falle 
werden namlich fiir die Konkurrenzfunktionen cp bzw. fiir deren Ab- 
leitungen an der SteUe des Risses oder Sprunges die' Bedingungen der 
Stetigkeit aufgehoben. 

Mathematisch ergibt sich aus unserem Prinzip eine Reihe von wich- 
tigfen allgemeinen Sdtzen uber die Eigenwertverteilung bei den betrach- 
teten Randwertaufgaben. Der erste Satz bezieht sich auf die Rand- 
bedingung 0 und vergleicht die Eigenwertverteilung eines Ge- 
bietes mit der von Teilgebieten. Der zweite Satz leistet das Entspre- 
chende fur die Randbedingung dujdn = 0. Die weiteren Satze beziehen 
sich auf die allgemeineren Randbedingungen und vergleichen die Spek- 
tren^ der Differentialgleichung fiir verschiedene Formen dieser Rand- 
bedingungen. 

Satz 2: Es seien G', G”, G'", . . . endlich viele Teilgebiete des Ge- 
bietes G, welche keine gemeinsamen inner en Punkte hahen. Dann ist die 
Anzahl A (i) der unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte der Diffe-> 
rentialgleichung L\i^ A- Xqu 0 fur das Gebiet G bei der Randbedingung 
w = 0 mindestens so groji wie die gesamte Anzahl der unter derselben Grenze 
X gelegenen Eigenwerte der Teilgebiete bei derselben Randbedingung, 

Dieser Satz laBt sich auch so aussprechen: Bei der Randbedingung 
w = 0 ist der n^ Eigenwert X^ des Gebietes G hochstens gleich der n^^^ 
Zahl X* aus der Gesamtmenge der nach steigender Grd/Se geordneten, in 
ihrer richtigen Vielfachheit gezdhlten Eigenwerte der Teilgebiete G^'^K 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgender Uberlegung. Legt 
man in dem Maximum-MinimumrProblem, welches den Eigenwert 
definiert, den Funktionen 9? die neue Bedingung auf, an alien Randem 
der Teilgebiete G^^^ und in dem ganzen, zu keinem der G^^^ gehorigen 
Teile von G zu verschwinden, so wird einerseits dem oben formulierten 
Grundprinzip zufolge der Wert des Maximum-Minimums nicht ver- 
kleinert. Andererseits ist das neu entstehende Maximum-Minimum- 
Problem gerade dasjenige, welches den n^^ Eigenwert des aus* den 

1 Unter Spektrum verstehen wir wie frtiher die Gesamtheit der Eigenwerte. 
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getrennten Gebieten G', . . . bestehenden Gebietes definiert, d. h. 

der neue Wert des Maximum-Minimums ist gleich 2*. und somit gilt 
y wie bebauptet wurde. 

Insbesondere ergibt sich aus dem bewiesenen Satze eine wichtige 
Eigenschaft der zur Randbedingung u = 0 gehorigen Eigenwerte , 
die man zweckmaBig als die Eigenschaft der Monotonie bezeichnen 
kann. 

Satz 3* zuT Randbedingung = 0 gehorige n^^ Eigenweyt eines 
Gebietes G ist nie grdfier als der zur selben Randbedingung gehorige 
Eigenwert eines Teilgehietes'^. 

Der in Satz 2 ausgesprochenen Tatsache steht fiir die Randbedingung 
dujdn = 0 eine entsprecbende gegeniiber. 

Satz 4 *. Es seien G\ G^\ G''\ . . , eine endliche Anzahl von TeiU 
gebieten, welche das Gebiet G luckenlos ausfullen und keine inneren Punkte 
gemeinsaM haben. Dann ist die Anzahl B {x) der unterhalb einer Grenze x 
gelegenen, zur Randbedingung dujdn = 0 gehdrigen Eigenwerte der Dif- 
fer entialgleichung L\^ -p X qu-=^ 0 fiir das Gebiet G kleiner oder hoohstens 
gleich der gesamten Anzahl der zur selben Randbedingung gehdrigen, unter 
dersclben Grenze x gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung fiir die 
Teilgebiete G^^K 

Man kann diesen Satz auch folgendermaBen aussprechen : ' set 
X* die n^^ der nach wachsender Grdfie geordneten Zahlen aus der Gesamt- 
tnenge der zu den Teilgebieten und der Randbedingung dujdn = 0 
gehdrigen Eigenwerte, wobei 'jeder mit der richtigen Vielfachheit zu zahlen 
ist, dann ist der nf^ Eigenwert Xy^ des Gebietes G fiir dieselhe Randbedingung 
grdper oder gleich der Zahl xf^, 

Auch hier folgt der Beweis fast unmittelbar durch Anwendung des 
ersten unserer allgemeinen Prinzipien auf das Maximum-Minimum-Pro- 
blem, welches den Eigenwert x^ Von G charakterisiert. Denn wenn wir 
in diesem Problem den zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen <p ge- 
statten, auf den in G verlaufenden Randlinien der Gebiete G^^^ derart 
unstetig zu sein, daB sie beim Uberschreiten dieser Linien endliche 
Spriinge machen, so wird durch diese Milderung der Bedingungen der 
Wert des Maximum-Minimums verkleinert oder jedenfalls nicht ver- 
groBert. Andererseits definiert das modifizierte Maximum-Minimum- 
Problem nach § 1, S. 352 gerade den zur nattirlichen Randbedingung 
dujdn == 0 gehorigen Eigenwert des Gebietes, welches aus den getrennten 
Gebieten besteht, d. h. den Wert x*. Hiermit ist die Relation 
Un^x* bewiesen. 

Die nachfolgenden Satze geben AufschluB iiber das gegenseitige Ver- 
hdltnis der Spektren der Differentialgleichung bei den verschiedenen 
Arten der vorkommenden Randbedingungen. 

^ Er ist sogar stets Weiner, wenn es sich tim ein echtes Teilgebiet handelt, 
wie man mittels der SchluBweise von § 6 leicht feststellen kann. 


23 = 
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Satz 5 : £5 sei der zur Randbedingung u=^0 gehorige Eigenwert 
der Differentialgleichung L[u\+kQU^Ofur das Gebiet G, der ri^ Eigen- 

bn bn 

wert filr die Randbedingung ou = 0 oder allgemeiner ^ = 0 

auf einem Teile JT' des Randes P, u^O auf dem ubrigen Teile P" des 
Randes. Dann ist stets 

^ ‘ 

Dies ergibt sich folgendermaBen. Wenn wir in dem Maximum-Mini-' 
mum-Problem, welches ohne Auferlegung von Randbedingungen den 
Eigenwert von G als das Maximum des Minimums von ®[<p] charak- 
tensiert, der Funktion (p die weitere Bedingung auferlegen, auf dem 
Rande P von G zu verschwinden, so wird sicher der Wert des einzelnen 
Minimums und somit auch des Maximum-Mmimunis vergroBert oder 
nicht verkleinert. Andererseits ist dieserneueMaximum-Minimum-Wert 
offenbar mit 4 identisch, da infolge der auferlegten Bedingung jetzt 
%[(p] D[(p] wird. Es gilt also wie behauptet wurde. 

Bei den Anwendungen des Satzes 5 mussen wir beachten, daB die 
Anzahlen der betreffenden Eigenwerte unterhalb einer gegebenen Grenze 
in der umgekehrten GroBenbeziehung steheri wie die Eigenwerte selbst. 

Zusatz zu Satz 5- Ei^ Aussage von Satz 5 bleibt bestehen, wenn 
b u 

man die Randbedingung + n 0 nicht ilberall, sondern nur auf einem 

Teile des Randes P durch die Bedingung u^O ersetzt. 

Der Beweis verlauft genau so wie der des Satzes 5 selbst. 

b u 

Satz 6: Wenn in der Randbedingung = 0 auf P die Funk- 

tion a eniweder an jeder Sielle vergrd fieri oder verkleinert wird, $0 kann 
sich jeder einzelne Eigenwert nur im selben Sinne dndern. 

Auch diese sehr bemerkenswerte Tatsache ist eine unmittelbare Folge 
der Maximum-Minimum-Eigenschaft auf Grund des zweiten der oben- 
genannten Prinzipien. Denn der Ausdruck 2) [ 9 ] andert sich bei gleich- 
sinniger Anderung der Funktion a fur jedes (p im selben Sinne wie cr, 
also auch seine untere Grenze bei gegebenen und damit das Maximum 
dieser unteren Grenze. 

Wir erkennen aus den Satzen 5 und 6, daB die Eigenwerte fur die 
verschiedenen Randbedingungen in charakteristischen Beziehungen zu- 
einander stehen. Andert man die Funktion a an jeder Stelle monoton 
von 0 bis 00 , so wachst jeder einzelne Eigenwert /a monoton von dem 
Werte, den er bei der Randbedingung hat, bis zu dem Werte, 

den er bei der Randbedingung u = 0 erhalt; mit anderen Worten besagt 
der Satz, daB unter den betrachteten Randbedingungen u^O die schdrfste 
und, wenn a nichtnegativ wird, bujbn ^ 0 die mildeste ist. DaB tat- 
sachlich der Grenzwert des Eigenwertes bei ins Unendliche wachsen- 
dem a gleich ist, beweist man am besten, indem man auf die Natur 
der Eigenfunktionen naher eingeht. Da dies erst spater geschehen soil, 
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verzichten wir darauf, an dieser Stelle den Beweis auszufiihren. (Vgl. 
Bd. IL) 

Wir werden in Nr. 6 erkennen, dafi dieses Wachstum stetig vor sich 
geht. Weiter wird die Untersuchung der asymptotischen Eigenwert- 
verteilung zeigen, da6 trotz des gekennzeichneten Verhaltens der 
Eigenwerte das asymptotische Verhalten des Eigenwertes unab- 
hangig von der Randbedingung bleibt, daB sich also das Wachstum des 
Eigenwertes bei Wachsen der Funktion a nur in einem im Vergleich 
mit der GroBe des Eigenwertes bei hinreichend groBem n beliebig ge- 
ringen Spielraiim vollzieht. 

Die in Satz 5 nnd 6 formulierten Tatsachen haben samtlich eine 
einfache physikalische Bedeuhmg. Die Randbedingung J— 4 - < 7 ^^ = 0 ent- 

spricht einem mit elastischen KrMten gehaltenen Rande, wobei die 
GroBe der festhaltenden Kraft dutch die Funktion a bestimmt ist. (Vgl. 
S. 246). Unsere Satze besagen namlich, daB bei wachsender Intensitat 
dieser elastischen Bindung jede Eigenfrequenz wachst. Die Bedingung 
u=^0 stellt den Fall dar, wo diese Kraft unendlich groB geworden ist, 
d. h. der Rand absolut festgehalten wird. 

SchlieBlich gestattet uns die Maximum-Minimum-Eigenschaft des 
Eigenwertes mit Hilfe des zweiten zu Beginn des Paragraphen 
aufgestellten Prinzipes, ohne Schwierigkeiten die Abhangigkeit der 
Eigenwerte von den Koeffizienten der Differentialgleichung und dem 
Gebiet G zu untersuchen, 

Satz 7: Wenn in der Differentialgleichung L[u]+Xqu = 0 der 
Koeffizient q an jeder Stelle im selben Sinne verdndert wird, so dndert 
sich bei jeder Randbedingung der Eigenwert im entgegengesetzten Sinne; 
wird der Koeffizient p oder q uberall gleichsinnig verdndert, so dndert sich 

jeder Eigenwert %m selben Sinne. (Im Falle der Randbedingung = 0 

ist hierbei cr 0 vorauszusetzen.) 

In der Tat, es werde zunachst p uberall gleichsinnig verandert. 
Dann andert sich fiir jede konkurrenzfahige Funktion 9 ? der Wert des 
Ausdruckes ®[^] monoton im selben Sinne, mithin auch die untere 
Grenze dieser Werte bei festen Vi, also auch das Maximum dieser unteren 
Grenzen, der n^^ Eigenwert. Wird q monoton verandert, etwa in 
so wird fiir eine beliebige konkurrenzfahige Funktion cp 



jjQ'(p^dxdz. 

G 


Man erkennt also, daB die untere Grenze der linken Seite bei festgehal- 
tenen Funktionen Vi nicht klemer bzw. nicht groBer wird als die untere 
Grenze der rechten Seite, wobei aber bei der Bildung der unteren 
Grenze dieses letzten Quotienten in den Nebenbedingungen an Stelle 
der Funktionen entsprechend der Verwandlung von Q in q' die Funk- 
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tionen zu treten haben. Da das System der Funktionen zu- 

gleich mit dem der Funktionen den ganzen Bereich der zulassigen 
Funktionensysteme erschopft, so folgt ebenso wie oben, daB die Maxima 
der betrachteten unteren Grenzen in der iimgekehrten GroBenbeziehung 
zueinander stehen wie die Funktionen Q und Q\ 

2, Das unendlicheAnwachsen der Eigenwerte. Wir wollen zeigen: 
bei unseren Variaiions-Eigenwertproblemen wachsen die Eigenwerte un- 
beschrdnkt; insbesondere hat also jeder Eigenwert nur endliche Vielfach- 
heit, und es konnen nur endlich viele Eigenwerte negativ sein. Die wich- 
tigste aus dem unendlichen Anwachsen der Eigenwerte sich ergebende 
Folgerung ist, wie wir in §3, 1 sehen werden, die Vollstandigkeitseigen' 
schaft unseres Eigenfunktionensystems und daher seine Identitat mit 
dem entsprechenden Eigenfunktionensystem der Differentialgleichung. 

Zum Beweise — bei dem wir von der Voraussetzung ^ > 0 keinen 
Gebrauch machen — bezeichnen wir mit pM, qu^Qu die groBten 
mit pm^qm^Qm die kleinsten Werte der Funktionen p, q, q in G und 
betrachten zunachst den Fall der Randbedingung ^ = 0. Ersetzen wir 
in S) und H die Funktionen p, q, q durch die Konstanten p^^qm^ Qm 
bzw. durch die Konstanten Pmi> qu^ so entstehen neue Eigenwert- 
probleme mit den Eigen werten bzw. und es gilt nach Satz 7 
AJ^^Art^A^. Nun erkennen wir sofort, daB die Eigenwerte AJ^ ins Un- 
endliche anwachsen. Im Falle einer unabhangigen Veranderlichen z. B. 
konnen wir das zugehorige Differentialgleichungseigenwertproblem ex- 
plizite durch trigonometrische Funktionen losen, wobei als Eigenwerte 

die Zahlen , r = 1, 2, . . . auf treten; da unsere aus dem Varia- 

tionsproblem eiltspringenden Eigenwerte sicher in dieser Zahlenfolge 
enthalten sind, so folgt sofort unsere Behauptung A„ oo . 

Nehmen wir die oben genannte hieraus zu ziehende Folgerung vor- 
weg, wonach die aus dem Variationsproblem entspringenden Eigenwerte 
nicht nur eine Teilmenge der Gesamtheit der Eigenwerte der Differen- 
tialgleichung bilden, sondern mit rhr ubereinstimmen, d. h. in unserem 
Falle, daB 

2/ _ p^n^ + Qm V/ _ pMn^ + qM 

r . 

Qm 

ist, so erkennen wir, daB der Quotient XJn^ bei wachsendem n zwischen 
endlichen positiven Grenzen bleibt. 

Um bei mehr Dimensionen flir beliebiges Gebiet G die Eigenwerte A^ 
abzuschatzen, vergleichen wir sie mit den Eigenwerten A* fiir ein ganz 
in G liegendes Quadrat, die ihrerseits wiederum ganz unter den Eigen- 
werten der entsprechenden Differentialgleichung enthalten sind. Von 
diesen wissen wir, aus Kap. V, § 14, daB sie mit wachsendem n gegen 
unendlich streben, und somit folgt dasselbe auch fiir X^, da wegen 
Satz 3 und 7 A* ^ A; ^ A,, ist. 
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Wir verzichten auf dieFortfiihrung dieser Betrachtungen bei anderen 
Randbedingungen, zumal bald die genauere asymptotische Abschatzung 
der Eigenwerte das unendliche Anwachsen von selbst zeigen wird. Da- 
gegen sei kurz eine ganz andere — indirekte — Beweismethode fiir 
diese Tatsache angegeben, welche keinerlei Kenntnis von Losungen 
der Variationsprobleme in speziellen Fallen voraussetzt und daher 
prinzipiell vorzuziehen ist^. 

Im Falle einer unabhangigen Variabeln nehmen wir an, unser Pro- 
blem besaBe nnendlich viele Eigenwerte ^ 3 , 22 > • • • absolut genommen 
unterhalb einer positiven Schranke; dann folgt mit Riicksicht auf die 
Beschranktheit von 

Xt Xa 

= /(/’<“ + + ^2 ««(%)“ 

sofort die Beschranktheit von 

Xa Xz 

und ju\dx, 

Xx Xy 

wenn die Konstanten h-y und Ag nichtnegativ sind — von dieser Voraus- 
setzung kann man sich aber leicht auf Grand der Bemerkungen in Nr. 5 
b(‘freien. 

Nunmehr stiitzen wir uns auf folgenden Hilfssatz: Wenn fiir eine 
Menge von Funktionen 95 (%) die Integrale j <p'^ dx und f cp^ dx beschrankt 

G G 

sind, so sind die Funktionen (p{x) gleichgradig stetig und gleichmaBig 
beschrankt. (Vgl. Kap. II, S. 49-) Mithin laBt sich auf Grand des 
Haafungsstellenprinzips (Kap. II, § 2) eine gleichmaBig konvergente 
Teilfolge aus den Eigenfunktionen herausgreifen. Bezeichnen wir 
diese Teilfolge wieder mit Un, so wird sicherlich lim H[Un — 

m->oo 

andererseits aber ist wegen der Orthogonalitatseigenschaft der fiir 

« 4= ^ 

H[u„ — u^ = 2. 

Mit der Aufzeigung dieses Widerspruches ist unser Satz bewiesen. 

Im Falle von mehr, z. B. zwei Veranderlichen verfahrt man genau 
so auf Grand des folgenden Hilfssatzes, dessen Beweis wir hier unter- 
driicken 

Wenn fiir eine Menge von Funktionen (p [x, y) im Gebiete G gleichzeiiig 
die Ausdrucke 

j I (<pl + <pl)dxdy und jjcp^dxdy 

__ o' a 

^ Diese Methode ruhrt von Fr, Rellich her ,,Ein Satz tber mittlere Kon- 
vergenz". Gott. Nachr. (math.-phys. K1 ) 1930. 

2 Siche Rellich: L c. 
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heschrdnkt hleiben, so kann man aus den FunUionen <p eine Teilfolge (pn 
auswdhlen, fur welche 

Hm (j{q>^ — (p„fdxdy = Q 

w, m->co 

gilt. 

3. Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte beim Sturm-Liou- 
villeschen Problem. Bei dem Sturm-Liouvilleschen Problem er- 
laubt die Maximum-Minimum-Eigenschaft in einfacher Weise nicht 
nur die Bestimmung der Grdfienordnung des Eigenwertes, sondern 
geradezu seine asymptotische Berechnung. Wir transformieren die Diffe- 
rentialgleichnng {py')' — qy + I gy 0 durch die S. 250 angegebene 
Transformation auf die Gestalt 

(13) + = 0 

fur das Gebiet wobei r {t) eine stetige Funktion ist und aus 

den urspriinglichen homogenen Randbedingungen analoge neue ent- 
stehen. Wir betrachten hier zunachst den Fall y(0) = y(:7T) =0, also 
^(0) = -^(/) = 0. Das Maximum-Minimum-Problem liefert uns die Eigen- 
werte — wir nehmen in dieser Nummer die spater (§3.1) ™ beweisende 
Tatsache vorweg, dafi die aus dem Variationsproblem entspringenden 
Eigenfunktionen und Eigenwerte mit den zur Differentialgleichung ge- 
horigen tibereinstimmen — als Maxima der Minima eines Ausdruckes 

i 

j + rz^) dx . 

0 

Lassen wir hierin das Glied weg, betrachten also den Integralausdruck 

i 

I z'^dx, 

6 

so unterscheidet er sich, sobald z der Bedingung 

i 

Jz^dx= i 
0 

geniigt, von dem obigen Ausdruck um nicht mehr als die endliche feste 
Schranke % (Maximum des Betrages von r). Also sind die Maximinima 
des ersten Ausdruckes, d. h. die gesuchten Eigenwerte, von denen des 
zweiten um nicht mehr als r^^f verschieden. Die Maximinima des zweiten 

Integrals sind aber die Eigenwerte von z'' •i-ji^z = 0 fur das 

Intervall (0, /), und so ergibt sich wegen lim^„ = oo unmittelbar die 
asymptotische Formel 

(^9) h = H-n + 0(\) . 
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wo, wie friiher (S. 286), 0(1) eine Zahl bedeutet, die bei wachsendem n 
beschrankt bleibt, Wenn wir auf unsere alten Bezeichnungen zuriick- 
gehen, so folgt ^ ^ ^ 


(19 a) 



Genau dieselbe Abschdtzung Idjit sick bei behebigen under en Rand- 
bedingungen herleiten, wenn man beachtet, da6 das asymptotische Ver- 
halten der Eigenwerte bei der Differentialgleicbung + von 

der Randbedingung unabhangig ist. (Vgl. auch § 4 .) 

4. Singulare Differentialgleichungen. Unsere asymptotische Ab- 
schatzung laBt sich leicht auf Falle iibertragen, wo die Differential- 
gleichung Singularitaten aufweist. Wir begniigen uns mit der Behand- 
lung der Besselschen Differentialgleicbung: 

xu"+ '^'+ 

deren Losungen die Besselschen Funktionen sind, wobei fiir I 

z. B. bei der Randbedingung : Endlichkeit im Nullpunkt und (1) = 0 die 
Quadrate der Nullstellen von als Eigenwerte auftreten (vgl. S. 280 ). 
Im Falle ist es zweckmaBig, die Funktionen v='^x 

der Eigenwertgleichung 

^ +(A--^J« = 0 


m^\ 


u ■ 


0 , 


zu betrachten und ihre Eigenwerte anstatt wie in § 1 Nr. 2 durch das 
Maximum-Minimum des Quotienten D[(p]:H[(p] mit 

1 1 

D [ 93 ] = + ~~ - dx, Hl(p]=j 992 dx 

6 0 

zu charakterisieren, wobei als Randbedingung 9 ? ( 0 ) = 9 ? ( 1 ) = 0 gestellt 

1 

wird. Wegen ist sicher D[(p]'^j(p'^dx, also 

0 

Andererseits erhalten wir eine Abschatzung von nach oben, indem 
wir die Zulassungsbedingung dadurch verscharfen, daB wir fiir ein 
sogleich passend zu bestimmendes Intervall O^x^s die Bedin- 
gung ^(x) =0 stellen und liberdies in Dlcp] den zweiten Be- 

X 

A ■ ■■ ■ \ C Q 

standteil dutch die Konstante — ^-^ 5 — \<p^dx = majorisieren. Es 

0 




Lassen wir nunmehr s mit 
i 


ergibt sich dann sofort Xn ^ + ' 

— geeignet gegen Null strebeii, setzen wir z. B. « = , so folgt 

lim also ergibt sich die asymptotische Formel 


lim 




= 1 


n“>oo 
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fiir die NuUstellen von in Obereinstimmung mit den Formeln 
fiir die regularen Probleme. Genau dieselbe Beziehung findet man auch 
fiir die anderen in Frage kommenden Randbedingungen, z. B. die 
Randbedingung u'{\) =0. 

XJnser Resultat dehnt sich sofort auf die NuUstellen der nullten Bessel- 
schen Funktion aus, wenn wir die Relation /J {x) = —Ji {x) beachten 
(vgl. S. 261). Es ergibt sich aus ihr, dafi die Eigenwerte des Bessel- 
schen Problems bei der Randbedingung m(1) = 0 mit denen fiir m = 1 
bei der Randbedingung «'(.!) =0 identisch sind (vom ersten Eigenwert 
Null abgesehen). Hieraus folgt sofort die Giiltigkeit der asymptotischen 
Formel fur w = 0^. 

5. Weitere Bemerkungen iiber das Anwachsen der Eigenwerte. — 
Auftreten negativer Eigenwerte. Wenn in den Variationsproblemen 
aus Nr. 5 die Funktion a bzw. die Zahlen hi, nicht negativ sind — 
wie wir bisher voraussetzten — und dasselbe von q gilt^, so ist von 
vornherein klar, dafi kein Eigenwert negativ sein kann. Nun zeigt die 
Betrachtung von Nr. 2: Ist die Funktion q nicht durchweg fositiv, so 
konnen hdchstens endlich viele negative Eigenwerte auftreten. Dasselbe gilt 
aber auch, wenn die Funktion a oder die Konstanten h^, h^ negative Werte 
annehmen kSnnen. Diese Tatsache folgt sofort daraus, daB auch in 
diesem Falle die Eigenwerte mit wachsendem n gegen Unendlich streben. 

Um dies einzusehen, betrachten wir der Kiirze halber den Fall eines 
eindimensionalen Problems mit dem Grundgebiet Q<x-^7t und schatzen 
die vom Rande herriihrenden negativen Bestandteile folgendermaBen 
ab; Es ist ^ 

|y(o)-y{|)|= jy'dx , 

0 

wenn I eine Stelle im Intervall Q^x^t bedentet nnd iiber den Wert 
von t mit der Einschrankung 0< noch verfiigt werden soil. 

Also gilt zufolge der Schwarzschen Ungleichung: 

und somit, wenn das Minimum von p bedeutet, 

|y(o)l ^ |y(|)l +|/J]/ jpy'^dx. 

3T ^ 

Wenn nun die Bedingung jgy^dx^i besteht, so gibt es einen Zwischen- 

0 

1 

wert i, so daB ist, wo Qm das Minimum von Q bezeichnet. 

Also ist 

t Einen anderen Beweis ftir m = 0 vgl. in § 7, 10. 

^ Die Funktion p wird ebenso wie q stets als nichtnegativ vorausgesetzt. 
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Nunmehr verfiigen wir Tiber t gemaB der Forderung 



sobald das Integral unter der Wurzel oberbalb der fasten Scbranke 1 jn^ 
liegt; dann wird t in das Intervall O^x^Tt fallen. Sonst setzen wir 
t = n- So ergibt sich. 

y (O)^ ^ c 


p y'^ ix + Cj 


1' 


wobei c und von y(x) unabhangige Konstanten sind. Hieraus ergibt 
sich sofort fur jede zulassige Funktion y, da auch fur y (jt) eine analoge 
Abschatzung besteht, die Giiltigkeit der wichtigen Beziehung 


\Ky{of + jpy'^dx 

f 0 


~f" C< 


2 > 


wobei Cl, Cg geeignete Konstanten sind. Ferner ist sicher 


3T 


jqy^dx 

0 

Wir erhalten also schliefilich 



3T 

C,\/ jfy'Ux-C,'^\jpy'nx-C,. 


Da nnn die Eigenwerte, die zum Integral jpy^dx gehoren, ins Un- 

6 

endliche anwachsen, gilt dasselbe auch von den zu ®[y] gehorigen 
Eigenwerten. Mithin kann es auch hier nur endlich viele negative Eigen- 
werte geben. 

Ganz analog gilt fiir zweidimensionale Probleme eine Abschatzung 
der Form 

(20) \jpocp^ds 

\r 




und aus dieser Abschatzung ergeben sich dieselben Folgerungen iiber 
den wesentlich positiven Charakter der Eigenwerte^. SchlieBhch sei 
darauf hingewiesen, daB sich mit ganz analogen tJberlegungen auch 
fur die allgemeinen Eigenwertprobleme von § 1, Nr. 2 das unendliche 
Anwachsen der Eigenwerte ergibt^. 

6. Stetigkeitseigenschaften der Eigenwerte. Wenn zunachst die 
Funktion ^ in geandert wird und dabei 0 < (f — «) g g (1 + ^ 

^ Vgl. CouRANT, R.: Uber die Eigenwerte bei den Pifferentialgleichungen 
der matbematischen Physik. Math. Zeitschr. Bd. 7, S. 1 — 57* 1920; insbesondere 

S. 13-17. 

^ Vgl. CouRANT, R. : tJber die Anwendung der Variationsrechnung . , . 
Acta math. 49. 



J54 AnwendtiBg der Variationsrechnung anf die Eigenwertprobleme. 

ist, unter e eine positive Zahl verstanden, so muB nach Satz 7 der 
n*® Eigenwert der Differentialgleichung fiir die Funktion q' zwischen den 

Eigenwerten liegen, die wir erhalten, wenn wir in der Differential- 
gleichung Q durch 0 (1 — e) bzw. (1 + ersetzen. Das aber ist 
offenbar der Eigenwert der urspriinglichen Differentialgleichung, 
multipliziert mit den Faktoren (1 — bzw. (1 + f)”^ Wenn ^ 
hinreichend klein genomnaen wird, so liegen diese beiden Zahlen beliebig 
nahe beieinander; damit ist bewiesen, daji der Eigenwert sich stetig 
mit der Funktion Q andert, 

Ebenso hangt der Eigenwert stetig von q Es folgt namlich 
aus der Relation positive Konstante ist, 


1 = jjQq>^dxdy^Qmjjf^<ixdy. 


Somit ist fiir alle zulassigen Funktionen (p das Integral dy 

Q 

beschrankt. Daraus ergibt sich, daB bei hinreichend kleiner Anderung 
der Funktion q sich der Ausdruck ‘$)[<p] beliebig wenig under t, und zwar 
gleichmaBig fiir alle zulassigen Funktionen <p . Also gilt dasselbe fiir das 
Maximum-Minimum von 

In ahnhcher Weise erkennt man die Stetigkeit der Eigenwerte in ihrer 
Abhangigkeit von der in der Randbedingung auftretenden Funktion a. 
Wir durfen wiederum von vomherein in dem Variationsproblem voraus- 
setzen, daB die Ausdriicke ®[<p] unterhalb einer festen Schranke liegen^ 

Dann liegt auch nach der Abschatzung (20) das Randintegral f (f^ ds 

f 

und dahpr auch jpOfp^ds unterhalb einer festen Schranke. Andem wir 

also in dem Randintegral fpaf^ds die Funktion a um hinreichend 

r 

wenig ab, so andert sich auch dieses Randintegral um gleichmaBig be- 
liebig wenig, somit gilt dasselbe fur2)[9>] und daher auch fiir das Maxi- 
mum-Minimum von ^[qs]. 

Ganz entsprechend ergibt sich die stetige Abhangigkeit von p. 
Zusammenfassend erhalten wir das Resultat: 

Satz 8: Der Eigenwert der Differentialgleichung L\u\ ^Qu — 0 
andert sich fur alle hetrachteten Randbedingungen stetig mit den Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung. 


1 Etwa unterhalb des zur Randbedingung « = 0 gehdrigen m*®” Eigenwertes eines 
beliebigen im Innem von G liegenden Quadrates. Penn den SUtzen 3 und 5 znfolge 
ist der Eigenwert von G bei der ursprunglichen Randbedingung sioher hdchstens 
gleich dem eines solchen Quadrates bei der Randbedingung m = 0 . Die Fest- 
setzung dieser oberen Schranke far kann also an der Ldsung des Maximum- 
Minimum-Problems nichts andern. 
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Satz 9- Eigenwert dndert sich stetig mit der in der Rand- 

Su 

bedingung gu ^ Q auftretenden Funktion c. 

Wir untersuchen schliefllich die Stetigkeitseigenschaften des 
Eigenwertes als Funktion des Gebietes G und wollen dabei zeigen, daB 
der Eigenwert eines Gebietes G' den Eigenwert des Gebietes G 
bei entsprechenden Randbedingungen beliebig genau approximiert, wenn 
das Gebiet G durch das Gebiet G' hinreichend genau approximiert wird. 
Dabei mussen wir jedoch den Begriff der Approximation eines Gebietes G 
durch ein anderes G' genugend scharf fassen, Sobaid in den Randbedin- 
gungen normale Ableitungen auftreten, werden wir uns nicht mehr, wie 
es in der analysis situs ublich ist, damit begniigen konnen, daB sich 
die Rander von G' und G punktweise approximieren, wir werden viel- 
mehr verlangen miissen, daB auch die Normakn des Randes von G' die 
des Randes von G approximieren. In der Tat kann man zeigen, daB bei 
der milderen Auffassung der Approximation der Eigenwert nicht 
eine stetige Funktion des Gebietes zu sein braucht^ 

Analytisch konnen wir die Approximation des Gebietes G durch das 
Gebiet G' im scharferen Sinne folgendermaBen kennzeichnen. 

Das Gebiet G gehe mit EinschluB des Randes punktweise in das 
Gebiet G' mit EinschluB des Randes iiber durch Transformations- 
gleichungen der Form 

(21) x^=x + g{x,y), y'=y + h{x,y), 


1 Als einfSiclistes Beispiel fiir dieses Vorkommnis diene folgendes: Es sei 
X [g?] = zl 9 ?, ^ = 1 . G sei ein Quadrat von der Seite 1 AuBerhalb G, zu G parallel 
orientiert und der Mitte einer der Seiten von G gegenuber werde ein zweites 
Quadrat Gs von der Seiteniange e im Abstande e angebraclit und sodann sein 
Inneres mit dem von G durch emen schmalen, senkrecht aufsetzenden Steg 5 
verbunden, welcher von zwei im Abstand ^ parallelen Geraden der LSinge s 
begrenzt wird Das Gebiet G' m6ge aus den beiden Quadraten G und Gg so wie 
dem Stege 5 bestehen. Der erste Eigenwert von G' bei der Randbedingung 
dujdn != 0 ist Null, die zugehSrige Eigenfunktion ist = konst. Wenn nun zu 
jedem s die Breite f] des Streifcns 5 hinreichend klem gewa,hlt wird, so kann auch 
der zweite Eigenwert von G' beliebig klein gemacht werden Betrachten wir nam- 
lich eine Funktion <p in G', welche in G® gleich — 1 fs, in G gleich einer Konstanten c 
ist und in S linear von c nach — 1 abfallt. Die Konstante c sei so bestimmt, daB 
das iiber G' erstreckte Integral von <p verschwindet. Wenn s hinreichend klein 
ist, wird sich c von 0 beliebig wemg unterscheiden Das Integral D[<p] iiber G' 
wird also von der GrdBenordnung Wenn daher rj z. B. gleich gewahlt wird, 
so ist dieses Integral beliebig klein, wahrend das Integral von iiber G' sich 
beliebig wenig von 1 unterscheidet, Daher ist der klassischen Minimaleigenschaft 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen zufolge erst recht der zweite Eigenwert von 
G' beliebig klein. LaBt man s gegen Null konvergieren, so konvergiert der zweite 
Eigenwert von G' sicheplich gegen Null, wenn gegen Null konvergiert. Der 
zweite Eigenwert von G ist jedoch positiv; also ist er nicht der Grenzwert des 
zweiten Eigenwertes von G', obwohl der Rand von G' gegen den von G kon- 
vergiert. 
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wobei die Funktionen g, h im ganzen Gebiet stetig und mit stiickweise 
stetigen ersten Ableitungen versehen sind und wobei diese Funktionen 
ebenso wie ihre ersten Ableitungen absolut genommen unterhalb einer 
hinreidiend kleinen positiven Schranke e liegen. Wenn dies der Fall ist, 
so sagen wir, dafi das Gelid G dutch das Gelid G' mit der Genauigkeit s 
approximiert wird. 

Konvergiert e gegen Null und andert sich G' entsprechend, so sagen 
wir, daB G' stetig in G iibergeht. Nunmehr gilt, wie wir zeigen woUen, 
der folgende Satz; 

Satz 10: Der n‘‘ Eigenwert der Differentialgleichung L[m] + ^qu = 0 
lei irgendeiner der Idrachtden Randledingungen andert sich stetig, wenn 
das Gelid G in dem gekennzeichneten Sinne stetig deformiert wird. 

Zum Beweise betrachten wir eine Folge von Gebieten G', fiir welche 
die oben eingefuhrte Zahl e gegen Null konvergiert. Wir losen die Glei- 
chungen (21) nach x und y auf, setzen 

<P (x, y) = ^'{x', y'), p (x, y) = p'{x!, y') usw., a (x{s), y(s)) = t (s) 


und transformieren die beiden Integrale, aus denen sichij)[^] zusammen- 
setzt, in ein Integral iiber das Gebiet G' und eines iiber seinen Rand F'. 

Dabei entsteht ein Eigenwertvariationsproblem fiir das Gebiet G 
mit Koeffizienten, die sich vom urspriinglichen beliebig wenig unter- 
scheiden. Danach ist die stetige Abhangigkeit mit analogen Methoden 
zu beweisen, die zu Satz 8 und 9 fiihrten. Wir wollen jedoch den Ge- 
dankengang noch einmal im einzehien durchfiihren. 

Das Integral D[(p] geht iiber in das Integral 


(22) f I (i<>t(9>i'(l+g*) + 9>y-A*)H {<p'^.g^ + q}'^{i + h^))^]+^(p'^)M-^dx'dy'. 

e' ' 


wobei zur Abkiirzung fiir die bei hinreichend kleinem e beliebig wenig 
von 1 verschiedene Funktionaldeterminante 





dg dh 
dy dx 


gesetzt ist. Fiir das Randintegral ergibt sich 

l'po(p^ds = p'r (s) -Ip ds'. 

r r 


Hierbei bedeutet is’ das Linienelement des Randes T’ von G'. 
Setzen wir allgemein 

D'W\ =yy {p(wl + V?) + dxdy, ®'[v] = //[y] + jpx(s)y)^ is'. 

G' r 

SO unterscheidet sich der Integrand in (22) von dem in D’[(p’] durch 
den Faktor den von \ beliebig wenig verschiedenen Faktor pip’ 
und additive Glieder, in denen 9?^?, 99'?, 99^^, 9?'/ und cp’^ mit Faktoren 
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multipliziert erscheinen, die mit e gegen Null konvergieren. Mit Hilfe 
der Ungleichung 


/ / W dx'dy'l^fj {(pf, + (p^) dx' dy' 

G' V 


ergibt sich die Beziehung 

i)M = (i + d)i>V]. 

worin <5 hier wie im f olgenden eine — wenn auch nicht immer dieselbe — 
mit e gegen Null strebende GroBe bezeichnet. Nun unterscheidet sich 
dsjds^ bei hinreichend kleinem e beliebig wenig von 1; daher wird 

f ^' t ( s ) 9?'2 ^ds' = (i + d)Jpr (s) <p"^ ds' 

r r 


und im ganzen 




Wir haben ferner die Nebenbedingungen (3 a), (17) von §1 fur die 
Funktionen cp zu transformieren und erhalten 


ljQ(p^dxdy=ll q'M- 1 <p'^ d3/ dy'=i. 

Q G' 

j j Q<pv^dxdy — jjQ'M~^<p'Vidxf dy' — 0 (t = 1, 2, — 1) 


Multiplizieren wir die Funktionen cp' und mit — bei kleinem s von 1 
beliebig wenig verschiedenen — konstanten Faktoren, so daB fixr die 
neuen entstehenden Funktionen cp" und i;' die Relationen 

jfQ<p"^dx'dy=i. 

G' 

j j Q(p''v[do(f dy — Q (i = 1, 2, . . — 1) 

gelten, so wird erstens 

zweitens geniigt die Funktion tp" den Bedingungen des Maximum- 
Minimum-Problems, welches den Eigenwert von G' charakterisiert, 
wobei die Funktionen die Rolle der Funktionen in G spielen. 
Da nun der Bereich samtlicher zulassiger Funktionensysteme vi zu- 
gleich mit dem der Funktionensysteme Vi durchlaufen wird, so folgt^ 
daB auch das Maximum-Minimum der linken Seite sich von dem der 
rechten nur um einen — mit gegen Null konvergierendem e — gegen 1 
konvergierenden Faktor unterscheiden kann, Damit ist aber Satz 10 
bewiesen. Wir erkennen gleichzeitig aus der obigen Entwicklung, daS 
dieser Satz sich folgendermaBen prazisieren laBt: 
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Zusatz zu Satz 10: Wenn ein Gebiet G' in ein Gebiet G dutch die 
Transformation (21) ubergeht und dabei "I-- < ^, <«, ^ 

< e ist, unter e eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, so gibt 

es eine nur von e abhdngige, mit s zugleich gegen Null konvergierende 
Zahl f) der art, daJS die Eigenwerte Gebiete G und G' fur 

irgendwelche der betrachteten Randbedingungen und jedes n der Beziehung 

geniigen. 

Fiir die Randbedingung u =^ 0 , bei welcher keinerlei normale Ab- 
leitung auftritt, gilt naturgemafi der Stetigkeitssatz in weiterem Um- 
f ange : 

Satz 11 : Der Eigenwert der Differentialgleichung L[u] + Xqu = 0 
fur die Randbedingung u = 0 ist auch dann noch eine stetige Funktion 
des Gebietes G, wenn bei der stefigen Deformation des Gebietes die Stetige 
keit der Veranderung der Normalen nicht mehr gefordert wird. 

Man kann namlich die Rander zweier Gebiete G und G', welche hin- 
reichend benachbart sind, ohne da6 in benachbarten entsprechenden 
Randpunkten auch die Normalen benachbarte Richtungen besitzen 
miissen, stets zwischen die Rander zweier im engeren Sinne hinreichend 
benachbarter Gebiete B und B^ einschlieBen. Da nun der Eigenwert 
fiir die Randbedingung = 0 nach Satz 3 eine monotone Funktion 
des Gebietes ist, so liegen die n^^ Eigenwerte von G und G' zwischen 
denen von B und B\ welche nach Satz 10 ihrerseits benachbart sind. 
Damit ist Satz 11 bewiesen. 

Die letzten Betrachtungen liefern uns, wenn wir nicht den Grenz- 
iibergang 6 0 ausfiihren, das folgende allgemeinere Resultat : 

Gehen zwei Gebiete G und G' auseinander dutch eine Punkttransfor- 
mation der obigen Art hervor, fiir welche der absolute Betrag der Funktional- 
determinante zwischen endlichen positiven Grenzen bleibt, und bedeutet 
2 ^ bzw. 2 n den n^^ Eigenwert des Gebietes G bzw. G\ so liegt der Quotient 
fiir hinreichend grofie n zwischen positiven, von n unabhdngigen 
Schranken, 

§ 3. Der Vollstandigkeitssatz und der Entwicklungssatz. 

1. Die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen. Bei den in § 1 und 2 
betrachteten Variationsproblemen fiir den Quotienten hatte 

sich fiir die Eigenwerte die Beziehung 

lim 2„ = 00 
n 

ergeben. Wesentlich hierfiir wax der positiv-definite Charakter von 
^[<p], der sich darin ausspricht, daB §[9?] nur positiver Werte fahig ist 
und nur zugleich mit dem Integranden 95 verschwindet. Wir woUen 
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nunmehr gestiitzt auf die obige Limesbeziehung den Vollstandigkeits- 
satz m folgender Form beweisen: 

Das System der zum Quotienten 3 ) [99]: §[99] gehorigen Eigenfunktionen 
ist vollstdndig, und zwar in dem Sinne, dafi fur jede stetige FunkHon f 
und pde noch so kleine 'positive Grope e eine lineare Komhination von end- 
lich vielen Eigenfunktionen 

^1% "F ^2^2 + * * * ■+* ^n'^n = 
gebildet werden kann, filr welche 

§[/ - 0)„]<e 

wird. Die beste Approximation, d. h. der kleinste Wert von § [/ — wj 
wird bei den Fourierschen Entwicklungskoeffizienten 

erreicM; mil ihnen gilt die VoUstdndigkeitsr elation 

00 

(23) 

Wir bemerken zunachst : DaB die in bezug auf § giinstigste mittlere 
Approximation von / durch eine Kombination der ersten n Eigen- 
funktionen, d. h. der kleinste Wert von §[/ — erreicht wird fiir 
ot. = = ^[/,wj (also durch Koeffizienten, die unabhangig von n 

sind), ergibt sich in genau derselben Weise wie bei beliebigen Orthogonal- 
funktionen unter Beriicksichtigung der Relationen (8) aus § 1. Aus 
der Beziehung 

0 ^§[/ S^c^u] = §[/] 

L 1^1 J 

00 

folgt nun unmittelbar die Konvergenz der unendlichen Reihe ^4 

00 i=l 

und genauer die Besselsche Ungleichung '^ 4 ^^\I\- 

Um zu beweisen, daB nicht nur diese Ungleichung, Sondern die 
Vollstandigkeitsgleichung (23) gilt, nehmen wir zunachst an, dafl die 
Funktion / den beim zugehorigen Variationsproblem geforderten Zu- 
lassungsbedingungen genligt. Dann besitzt die Funktion 

n 

Qn 

i -1 

die Orthogonalitatseigenschaften 

= O (i = 1, n) 

und also nach § i ( 7 ) auch die Orthogonalitatseigenschaften 

(24) (i = 1 , . . n) . 
Wegen der ersten von ihnen und wegen der Minimumeigenschaft 
von gilt 

(25) ^n+i§ fen] ^ ® fen] • 

Coaurant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2 . Aufl. 
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Andererseits bleibt beschrankt. Denn es ist 

3)[/] = ®[yc,Mj 4 - 2 ®[yc,«i.o„ + 2 )[e„], 

Li=i J L»=i 1 

also wegen der obigen Relationen (24) 

3)[/] == S) • 

Li=l 

Nun ist M.l = und bleibt also, da nur endlich viele 

Eigenwerte*'negativ sein kQnnen, bei wachsendem n oberhalb einer 
festen Schranke; somit ist nach oben beschrankt. 

Wegen der Relation (25) und des unendlichen Anwachsens von 
gilt also fiir « 00 ' ^ 

^[/] — = 

womit die Vollstandigkeitsrelation und mit ihr die Vollstandigkeit ( 23 ) 
bewiesen ist. 

Geniigt die stetige Funktion / nicht den Zulassungsbedingungen des 
Problems, so kann man sie sicherlich durch eine diesen Fedingiingen 
geniigende Funktion f* so approximieren, daB §[/-/*] <<^/4 wird, 

n 

sodann /* durch eine Funktion so daB |)[/* — /^] < «/4 

wird. Dann ist mit Riicksicht auf 

/s] = - /*] + 2$[/ - 1*. f* - /a 

und auf die Schwarzsche Ungleichung gewiB §[/ — /S ^nd wegen 
der Minimumeigenschaft von erst recht < «. womit die Voll- 
standigkeitseigenschaft auch fur nur stetige Funktionen / bewiesen ist. 

Aus- der so bewiesenen VoUstandigkeitseigenschaft der Losungen 
unserer Variationsprobleme ergibt sich nun, dafi wir in ihnen wirklich 
die Gesamtheit der Eigenfunktionen unseres entsprechenden Differen- 
tialgleichungsproblemes gewonnen haben (vgl. die in Kap. V ofter, 
z. B. S. 259, angewandte SchluBweise). 

tJbrigens folgert man leicht aus der Vollstandigkeitsrelation ( 23 ) die 
far ein Paar von Funktionen / imd g giiltige allgemeinere Vollstandig- 
keitsrelation 

(23 a) $[/. g] $ [/' “d § fe' "J • 

2. Der Entwicklungssatz. Es bereitet im Falle einer unabhangigen 
Variablen keine Schwierigkeit, in Erweiterung des VoUstandigkeits- 
satzes die Satze uber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach 
Eigenfunktionen von imserem jetzigen Standpunkte aus zu beweisen 
und zwar unter wesentlich verringerten Voraussetzungen gegenuber 
Kap. V. Wir wollen zeigen: Jede dm Zulassungsbedingungen eines 
Eigenwertvariationsproblems geniigende Funktion f{x) la^t sich in eine 
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ahsolut und gleichmdfiig konvergente Reihe nach den Eigenfunk- 

Honen entwickeln. 

Wegen der Vollstandigkeit des orthogonalen Funktionensystems 
iQ'^n geniigt es, zu zeigen, daB die Reihe mit ^ ( Qfu^dx 

gleichmaBig konvergiert (vgl. Kap. II, S, 44 ). Zum Beweise betrachten 

n 

wir wieder die Funktion Qfi = f—^c^Uy. Es ist, wie wir oben S. 370 
sahen, ^ 

= 2>[/] -ZcU.. 

v==l 

Fiir geniigend groBe n, etwa « ^ AT ist ^ 0, also ^ 0; mit- 

OO “ 

hin konvergiert die Reihe da ihre Glieder fiir v>N nicht 

v—l 

negativ sind. Nun wird zufolge der Schwarzschen Ungleichung 




Wir wissen nun aus Kap. V, § 11, 3, daB | | < C bleibt, wobei C eine 

von n unabhangige Konstante ist. Da IJn^ nach § 2, 2 und 3 zwischen 

00 Jc 

endlichen Schranken bleibt, und da konvergiert, so wird y — 

n==h ” 

bei hinreichend groBem h und k gleichmdBig fur alle x beliebig klein 

it; 

und somit ebenfalls 2 kn^n W I » heiBt aber, die obige Reihe kon- 

n=*h 

vergiert absolut und gleichmaBig, womit der behauptete Entwicklungs- 
satz bewiesen ist. 

Unsere Oberlegungen und Resultate behalten ihre Giiltigkeit auch 
fiir den Fall von Singularitaten, wie bei den Legendreschen und Besseh 
schen Eigenfunktionen. Jedoch gilt unser Beweis fiir den Entwick- 
lungssatz hier nur, wenn wir eine — beliebig kleine — Umgebung der 
singularen Stellen ausschlieBen, da wir fiir eine solche Umgebung die 
Beschrslnktheit der normierten Eigenfunktionen nicht bewiesen haben. 

8. Verscharfung des Entwicklungssatzes, Die asymptotischen 
Ausdriicke, die wir in Kap. V, §11, 5 fiir die Sturm-Liouvilleschen 
Eigenfunktionen gefunden haben, erlauben uns, in einfachster Weise 
den bewiesenen Entwicklungssatz wesentlich zu verallgemeinern, und 
zwar den Satz zu beweisen, dafi jede im Grundgebiefe stiickweise stetige 
Funktion mit quadratisch integrierbarer erster Ableitung^ sich in eine 


^ Wir meinen mit qu^dratischer Integrierbarkeit der Ableitung, daB das 
Integral Bber das Quadrat der Ableitung fur jedes der endlich vielen Inter valle 
des Grundgebietes endlich bleibt, ftir welche die Funktion stetig ist. 

24 ^ 
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Reihe nach den Eigenfunkiionen entwickeln lafit, welche in alien von 
Spnmgstellen der Funktion freien abgeschlossenen Teilgebteten ahsolut 
und gleichmiipig konvergiert und in den Sprungstellen wie die Fourier- 
sche Reihe das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes 
darstellt (Man beachte, daB dieser Satz von den zu entwickelnden 
Funktionen mcht die Erfiillung der Randbedingungen verlangt.) 

Wir denken uns zunachst wie in § 2, 3 die Differentialgleichung auf 
die Form 

(l8) -- rz + Xz ^ 0 


fiir die Funktion z{t) im Intervall 0 ^ ^ ^ gebracht. 
trachten wir die Reihe 






Sodann be- 


worin die Eigenfunktion der obigen Differentialgleichung, etwa 
fur die Randbedingung 2 = 0, bedeutet. 

Die Anwendung der asymptotischen Formeln (70) und (71) aus Kap. V 
sowie der Formel (19) ergibt 


G(t,r) 


12 

• n«l 


jp , ;r 

oo smn ~i tcoBn -r 

n = l 




wobei y)n[t,r) — 0{\ln^) ist, so daB sich G[t, r) nur additiv um eine ab- 
solut und gleichmaBig konvergente Reihe unterscheidet von 




sin^ y t COSW y T 


== i f (^ + ^) + T - "))■ 

n«l 


Von dieser Reihe wissen wir aber aus Kap. II, § 5, 1* Bei 
festem r {0 < t ^ 1) konvergiert sie absolut und gleichmaBig fur 
alle t eines abgeschlossenen Intervalles, welches den Bedingungen 
\t + r\>€, — T I > « mit e > 0 geniigt, was wegen t > 0, ^ > 0 

besagt, daB das Intervall den Punkt ^ = t nicht enthalten darf, 
W^rend also die Reihe fiir t r eine stetige Funktion darstellt, be- 
sitzt ihre Summe fiir ^ = r einen endlichen Sprung und ist dort, wie- 
derum nach Kap, 11, § 5 gleich dem arithmetischen Mittel der beider- 
seitigen Grenzwerte. 

Wenn wir bei einer willkurlichen Funktion, die den obengenannten 
Bedingungen geniigt, durch Addition einer geeigneten Summe 
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die Unstetigkeiten beseitigen und, wenn notig, die Randbedingnng er- 
fiillen, so erhalten wir eine Funktion, welche die Voraussetzungen 
des bereits in Nr. 2 bewiesenen allgemeinen Entwicklungssatzes er« 
fullt und somit in eine gleichmaBig konvergente Reihe nach den Eigen- 
funktionen entwickelt werden kann. Die hinzugefiigte Summe aber ist 
nach den soeben erhaltenen Ergebnissen darstellbar durch eine Reihe 
nach Eigenfunktionen, welche die in dem obigen Satz behaupteten 
Eigenschaften besitzt. Damit ist der oben ausgesprochene Satz zu- 
nachst fur die Entwicklung nach den Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung (18) bewiesen. Transformieren wir die Variablen j?, t wieder 
zuruck in y, x und demgemaB die Differentialgleichung in die allgenaeine 
Sturm-Liouvillesche Gestalt, so erhalten wir unmittelbar den Ent- 
wicklungssatz auch fiir die Eigenfunktionen y,f^{x) der ursprtinglichen 
Differentialgleichung, da diese aus den Eigenfunktionen bis auf 
konstante Faktoren durch Multiplikation mit derselben nirgends ver- 
schwindenden Funktion entstehen. 


§ 4. Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. 

Unsere in § 2 gewonnenen Resultate und Methoden gestatten uns,. 
auch bei mehreren unabhangigen Variablen muhelos das as 5 nnptotische 
Verhalten des Eigenwertes bei wachsendem n zu verfolgen, was 
wir bei einer unabhangigen Variabeln schon in § 2, 2 und 3 taten. Das 
hervorstechende und fiir prinzipielle physikalische Fragen wichtige Er- 
gebnis dieser Untersuchungen wird sein, dafi fiir Differential^leichungen 
mit konstanten Koeffizienten das asymptotische Verhalten der Eigenwerte 
nichi von der Gestalt, sondern lediglich von der Gro^e des Grundgebietes 
ahhdngt. 

1. Die Differentialgleichung Au -f 2a = 0 fiir ein Rechteck. Wir 

gehen von der Bemerkung aus, daB wir fiir ein Rechteck mit den Seiten- 
langen a und h nach Kap. V, § 5, 4 die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
von Au + ku ^ Q explizite angeben konnen, und zwar bei der Rand- 
bedingung u ^ 0 durch die Ausdriicke — bis auf einen Normierrmgs- 

faktor ^ ^ mjcy o a \ 

sin-^ sin-y^, [I, 1, 2, 


bei der Randbedingnng du/dn ^ 0 durch die Ausdriicke 


Ijcx mny 

cos cos — 

a b ' 


U* ^ I 


(Z, w = 0, 1,2,3, 


Bezeichnet man die Anzahl der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen 
Eigenwerte im ersten Falle mit A (X), im zweiten Falle mit B (A), so sind 
diese Anzahlen identisch mit den Anzahlen der ganzzahligen Losungen 
der Ungleichung ^ 
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wobei im ersten Falle 2 > 0, w >■ 0 , itn zweiten Z S 0, vor- 

gescbrieben ist. Fiir die gesuchten Anzahlen A (j.) und B (x) lassen 
sich nun einfache asymptotische xiusdruck^ bei groBem i angeben. 
Die Anzahl A {X) z. B, ist genau gleich der Anzahl der Gitterpunkte 

im positiven Quadranten der Ellipse + fa ~ hinreichend 

groJBem X wird der Quotient aus dem Flacheninhalt dieses Ellipsen- 
quadranten und der Anzahl der in ihm liegenden Gitterpunkte be- 
liebig nahe an i liegen. Ordnet man namlich jedem Gitterpunkt das 
rechts oben von ihm gelegene Gitterquadrat zu, so enthalt der von 
diesen Quadraten gebildete Bereich den EUipsenquadranten; laBt man 
dagegen die vom EUipsenbogen durchschnittenen Quadrate weg — ihre 
Anzahl sei R{X) — , so ist der ubrigbleibende Bereich im Ellipsen- 
quadranten enthalten. Wir haben also die Ungleichung zwischen den 
Flacheninhalten 

A{k)-R{X)^k^^^A{k). 

Der in zwei aufeinanderfolgenden Randquadraten eines Quadranten 
enthaltene EUipsenbogen hat aber bei hinreichend groBem X mindestens 
die Lange 1 ; daher ist R{X)-i hdchstens gleich der dop^lten Lange 
der VierteleUipse, und diese wachst nur proportional mit ]/A. So ergibt 
sich die gesuchte asymptotische Formel lim ~ oder 

Genauer konnen wir schreiben 

4(A) ==~H-#c]/r. 


wobei c eine von A unabhangige Konstante, | ^ | < 1 ist. Diese Darstellung 
gilt fiir beide betrachteten Randbediagungen, d. h. auch fiir J5(A), da 
die Anzahl der Gitterpunkte auf den gradlinigen Randstiicken des 

EUipsenquadranten asymptotisch gleich — fA ist. Denken wir uns 

die Eigenwerte nach wachsender GroBe in eine Reihe Ai, A3, . . • 
geordnet, so konnen wir hieraus asymptotisch dm w**” Eigenwert berech- 
nen, indem wir 4 (A„) ~n bzw. J5 (A„) = «• setzen. Es ergibt sich 




4^ 

I CND — n 

ab 


Oder 


lim 

n->oQ 


fl 


4n 
ah * 


2 . Die Differentialgleichung 4a + Aa = 0 bei Gebieten, welche 
aus endlich vielen Quadraten oder Wiirfeln bestehen. Wir betrachten 
nunmehr die Differentialgleichung 4 « + A « = 0 fiir ein Gebiet G, das 
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sich in endlich viele, etwa h, kongruente Quadrate — bzw. im Falle 
von drei unabhangigen Variablen Wurfel — der Seitenlange a zerlegen 
laBt. Wir werden solche Gebiete als „Quadratgebiete'' bzw. ,,Wurfel- 
gebiete'* bezeichnen. Der Flacheninhalt bzw. das Volumen von G ist 
dann f = ha^ bzw. V = ha^. 

Im folgenden werden wir mit dem Buchstaben # stets eine zwischen 
--1 und +1 liegende Zahl, mit dem Buchstaben c oder C eine positive 
Konstante bezeichnen und uns die Freiheit gestatten, gelegentlich, wenn 
ein MiBverstandnis ausgeschlossen erscheint, die Unterscheidung ver- 
schiedener solcher Werte d' bzw. c oder C durch Indices usw. fortzu- 
lassen. 

Es sei nun A (.1) bzw. B (A) die Anzahl der unterhalb einer Grenze I 
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung zlw + A^ = 0 fiir das 
Gebiet G — wir betrachten zunachst den Fall von zwei unabhangigen 
Veranderlichen — und die Randbedingung u = Q bzw. dujSn = 0, 
Bezeichnen wir mit Aq^{X), Aq,{X), . . AQf^{X) die entsprechenden An- 
zahlen fiir die Teilquadxate bei der Randbedingung ^ =0, mit Bq^{X), 
Bq^{X), . . Bqj^(X) diese Anzahlen bei der Randbedingung dujdn^O, 
so gilt nach Nr. 1 

(26) + OcaiJ, Bq{X) = + ^'ca^X, 

und es besagt Satz 5 in Verbindung mit Satz 2 und 4 (vgl. § 2) 

(^) + ■ ■ ■ + ^ W ^ ^Qi W + ■ ■ ■ “ 1 “ ^Qh (^) • 

Da aber diese Anzahlen Aqi{1), Bq,{X) ubereinstimmend dutch die 
Gleichungen (26) gegeben werden, so schlieBen wir 

A{X) = -^X + ^caiX. 


Mit anderen Worten, es gilt folgender Satz; 

Satzl2: Die Anzahl A{X) der unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigen- 
werte der Differentialgleichung Au Xu = 0 fiir ein Quadratgebiet vom 
Flacheninhalt f ist bei alien oben betrachteten Randbedingungen asym- 
ptotisch gleich 

J-X. 


d. h. es gilt 
(27) 


lim 

^-►OO 


AW_ 1 
fX 4^ ‘ 


Genauer hesteht fur alle hinreichend grofien X die Beziehung 


( 28 ) 


4nA(X) A ^ ^ 

n 


worin C eine von X unabhangige Konstante bedeutet. 
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Bezeichnet man mit Qn den zu einer der betrachteten Rand- 
bedingungen gehorigen Eigenwert, so ist die Aussage dieses Satzes bzw. 
der Gleichung (28) aquivalent mit der Gleichung 

(29) = 

WO wieder — 1 ^ ^ ^ 1 und c eine von n unabhangige Konst ante bedeutet . 
Man braucht, \im dies einzusehen, in (28) nur A {Qn) = w zu setzen. 
Die Giiltigkeit des Satzes 12 bleibt bestehen, auch wenn etwa in der 

Randbedingung au^O die Funktion a negative Werte annehmen 

kann. Wir schlieBen dies wiederum mit Hilfe der "Dberlegung aus § 2, 5. 
Vorab bemerken wir, daB nach Satz 5 der Eigenwert f^n bei der 

betrachteten Randbedingung ~ + ow = 0 jedenfalls nicht groBer sein 

kann als der w*® Eigenwert 4 Randbedingung “W = 0. Wir 

diirfen also von vornherein voraussetzen, daB der Ausdruck 

2)[^] = D[(p] + f ds , 
r 

dessen Maximum-Minimum ja ist, die Grenze fiir keine der zur 
Konkurrenz in dem Variationsproblem zugelassenen Funktionen 99 uber- 
steigt; die Losung des Maximum-Minimumproblems wird dadurch nicht 
geandert. 

Nun ist nach § 2, 5 

I j^pacp^ds < c^i\Dl(p] \ + C 2 , 

I r 

wobei q,C2 numerische Konstante bedeuten; es wird also 

D[(p2 - Cii\D[(p]\ - C 2 < ®[^] < D[q}] + Cii\Dl<p]\ + . 

Aus der Annahme 2) [9?] ^ folgt 

D{<p\ — c^i\D{<p\ \ 

und hieraus wiederum ergibt sich, dafi D[(p] mit n nicht starker wachsen 
kann als d. h. daB eine Relation der Form 

Dl(p]<c^h 

gelten muB, unter Cg wiederum eine Konstante verstanden. Mithin 
wird, da ja die Beziehung (29) fur gilt, unter den iiber 97 ge- 

machten Voraussetzungen 

^W] — hin ^ 35[95>] ^ I>[9?] 4- 'Ciin , 

und diese Beziehung gilt fur die unteren Grenzen der Ausdriicke 2) [9^] 
und D[(p] bei gegebenen Funktionen ^n-i» niithin auch fiir 

die Maxima dieser unteren Grenzen. Dieses Maximum ist fiir D[<p] der 
zur Randbedingung dujdn ^0 gehorige Eigenwert, fiir den die Be- 
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ziehung (29) schon bewiesen ist. Daher folgt sie nun unmittelbar auch 
fiir das Maximum der unteren Grenze von S)[9?], den betrachteten 

dii 

Eigenwert fin bei der Randbedingung — -f aw = 0, und diese 

Beziehung ist mit der Aussage von Satz 12 gleichbedeutend. 

Wenn statt zweier unabhangiger Variablen drei vorliegen, so andern 
sich in der vorangehenden Betrachtung nur die Ausdrticke Aq (A), JSq (i) 
fiir die Anzahlen der unterhalb einer Grenze a gelegenen Eigenwerte 
bei den Randbedingungen w = 0 bzw. dujdn und zwar wird 

(26a) Aq (/) == X' '&C(Z^X , Bq (/) = — 2 X~ , 


Somit erhalten wir jetzt das Resultat: 

Satz Die Anzahl A[X) der unterhalb einer Grenze X gelegenen 
Eigenwerte der Dtfferentialgleichung Au Xu ^ 0 fur ein aus endlich 
vielen kongruenten Wurfeln bestehendes Polyeder vom Rauminhalt V ist 


V I 

bei alien betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich ^ X , 
es gilt 

^ r A{X) i 

(27a) lim-~nr = F^. 


d. k 


Genauer besteht bei hinreichend groPem X die Formel 


(28a) 


6n^A(X) 


<C 


rr 


wobei C eine von X unabhdngige Konstante isf^, 

3. Ausdehnting des Resultates auf die allgetneine Differential- 
gleichung £[a] + == 0. Urn die gewonnenen Satze iiber die asym- 

ptotische Eigenwert verteilung auf die allgemeine sich selbst adjun- 
gierte Differentialgleichung (1) zu iibertragen, denken wir uns die 
Quadrateinteilung bzw, Wiirfeleinteilung des Gebietes G durch mehr- 
fach fortgesetzte Halbierung der Seitenlange a so verfeinert, daB in 
jedem der entstehenden Elementargebiete die Differenz zwischen dem 
groBten und kleinsten Wert der Funktionen p bzw. Q unterhalb einer 
vorgegebenen hinreichend kleinen positiven Zahl e bleibt. Wir beachten 
ferner, daji die Funktion q auf die asymptotische Eigenwertverteilung 
uberhaupt keinen Einflufi ausuben kann, da der Ausdrudc ®[9?] und mit 
ihm sein Maximum-Minimum sich bei Streichung der Funktion q nur 
um einen beschrankten Betrag andert, namlich um weniger als qMiQm* 
qj^ und haben dabei entsprechende Bedeutung wie friiher. Wir 
nehmen demgemaB in den folgenden Entwicklungen ^ = 0 an. 


^ Eine schkrfere allgemeine AbschSLtzung des bei der asymptotischen Ab- 
schSltzung von A {X) gemachten Fehlers ist allgemein nicht moglich, da beim 
Quadrat bzw. beim Wiirfel die angegebene GroBenordnung des Fehlers wirkhch 
erreicht wird. 
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Die weitere Betrachtung werde fiir den Fall eines ebenen Quadrat- 
gebietes G durchgefuhrt. Die Anzahl der Quadrate, aus denen G be- 
steht, sei wiederum h, ihre Seitenlange a', mit A'{ 1 ) werde die Anzabl 
der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen Eigenwerte der Differential- 
gleichung L[u] + Xqu — 0 fiir das Gebiet G bezeichnet, wobei als 
Randbedingung irgendeine der betrachteten genommen werden kann, 

die Bedingung == 0 jedoch zunachst unter der einscbranken- 

den Voraussetzung (T ^ 0 . Die Teilquadrate bezeichnen wir mit Qi, 
Qz’ ■ . Qh, die zugehorigen Anzahlen der unterhalb einer Grenze A 
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung fiir die Randbedingung 
u ~0 mit Aqj(A), . . fiir die Randbedingung duldn — 0 mit 
RqJA), . . Bq^{X). Nach Satz 2, 4 und 5 ist wieder 

(30) A'q, (A) + • - • + A'q, (A) ^ A' (A) ^ (A) 4- ■ • • + (A) . 

Nun folgt aus Satz 7 unter Berucksichtigung von ( 23 ) 



wenn mit die Maxima, mit p^^\ die Minima der betreffenden 

Funktionen in dem Quadrate Qi bezeichnet werden und Aq, (A) , 5 ^, (A) 
wie in der vorigen Nummer die durch die Gleichungen (26) gegebenen 
Anzahlen der entsprechenden Eigenwerte fiir die Differentialgleichung 
zJm + Am = 0 bedeuten. Denn ersetzt man in der Differentialgleichung 
(1) p durch p'-^, Q durch p®, so wind nach Satz 7 jeder der Eigenwerte 
vergroBert Oder jedenfalls nicht verkleinert, ihre Anzahl unterhalb einer 
Grenze A also verkleinert oder nicht vergroBert. Andererseits geht dabei 


6 

die Differentialgleichung (t) in die Differentialgleichung Jm + A m = 0 

pm Pm 

liber, deren Eigenwerte die mit multiplizierten Eigenwerte der Diffe- 

Qm 

rentialgleichung /1m + Am = 0 sind. Das Entsprechende gilt, wenn 
p durch p^^}, Q durch ersetzt wird. 

Femer ist, da Q und p stetige Funktionen sind. 


//) 


dxiy 


^ ji) jti 


wobei die Zajilen 1 < 5 [, beliebig klein werden, wenn nur die anfang- 
liche Quadrateinteilung hiureichend fein, d. h. a hinreichend Mein 
gewahlt ist. Somit ergibt sich durch Anwendung von (30) ganz ebenso 
wie in Nr. 2 

wo auch [ beliebig klein ist, und dies ist nichts anderes als folgende 
Aussage Ciber die asyniptotische Eigenwertverteilung : 
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S a t z 1 4 : Die Anzahl A (A) der zur Differentialgleichung L[u]A-Xqu = 0 
gehorigen, unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte eines Quadrat- 
gebietes G ist fur jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 


a 

(31) 


lim 

^,->•00 


A(l) 



G 


Die urspriingliche Voraussetzung a ^ 0 erkennt man hier genau so 
wie in Nr, 2 als uberfliissig. 

Dieselben tFberlegungen fiir den Raum durchgefiihrt ergeben folgen- 
des Resultat: 

Satz 15 : Die Anzahl der zur Differentialgleichung L[u] + = 0 

gehbrigen, unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte eines Wilrfel- 
gebietes G ist fur alle hier betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 


d. h. 


1 


X^ j I I'^'dxdydz, 


es gilt die Relation 


(32) 




Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB die Uberlegungen der 
beiden letzten Nummern sich genau ebenso fiir einen allgemeineren 
Bereich durchfiihren lassen, der aus endlich vielen beliebigen Rechtecken 
hzw, Quadern zusammengesetzt ist. 

4. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fiir einen 
beliebigen Bereich. Um die asymptotischen Spektralgesetze der vor- 
angehenden Nummern auf beliebige Bereiche zu erweitern, miissen 
wir diese Bereiche durch Quadrate bzw. Kuben von innen heraus aus- 
sch5pfen. Dabei werden wir neue tTberlegungen lediglich anzustellen 
haben, um den EinfluB des bei jeder Approximation iibrigbleibenden 
Randstreifens abzuschatzen. 

Zunachst setzen wir voraus, daB G ein ebener Bereich sei, dessen 
Rand iiberall stetig gekriimmt ist, und betrachten ferner nur die Diffe- 
rentialgleichung == 0. 

Wir schicken eine Reihe von Bemerkungen voraus, welche sich auf 
die zu dieser Differentialgleichung und zur Randbedingung du/dn^O 
gehdrigen Eigenwerte bzw* deren Anzahl unterhalb einer gegebenen 
Grenze fiir gewisse einfache Gebiete beziehen. 

Es sei zunachst G ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit der 
Kathete a. Jede Eigenfunktion des Dreiecks ist auch Eigenfunktion des 
durch Spiegelung an der Hypotenuse entstehenden Quadrates fur die- 
selbe Randbedingung 5 w/dn = 0. Denn man erkennt ohne weiteres, daB 
sich die Eigenfunktion in das gespiegelte Dreieck fortsetzen laBt, indem 
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man spiegelbildlich zur Hypotenuse gelegenen Punkten denselben Funk- 
tionswert zuweist; dabei wird die Randbedingung dujBn ^ 0 auf dem 
ganzen Rande des Quadrates erfuUt. Der Eigenwert des Dreiecks ist 
also zugleich Eigenwert des Quadrates; mithin ist der Eigenwert des 
Quadrates sicher nicht groBer als der des Dreiecks, oder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte fur das Dreteck bei der Rand- 
bedingung dufdn ^ 0 ist hochstens gleich der entsprechenden Anzahl fur 
das Quadrat, d. h. der durch Formel (26) angegebenen Zahl. 

Zweitens sei G ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck init den Kathe- 
ten a und h, wobei b <a vorausgesetzt werde. Die Kathete a falle 
in die %-Achse, die Kathete h in die y-Achse. Wir verwandeln durch 

die Transformation | = -^y das Dreieck G in ein rechtwinklig- 

gleichschenkliges Dreieck G' mit der Kathete a. Hierbei geht der Aus- 
druck D[<p] uber in 



und die Nebenbedingung H[(p] = i in 

G' 

wahrend die anderen Nebenbedingungen H[(p, Vi] = 0 aus § 1, 4 bei der 
Transformation ihre Gestalt iiberhaupt nicht andern. Wir konnen also 
unter Weglassung des unwesentlichen in beiden Integralen auftretenden 
konstanten Faktors b/a den Eigenwert des Dreiecks G als das 
Maximum-Minimum des iiber G' erstreckten Integrals 



charakterisieren, wobei im ubrigen das Maximum-Minimum ganz im 
iablichen Sinne zu verstehen ist. Da nun sicherlich wegen ajb ^ 1 

//[»)■+ 

G' Q' 

gilt, so ist auch das Maximum-Minimum der linken Seite mindestens 
gleich dem der rechten Seite, d. h. dem Eigenwert fur das recht- 
winklige gleichschenklige Dreieck G\ also erst recht grdBer als der n^^ 
Eigenwert eines Quadrates der Seite a, Mithin ist bei der Randbedingung 
dufon 0 die Anzahl der unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte 
eines rechtwinkUgen Dreiecks, dessen Katheten hochstens gleich a sind, sicher 
nicht grower als die entsprechende Anzahl der Eigenwerte fur das Quadrat 
der Seite a und also erst recht nicht grower als die entsprechende Anzahl 
fur jedes grdjSere Quadrat, 
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Ebenso ist die Anzahl der Eigenwerte fur ein belieUges Rechteck 
unterhalb einer Grenze sicher nicht groBer als die entsprechende Anzahl 
fiir ein Quadrat, dessen Seite mindestens gleich der groBeren RecHt- 
ecksseite ist. 

Aus diesen Tatsachen in Verbindung mit Satz 4 erh^t man ohne 
weiteres die Mdglichkeit, die Anzahl der Eigenwerte unterhalb einer 
gegebenen Grenze nach oben abzuschatzen, wenn das betrachtete Gebiet 


aus einer endlichen Anzahl von 
Rechtecken und rechtwinkligen 
Dreiecken zusammengesetzt ist. 

Diese Ergebnisse wenden wir an, 
um den EinfluB des Randstreifens, 
der bei einer Ausschopfung von G 
durch Quadrate iibrigbleibt, auf die 
Eigenwertverteilung zu beurteilen. 
Hierzu muB zuerst dieser Rand- 
streifen definiert werden. Wir neh- 



men an, es sei, ndtigenfalls durch mehrmalige Halbierung der Seiten- 
lange, die Quadrat einteilung derEbene so fein geworden, daB bei jedem 
in einem der Quadrate liegenden Randstiicke von G die Normale sich 
um weniger als einen vorgegebenen kleinen Winkel dreht, liber dessen 
Kleinheit wir uns die Verfiigung vorbehalten. Wir konnen dann, wie 
in der Abb. 3, den Rand F durch eine Anzahl r aneinander anschlie- 


Bender Elementargebiete f olgender Art E 

begleiten: Jedes Gebiet E wird entweder begrenzt / 

von zwei zueinander senkrechten Geraden AB,AC / A 

der Quadrateinteilung, deren Lange zwischen a und //^ 

liegt, und einem Stuck BC des Randes (Abb. 4), ^ 

Oder es ist begrenzt von einer Seite AB der Quadrat- 
einteilung, zwei dazu senkrechten Strecken AC, BD n 

mit Langen zwischen a und und einem Stiick 

CD des Randes (Abb. 5)« Aus r solchen Gebieten J 

setzen wir einen Randstreifen S zusammen, so ^ Abb. 4. ^ 

dafi nach Abtrennung dieses Streifens von G ein 
Quadratgebiet, bestehend aus A Quadraten Qi, Quy hbrig- 

bleibt^. Die Anzahl r ist offenbar kleiner als eine von a unabhangige, 


^ Davon, wie diese Konstruktion durchzufiihren ist, wird sich der Leser 
selbst Rechenschaft geben kbnnen. Man. begmne damit, die Randkurve in end- 
lich viele Bbgen von drei Arten einzuteilen. Auf den B5gen der ersten Art bilde 
die Tangente mit der ^r-Achse, auf denen der zweiten Art mit der y-Achse Wmkel 
von hbchstens 30^; auf denen der dritten Art bilde sie mit keiner der Achsen 
Winkel von weniger als 20°. Die Endpunkte der Bogen erster bzw. zweiter Art 
sollen rationale Abszissen bzw. Ordinaten haben Eine hinreichend enge Quadrat- 
emteilung, auf deren Seiten diese Endpunkte liegen, ernaogliclit die im Text 
gescbilderte Konstruktion. 
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wesentlich von der Lange^ des Randes abhangende Konstante C divi- 
diert durch a. 

Um die Anzahl der unterhalb einer Grenze I gelegenen, zur 
Differentialgleichung Au-{-Xu^0 und der Randbedingung dujdn^O 
gehbrigen Eigenwerte eines der Gebiete E nach oben abzuschatzen, 
haben wir wieder fiir den Eigenwert eine untere Grenze aufzusuchen. 
Zu diesem Zwecke ziehen wir durch einen beliebigen Punkt des krumm- 
linigen Randstiickes von E die Tangente. Diese begrenzt zusammen mit 

I den geradlinigen Randstiicken von E ein Gebiet vom 

Typus (Abb. 4), d. h. bei hinreichend kleinem 

ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten kleiner als 
Oder ein Trapez vomTypus ABCD\ bei dem ebenfalls 
die Seiten AC , BD' kleiner als 4a sind (Abb. 5), je 
nach dem, welchem Typus das Gebiet E angehort. Die 
1 Gebiete AB'C' bzw. ABC'D' wollen wir mit E' be- 

n O 

Abb 5 zeichnen. Nun kann man das Gebiet E stets in das 
Gebiet E* durch eine Transformation von der Form (21) 
iiberfuhren, wie .sie in § 2 betrachtet wurde. Bei Gebieten des ersten 
Typus sei etwa A der Pol eines Polarkoordinatensystems mit den 
Koordinaten q, und Q=zf{S) sei die Gleichung der krummen Linie 
BC, Q^g{&) die Gleichung der Geraden BT/. Dann wird durch die 
Gleichungen 

die Transformation des krummlinigen Dreiecks E auf das geradlinige E' 
vermittelt. Im Falle des zweiten Typus AB CD liege AB in der ^c-Achse, 
y g{x) sei die Gleichung der Geraden C'D' und y f[x) die Gleichung 
der krummen Linie CD. Dann betrachten wir die Transformation 


Wenn wir voraussetzen, daB die zugrunde gelegte Strecke a hinreichend 
klein, also auch die totale Drehung der Tangente an dem Kurvenbogen 
CB bzw. CD hinreichend klein genommen wird, so haben offenbar die 
hier betrachteten Transformationen genau die Gestalt (21), und die 
dort mit e bezeichnete GrdBe wird beliebig klein. Nach dem Zusatz 
zu Satz 10 unterscheiden sich dann aber die entsprechenden Eigen- 
werte fiir die Gebiete E und E' nur um einen fiir alle n gleichmafiig 
wenig von 1 verschiedenen Faktor. Mithin gilt dasselbe auch fur die 
entsprechenden Anzahlen Bj^ (/) und Bj^^ (h) der unterhalb einer Grenze X 
gelegenen, zur Randbedingung dtijdn 0 gehbrigen Eigenwerte. 

Da nun das Gebiet £' entweder ein rechtwinkliges Dreieck mit Seiten 
kleiner als 4 a ist oder sich aus einem solchen Dreieck und einem Recht- 
eck mit Seiten kleiner als 3^ zusammensetzt, so folgt, sobald nur a 
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hinreichend klein genommen ist, jedenfalls fiir die Anzahl 5^(2) von 
einem gewissen A ab _ 

( 33 ) Bje{X) + c^a'^X , 


wo geeignet zu wahlende numerische Konstanten bedeuten. 

Nunmehr sind wir in der Lage, fiir das Gebiet G die asymptotischen 
Eigenwertgesetze zu beweisen. Es sei also A{X) wieder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte unserer Differential- 
gleichung Au + Xu 0 im das Gebiet G und irgendeine der betrach- 
teten Randbedingungen, wobei wir wieder zuerst gegebenenfalls die 
Voraussetzung a ^ 0 machen. Eine Quadrateinteilung der Ebene 
durch Quadrate mit der Seitenlange a fiihre zu einer Zerlegung des Ge- 
bietes G in A Quadrate (2i, • • ^,Qh ^nd r Randgebiete E^, 

Wie friiher bezeichnen wir die Anzahlen der zu den Quadraten ge- 
horigen unterhalb X liegenden Eigenwerte mit A^{X) bzw. je nach- 
dem die Randbedingung u=:0 oder dujBn = 0 gestellt ist. Mit 
bzw. werden die entsprechenden Zahlen fiir die Gebiete be- 

zeichnet [von den letzteren brauchen wir jedoch nur die Zahlen B£;(A)]. 

GemaB den Gleichungen (26) ist 


AW 


4jt 


^ “h ^ (A) ~ — X -j- a '&2 ^2 » 


und nach (33) gil't 




wobei, wie stets, mit • • • Zahlen zwischen —1 und +i, mit ♦ 

irgendwelche von a,i und X unabhangige Konstanten bezeichnet werden. 
Nach den Satzen S, 2 und 4 ist 

Ai (X) + ylg (A) + • • * + (^) ^ A(X} ^ Bj^(X) -f- . • . + B/i (a) 

+ ^JSi (A) + • * • + Bjs^lX) ; 

ferner ist jedenfalls 

Ai(X) "f- • • • + A^(i) = X + — - X I 

^iW + * • • + Bjfi{X) + Bjs^(X) -f . • . + Be^{X) 


[ ha^ 

V45r ]/X J' 


ho? 

: A 


X + yA + + Arac^X 

+ {haAcz + raAc^) ^ 


- ! . V- 

Da nun av also c?r bei hinreichend kleinem a beliebig klein ist, 
da ferner bei hinreichend kleinem a fur jedes noch so kleine <5 gilt 

so folgt aus diesen Ungleichungen unmittelbar das asymptotische Gesetz 


A">oo 


Ajr 
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Denn wir haben die GroBe a frei zur Verfugung und konnen, etwa indem 
wir ein festes hinreichend kleines a wahlen, die Faktoren von X in den 
obigen Ungleichungen fiir hinreichend groBe X beliebig nahe an den 
Wert fl4n bringen. 

Auch wenn wir die Voraussetzung a ^ 0 fallen lassen, erhalten wir 
nunmehr dasselbe asymptotische Gesetz mittels derselben Schlusse, 
wie sie an analoger Stelle in Nr. 2 ausgeftihrt warden. Zusammen- 
fassend ergibt sich also das Resultat: 

Satz l 6 : Bei alien betrachteten Randbedingungen ist dte Anzahl A{X) 
der unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte der Differ entialgleichung 
Au A- Xu 0 fur das Gebiet G asymptotisch gleich Xfj4^, d, h. es gilt 


( 34 ) 


lim- 

A->oo 


4:r[A(X) 

—TT 


1 , 


wobei f den Fldcheninhalt des Gebietes bedeutet. 

Beim Beweise batten wir zunachst angenommfen, daB der Rand F 
von G keine Ecken besitzt. Die t)berlegungen sowie das Resultat bleiben 
jedoch im wesentlichen unverandert, wenn Ecken in endlicher Anzahl 
zugelassen werde;a. 

Ebenso bleiben die vorangehenden Uberlegungen giiltig, wenn statt 
der Differentialgleichung AuA-Xu = 0 die allgemeinere Differential- 
gleichung L[u] + Xqu = 0 zugrunde gelegt wird. Es ergibt sich genau 
in derselben Weise wie in Nr. 3 als Resultat 

S a t z 1 7 ; Die Anzahl A (>1) der zur Differentialgleichung L [w] + ^ g w = 0 
gehorigen, unterhalb einer Grenze X gelegenen Eigenwerte des Gebietes G 
ist fur jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 


4^ 


JJf 

G 




lim 

A-4-00 


A(X) 


, X ~ 

4 ®J, 


'-dxdy . 


Ahnliche Uberlegungen, wie sie hier fiir die Ebene durchgefiihrt sind, 
ergeben fiir das Eigenwertproblem im Raume die folgenden Resultate : 

Satz i 8 : Die Anzahl A (X) der zur Differentialgleichung AuA-Xu^O 
gehorigen, unterhalb einer Grhnze X gelegenen Eigenwerte eines rdumlichen 
Gebietes G mit dem Volumen V ist fiir alle betrachteten Randbedingungen 

asymptotisch gleich V, d. h. es gilt 


( 35 ) 


lim 

A->oo 


A(l)^ i 
y 6^^ * 


Satz 19 : Die entsprechende Anzahl fur die allgemeinere Differential- 

gleichung L\u\A-Xqu = Q ist asymptotisch gleich 
d, h. es gilt }i 

(36) 
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Dabei ist vorausgesetzt, dafi G von. endlich vielen Flachenstiicken 
mit stetiger Kriimmung begrenzt wird, welche sich gegenseitig nicht 
beriihren, wohl aber Ecken und Kanten bilden diirfen. 

5. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fiir die 
Differentialgleichung Aa + Xu = Q in verscharfter Form. Unsere 
Theorie gibt uns die Moglichkeit, die in den obigen Satzen ausgesproche- 
nen asymptotischen Eigenwertgesetze noch weiter zu prazisieren, d. h. 
eine A bschiitzung fiir den Fehler zu finden, den wir machen, wenn wir den 
Ausdruck A (A) durch den gefundenen asymptotischen Wert ersetzen. 
Wir wollen die Untersuchung fiir die Differentialgleichung AuA-Xu = Q 
durchfuhren. 

Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die bei der Exhaustion des 
Gebietes G durch Elementarquadrate bzw. -wiirfel gegebenen Moglich- 
keiten besser auszunutzen, indem wir diese Gebiete nicht zahlreicher und 
kleiner als notig annehmen. Es sei G zunachst ein ebenes Gebiet. Wir 
bauen es folgendermaBen auf: Zuerst wird eine Quadrateinteilung der 
Ebene etwa mit der Seitenlange 1 zugrunde gelegt. Es mogen hiervon die 
^0 Quadrate Q\,Q\, ganz ins Innere von G fallen. Sodann werden 

samtliche Quadrate in vier kongruente Quadrate von der Seitenlange ^ 
zerlegt. Von diesen Quadraten mogen Quadrate Qj, Ql, ins 

Innere von G, aber nicht ins Innere eines der Quadrate Q\ fallen. Nun- 
mehr wird die Quadrateinteilung wiederum dutch Halbierung der Seiten- 
lange verfeinert, und man gelangt zu neuen Quadraten <?i, ^ 2 , . . . , Q*. 
mit der Seitenlange 1/2*, welche im Innem von G liegen, aberkeinem der 
frviheren Quadrate Q" oder Q\ angehdren, usw. Nach t Schritten gelangt 
man zu A* Quadraten Q{,Qi, . . .,Qn, der Seitenlange 1/2*. GemaB den 
Vorschriften der vorigen Nummer richten wir es so ein, dafi der Ex- 
haustionsrest aus r Elementargebieten der dort defi- 

nierten Art besteht, wobei die dort mit a bezeichnete Zahl gleich 1/2* 
zu setzen ist. 

Fur die Zahlen und r gelten bei unseren Voraussetzrmgen iiber 
den Rand die Beziehungen 
( 37 ) K<2^c, r<2*c, 

wobei c eine von i und i unabhangige, wesentlich durch die Lange des 
Randes bedingte Konstante ist*. 

Wir bezeichnen wieder die Anzahlen der unterhalb einer Grenze 
gelegenen Eigenwerte fiir die Gebiete E„ mit A*^(X), A^^iX), weim 
die Randbedingung m = 0, mit wenn die Randbedingung 

dujdn = 0 zugrunde gelegt ist. Jedenfalls gilt nach Satz 2, 4, 5, wenn 

S u 

die Funktion or im Falle der Randbedingung ^ = 0 nicht- 

negativ ist, 

^ Diese Ungleichheiten driicken aus, dafi der Gesamtumfang der Quadrate 
Q* bzw. 0* die GrdBenordnung des Uijxfanges von G nicht iibersteigt. 

Courant-Hilbert, Mathematische Pbysik I. 2. Aufl. 2$ 
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(38) 


+ ••• + ... +(*Bf + 5j + “• +^L) 

+ + -8^2 + . . . + , 


A{1) ^ (i4i + + • * • + *4Jo) “!-**•+ (^i -f ^2 + • • * + ^L) • 


Nun ist die rechte Sefte der ersten dieser Ungleichungen zufolge den 
Gleichungen (26) und der Gleichung ( 33 ) der vorigen Nummer gleich 


JL 

43 T 


also folgt, da 


(^0 + -Js + I' -+- h ^ 

+ A<^2 [K + 2 + -^2 + • • • + + j) 

^^0 + 2^ + • • • + 21!/ = / — ^2^2 2®<' 


ist, mit Riicksiclit auf ( 37 ), da 6 diese rechte Seite die Gestalt hat 

^(/ + + 2)]/^ . 

Somit ergibt sich fur diesen Ausdruck schlieBlich die bei hinreichend 
groBem t giiltige Ungleichung 

(39) + . . . + -f- . . . + (Byr^ ^ ^ Bj^^) X + C , 

in welcher, wie immer, mit dem Buchstaben C eine von X und t unab- 
hangige Konst ante gemeint ist. 

Wahlen wir nun die Zahl t, welche noch verfiigbar ist, so, daB die 
beiden Summanden in der Klammer annahernd gleich werden, namlich t 

etwa gleich der groBten in ^ enthaltenen ganzen Zahl, so folgt 
aus ( 38 ) und ( 39 ) fiir geniigend groBe X 

(40) A{k)^^X + Cfl\ogX. 

Genau dieselbe Gestalt ergibt sich fiir die untere Schranke des Aus- 
druckes A(X) mit negativem C. 

Diese Uberlegungen gelten znnachst nur, wenn die gegebenenfalls in 
der Randbedingung auftretende Funktion a nirgends negativ wird, weil 
nur dann die erste Ungleichung ( 38 ) gesichert ist. Doch zeigt genau 
dieselbe Uberlegung wie in Nr. 2 auf Grund der Ungleichung ( 20 ) aus 
§ 2, 5, daB auch bei Verzicht auf die einschrankende Bedingung die 
Grenzen in der obigen Form bestehen bleiben. Wir erhalten also all- 
gemein das scharfere asymptotische Gesetz: 

Satz 20: Fiir alle betrachteten Randbedingungen wdchst die Differenz 

A{X)~^k 

mit wachsendem X sicker nicht starker an ah der Ausdruck 

yiiogi. 
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Dieselben Uberlegungen, fiir den Raum diurchgefiihrt, ergeben 
Satz 21 : Fiir alle betrachteten Randbedingungen strebt bei dem Problem 
fur ein raumliches Gebiet vom Volumen V die Differenz 


A(l)- 


V 


8 




mit wachsendem k nicht starker gegen Unendlich als der Ausdruck 

k logA . 


§ 5. Eigenwertprobleme vom Schrodingerschen Typus. 

Wir haben in Kap.V, § 12 im AnschluB an Schrodinger ein Eigen- 
wertproblem fur ein unendliches Grundgebiet betrachtet und die Eigen- 
tiimlichkeiten des betreffenden Spektrums studiert. Wir wollen nun 
andeuten, wie raan ihre Behandlung in die Variationsrechnung ein- 
ordnen kann; allerdings ergibt sich dabei noch keineswegs einebefrie- 
digende Beherrschung der Probleme. Wir werden aber nicht nur im 
Schrodingerschen Fall, sondern bei einem umfassenderen Typus von 
Eigenwertproblemen fiir den unendlichen Raum, die einem Produkt- 
ansatz nicht mehr zuganglich sind, erkennen, daB das Spektrum eine 
Folge von abzahlbar unendlich vielen wachsenden negativen Eigen- 
werlen enthalt. 

Die Eigenwertgleichung sei 


(41) 


Au -H Vu + = 0 , 


wobei fiir u {x, y, z) die Forderung des Endlichbleibens im Unendlichen 
gestellt wird. Der Koeffizient V{x,y,z) — die negative potentielle 
Energie — soil iiberall im Raume positiv sein und im Unendlichen ver- 
schwinden gemaB den fiir geniigend groBe r gultigen Ungleichungen 


(42) 


r^ 






wobei A und B positive Konstanten sind und fiir die Exponenten 

gelten soli. V darf ferner im Nullpunkt^ unendlich werden, und zwar 
hbchstens wie Cjr^ mit 0 ^ y < 2. Dabei bedeutet r den Abstand des 
Punktes x, y, z vom Nullpunkt. 

Bezeichnen wir mit J ... dg die Integration tiber den ganzen :x;, y, 
Raum, so lautet das zum Eigenwert k^ nnd der Eigenfunktion u,, 
fuhrende Variationsproblem in der gewohnten Schreibweise folgender- 
maBen : 

(43) JW\ + + = Max. Min. 


1 Auch auf den Fall, dafl V an endlich vielen Stellen singular -wild vrie_olDen 
im Nullpunkt, laCt sich die folgende 'Oberlegung unschw Ubertragen. 

25 * « 
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unter den Nebenbedingungen 

Icp'^dg ---- 1 , 

(44) 

[ j fv^dg — 0 (v = 1, . . . , M — 1) . 

Dabei soli <p {x, y, z) mit den ersten Ableitungen stetig und ubcr den 
• ganzen Raum quadratisch integrierbar sein, und ferner soli / V(f>^dg 
existieren; mit v^, . smd wiederum stiickweise stctige Funk- 

tionen bezeichnet 

Wir beweisen zunachst, daB unser Variationsproblem eincn Sinn 
hat, d. h. daB unser Integral J[(p] unter den gegebenen Bedingungcn 
nach unten beschrankt ist. Wir brauchen hierzu nur die aus den Voraus- 
setzungen uber V unmittelbar folgende Tatsacfie zu benutzcn, daB 
iiberall 

V.-~ % + b 


gilt, wobei bei hinreichend groB positiv gewahlter Konstanten b die posi- 
tive Konstante a beliebig klein positiv gewahlt werden kann. Es ist 
somit 

(45) jVcp^dg^af ^,-<p-^dg + b I <p^-dg. 

Nun verwenden wir die Integralungleichung 

(46) f ^ <P^dg 4 f {<pl + + <?>:) dg . 

die wir foIgendermaBen beweisen: Setzen wir yf = (py'r, so wird 

<?!• + + fi = -j iv’l- + V? + v?) - v' Vr + 473- > 

/ + <pl -i- 9.?) dg^-j iv^dg + jj 7 V^dg . 

Das erste Ghed rechts laBt sich explizite ausintegrieren und liefert, 
well j<p^dg nach Voraussetzung existiert, den Wert NulP. Es bleibt 
somit die behauptete Ungleichung stehen. Mit ihrer Milfe folgt aus (45) 

/[<p] (1 - 4a) j {(fr, -f H- fl) dg - b , 

iind wenn — was erlaubt ist — < J gewahlt wild, 

womit die Beschranktheit von J[(p\ und damit der Eigenwerte von (41) 
nach unten bewiesen ist. 


1 Es mul3 nkmlich eine Folge von Werten , Rn, - gcben, so daB 

die Integrale ^ ~~ erstreckt iiber die Oberflachcn der Kugehi niit dem 

Radius R^ — nut unendlich anwachsendem gegen Null streben Man integriere 
zunachst uber diese Kugelii und gehe dann zum iinendlichen Gobiet dber 
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Um jetzt die Eigenwerte nach oben abzuschatzen, verscharfen wir 
in unserem Variationsproblem die Zulassungsbedingungen dutch die 
Zusatzforderung, daB cp auBerhalb einer Kugel um den NuUpunkt 
mit dem Radius R identisch verschwinden soli. Der Eigenwert 
des so entstehenden Problems fur die Kugel geniigt nach 
unseren allgemeinen Prinzipien sicher der Beziehung 
laBt sich andererseits leicht durch die Eigenwerte fJin [R) der Differential- 
gleichung Au + jnu^O fur die Kugel Kj^ mit verschwindenden Rand* 
werten abschatzen. Es ist namlich wegen der Voraussetzung (42) 
A 

V ^ in Kjt (fur geniigend groBe R) und 

f + <pI + <fI- + vl + 

Kr Kr Kr 

Somit folgt sofort ^ ^ . 

Nun ist aber /^n(R) wo /in(l) die Eigenwerte der Einheits- 

kugel sind. Wir erhalten schlieBlich 

3 ^ ^ 

R} 

Fiir geniigend groBes R wird bei gegebenem n wegen < 2 die rechte 
Soite sicher negativ. 

Damit ist bewiesen, daB unsere Variationsprobleme eine Folge 
inonoton nicht abnehmender negativer Eigenwerte liefem. 

Um nachzuweisen, daB diese Eigenwerte mit wachsendem n gegen 
Null streben, schatzt man sie (vgl. dagegen nachste Seite) durch die 
schon als explizite bekannt vorausgesetzten Eigenwerte des speziellen 
Schrodingerschen Problemes fur V = cjr ab, fur welche die Relation 
0 aus Kap. V, § 12, 4 als bekannt angesehen wird. Man beachte zu 

dem Zweck nur, daB eine Ungleichung V + ^ + k gilt, wo bei 

hinreichend groB gewahltem h die positiven Konstanten a und k be* 
liebig klein gewahlt werden diirfen. Damit wird nach unseren Prin- 
zipien unter Verwendung von (45) offenbar 

^ (1 — Aa)zn — k 

mit c == dann, daB mit wachsendem n der Eigen- 

wert einmal den Wert —2k ubersteigt und somit gegen Null konver- 
giert, da k beliebig klein genommen werden darf. 

Das Auftreten eines kontinuierlichen Spektrums positiver Eigenwerte 
kann man sich plausibel machen, indem man das Eigenwertproblem 
fiir das unendliche Gebiet als Grenzfall von Eigenwertproblemen fur 
endliche Gebiete, etwa die Kugeln bei wachsendem Radius R, 
betrachtet. Zwar nimmt der Eigenwert vJR) bei wachsendem R 
monoton ab und strebt, wie sich zeigen MBt, gegen den Eigenwert 7.,^ 
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des unendlichen Gebietes. Aber doch ist jede positive Zahl Haufungswert 
von Eigenwerten denn es gibt bei endlichem Gebiete beliebig 

groBe positive Eigenwerte {R), und wenn wir n mit R geeignet wachsen 
lassen, so konnen wir uns jeder positiven Zahl nahern. 


Die Tatsache, da6 sich die Eigenwerte bei Null Mufen, kann man 
auch. aJbinlich wie beim Beweis des unendlichen Anwachsens der Eigen- 
werte beim endlichen Gebiet folgendermaBen beweisen, ohne die ex- 
plizite Kenntnis der Losungen eines speziellen Problems zvl benutzen. 

Auf Grund der Annahme, daB die Eigenwerte unterhalb einer festen 
negativen Schranke bleiben, konnen wir namlich eine Folge von Funk- 
tionen (Piy ^ . (Pv, . . . konstruieren, fur welche erstens die Integrale 
= j {9I + % + %) dg und = J cp^dg unterhalb einer festen 
Schranke bleiben, und fiir die zweitens das Integral = f V<p^dg 
oberhalb einer festen positiven Schranke bleibt, wahrend die Ortho- 
gonalitatsrelation 7?^] == 0 besteht. Infolge der ersten dieser 

Eigenschaften kann man dann nach einem Hilfssatz, auf den wir so- 
gleich zuruckkommen werden, aus den Funktionen (pv eine Teilfolge (pn 
auswahlen, derart, daB jP[7?w — 0 gilt. Hieraus wiirde aber 

n,m->oo 


wegen <Pm] = 0 die Beziehung 0 folgen, was im 

Widerspruch zu den zweiten der obigen Eigenschaften steht. 

Die Folge der Funktionen <Pv konstruieren wir nun folgendermaBen: 
Wir gehen aus von dem obigen Variationsproblem ( 43 ), welches den ersten 
Eigenwert liefert. Wir konnen sicher eine Funktion 9?i finden, fur 
welche 

/[f 1 ] = D [(pj — F[<Pj} ^ + £ (fi > 0) 

gilt, wahrend 


- 1 


ist. Wir gehen dann fiber zu dem Variationsproblem ( 43 ), ( 44 ), welches 
den zweiten Eigenwert liefert und erhalten (nach der Maximum-Mini- 
mum-Eigenschaft) als Minimum einen Wert, der sicher nicht grofier ist 
als 4 wenn wir als Nebenbedingung die Gleichung 

jV<p(pxdg = F[<p,q}i] =0 

stellen. Wir konnen also sicher eine Funktion finden, fiir welche 
D [(p^] — F[9?2] ^ A55 + e 

gilt, wahrend 

= == 0 


ist. In dieser Weise fortfahrend erhalten wir eine Funktionsfolge 
9 i, 9’r, ... fiir welche 

D [<p J — jF[93 J E, 

= 1 , = 0 = ...,v — {) 
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gilt. Blieben nun die Zahlen Xy unterhalb der Schranke —le, so ware 
bei geniigend kleinem s gewifi fiir alle unsere Funktionen 
( 47 ) -D [9?v] — F [99J ^ . 

Alls dieser Ungleichung folgem wir zunachst, daB D{(p^ beschrankt 
bleibt; denn es ist nach Ungleichung ( 45 ), ( 46 ) 

F[^] ^ 4 aD{<p] + bH[(p\ 
und also (1 _ Aa)D[<p\ ^ b . 

Andererseits ergibt sich aus unserer Ungleichung (47) sofort, daB 
F [9?] ^ £ ist. Unsere Funktionen 93, besitzen also in der Tat die ge- 
wunschten Eigenschaften. 

Es bleibt noch der Beweis des erwShnten Hilfssatzes: Ist eine 
Folge von Funktionen vorgelegt, fiir welche D{<p\ und ^[9?] be- 
schrankt sind, dann gibt es in ihr eine Teilfolge so daB 

- -Pm] 0 

gilt. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des friiher (§ 2, 2) erwalinten 
Hilfssatzes von Rellich, auf Grund dessen sich das unendliche An- 
wachsen der Eigenwerte beim endlichen Gebiet nachweisen lieB. Wir 
beschranken uns auf den Fall, wo die Funktion V im NuUpunkt regular 
ist; (wenn V im Nullpunkte von geringerer als der zweiten Potenz 
singular wird, so kann man durch ahnliche Abschatzungen wie im fol- 
genden zum Ziele kommen). 

Zum Beweise schlieBen wir nun das Unendliche durch eine Folge 
von Kugeln mit den Radien aus. Auf Grund des oben erw^n- 
ten friiheren Hilfssatzes konnen wir eine Teilfolge <Pn der Funktionen (pv 
finden, fiir welche F [cpn — 9^m] gegen Null strebt, sobald das Integral nur 
iiber das Innere der Kugel erstreckt wird. Aus dieser Folge kdnnen 
wir wieder eine Teilfolge auswahlen, deraft daB das iiber die Kugel iCg 
erstreckte Integral Flfpn — 9w] gegen Null strebt. Wir fahren so fort 
und bilden in iiblicher Weise die Diagonalfolge, die wir wieder mit (pn 
bezeichnen. Wir wissen, daB fiir sie das Integral F\(pn — <Pm] gegen 
Null strebt, wenn es iiber eine beliebige der Kugeln Ki erstreckt wird. 
Um zu zeigen, daB dasselbe der Fall ist, wenn wir das Integral iiber 
den ganzen Raum erstrecken, haben wir nur zu zeigen, daB das Integral, 
iiber das AuBere der Kugel Ki erstreckt, unterhalb einer von n und 
m unabh^ngigen Schranke bleibt, die mit unendlich anwachsendem R 

gegen Null strebt. Zu dem Zweck brauchen wir nur zu beachten, daB 

V JB 

fiir geniigend groBe R und r^R die Abschatzung V vor- 

ausgesetzt war ( 42 ), so daB also fiir die iiber das AuBere der Kugel mit 
dem Radius R erstreckten Integrale 

F^Pn- [93„ - 93 J ^ ^ 

gilt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
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§ 6. Die Knoten der Eigenfunktionen. 

Wahrend wir in den vorangehenden Paragraphen iiber das Verhalten 
der Eigenwerte prazise Aussagen von groBer Allgemeinheit machen 
konnten, bietet das Studium der allgemeinen Eigenschaften von Eigen- 
funktionen wesentlich groBere Schwierigkeiten and ist noch lange nicht 
so weit gefdrdert wie das der Eigenwerte, was bei der Mannigfaltigkeit 
der durch Eigenwertprobleme definierten Funktionenklassen nicht 
wundernehmen kann. Einige spezielle dieser Funktionen werden wir 
im nachsten Kapitel naher studieren, wahrend wir uns im vorliegen- 
den Paragraphen mit allgemeineren Untersuchungen iiber die Eigen- 
funktionen befassen. 

Ein besonderes Interesse bieten diejenigen Stellen des Grund- 
gebietes G dar, in welchen eine Eigenfnnktion verschwindet. Je nach- 
dem, ob wir es mit Problemen in einer, zwei, drei usw. Dimensionen 
zu tun haben, spiechen wir von Knotenpunkten^ Knotenlinien, Knoten-^ 
fldchen usw. Allgemein gebrauchen wir das Wort Knoten^, 

Wir schicken die Bemerkung voraus, deren Beweis sich unmittelbar 
aus dem unten folgenden Satz ergibt, dajS die erste Eigenfunktion eines 
Eigenwertproblems keine Knoten im Innern des Grundgebietes besitzen 
kann, Sie muB also iiberall dasselbe Vorzeichen haben, und ^ede andere 
Eigenfunktion, die auf ihr orthogonal steht, daher Knoten besitzen, 

Danach lassen sich iiber die Lage bzw. Dichte der Knoten einige 
allgemeine Aussagen machen. Betrachten wir z. B. die Differential- 
gleichung Au + lu ^ 0 bei der Randbedingung w = 0 . Ist G' ein 
Gebiet, welches ganz in G liegt und keine Punkte von Knoten von Un 
enthalt, so betrachten wir das kleinste von Knoten der Funktion 
begrenzte und G' enthaltende Teilgebiet G" von G, Ftir dieses Gebiet C' 
mnfi die Funktion die erste Eigenfunktion, der kleinste Eigen- 
wert sein. Andererseits ist nach unserem allgemeinen Satz 3 der erste 
Eigenwert von G" nicht groBer als der erste Eigenwert / von G\ und 
mithin ist 7 ^ Ist z. B. G' ein Kreis vom Radius a, so ist y = 
wo T die kleinste Wurzel der Gleichung =0 ist. Es wird also 

y = 5 : wenn wir in.Ubereinstimmung mit Kap. V, § 5, 5 mit 

die erste NuUstelle der nuUten Besselschen Funktion bezeichnen. Mithin 

erhalten wir ^ eine Beziehung, welche uber die Dichtigkeit des 

Netzes der Knotenlinien. so viel aussagt, wie man im allgemeinen 
erwarten kann. Beriicksichtigt man die asymptotiscbe Beziehung 
aus §4, so erkennt man, daJ3 bei hinreichend groBem n 
jeder Kreis, dessen Flacheninbalt grofier als if jin ist, Knotenlinien 

1 DaB Knoten bei unseren Differentialgleicbnngen stilckweise glatte Kurven 
bzw. Fldchen bilden und das Grundgebiet in stiickweise glatt berandete Teil- 
gebiete zerlegen, sei hier postuliert. 
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der w*®" Eigenfunktion enthalten muB. Nehmen wir statt eines Kreises 
ein Quadrat der Seitenlange a, so ergibt sich entsprechend ^ 2 -y-* 

Ganz analoge Aussagen wird der Leser bei anderen Problemen mit einer 
Oder mehreren Variablen selbst ableiten konnen. 

Ferner kann man liber die Knoten einer Eigenfunktion den fol- 
genden allgemeinen Satz beweisen: Ordnet man die Eigenfunktionen 
einer sich selbst adjungierten DifferenUalgleichung zweiter Ordnung 
L[u] + Qu = 0 is > 0) fur ein Gebiet G bei beliebigen homogenen Rand- 
bedingungen naoh wachsenden Eigenwerten, so teilt die Eigenfunktion 
Un dutch ihre Nullstellen das Gebiet in nicht mehr als n Teilgebiete. 
Dabei warden uber die Anzahl der unabhdngigen Verdnderlichen keinerlei 
Voraussetzungen gemacht^, 

Der Einfachheit halber beziehen wir uns beim Beweise auf ein 
Gebiet G der A;,y-Ebene bei der Randbedingung u = 0. Es sei 

Eigenwert, also das Maximum-Minimum des zugehorigen Integrals 
D[(p] unter der vorgeschriebenen Randbedingung und den Neben- 
bedingungen 

( 48 ) jjgip^dxdy = i , 

d 

(49) j jQ(pv^dxdy 0 (i = 1, 2, . . ^ — 1). 

G 


Wir nehmen an, daB die zugehorige Eigenfunktion Un durch ihre 
Nullstellen das Gebiet G in mehr als m T eilgebiete Gg, . . Gn, Gn4.i, . . . 
zerlege und definieren n Funktionen von denen Wi in 

G^ mit bis auf einenNormierungsfaktor iibereinstimmt und auBerhalb 
Gi verschwindet, wahrend 

jjgwldxdy == 1 

Q 


wird. Fiir eine linear e Kombination ?" == + V die selbst 

der Normierungsbedingung 


f Jq <p^ dx dy = -jr ' ' ' ^ ^ 


genugt, erkennt man durch Produktintegration sofort das Bestehen der 
Gleichung 

D[9?] = An, 


indem man beachtet, daB Wi der Gleichung L[wi] + == 0 genugt. 

Da man nun offenbar bei beliebig gegebenen Funktionen stets die Koeffi- 
zienten so bestimmen kann, daB auBer (48) auch die Bedingungen (49) 

1 Vgl, COURANT, R, : Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen 
selbstadjungierter Differentialansdriicke Nachr. Ges. Gottingen (math.-phys. Kl.) 
1923, Sitzung vom 13. Juli. 
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von <p erfiillt warden, so kann der Eigenwert des Gebietes 
G' = Gi + Ga + • • • + Gn fur dieselbe Differentialgleichung und die 
Randbedingung u === 0 nicht groBer als sein; er ist genau gleich 2^, 
weil er nach Satz 2, § 2, 1 auch nicht kleiner als werden kann. Darans 
folgt aber wieder nach Satz 3, daB fiir jedes Teilgebiet G" von G, welches 
selber G' in sich enthalt, der Eigenwert genau gleich X^ wird. Die 
fiir eine beliebige Anzahl m derartiger Gebiete G', G", G^^\ von 

denen jedes das vorangehende enthalt, auf diese Weise erhaltenen 
Eigenfunktionen Un , . . uT bilden, wenn wir sie jeweils auBer- 
halb des entsprechenden Intervalls in G als identisch Null fortsetzen, 
ein System von m linear unabh^gigen^ Funktionen, die alle in G der 
Differentialgleichung L[u^n] + ^ 0 geniigen. Eine lineare Kom- 

bination 

= 7i< H h 

mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten Yi kann dann so be- 
stimmt werden, daB die w — 1 Bedingungen 

jjgipv^dxdy^^O (f = 1, 2, . . m — 1) 
& 

erfiillt sind, und da <p wegen der linearen Unabhangigkeit def ufi nicht 
identisch verschwinden kann, laBt sich gleichzeitig durch Multiplikation 
mit einem geeigneten Faktor die Normierung ( 48 ) erreichen. Dann muB 
aber wegen der Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenfunktion 

D[<p]^X^ 

werden. Andererseits erhalt man durch Ausrechnung mit Hilfe der 
Produktintegration 

Dl(p]^Xn. 

Wegen limA„ = 00 wird aber fiir hinreichend groBe m sicher X^ > X^; 

n'-^oo 

also ergibt sich ein Widerspruch, der die Unmoglichkeit unserer obigen 
Annahme von mehr als n Gebieten G^, G2, . . . beweist. DaB der Beweis 
unseres Satzes auch bei einer anderen Anzahl von Variablen genau ent- 
sprechend verlauft, bedarf kaum der Hervorhebung^ 


1 DaB diese Funktionen linear nnabhangig sind, siebt man unmittelbar, 
wenn man berticksicbtigt, daB in keinem Teilgebiet von identisch Null 
sein kann. Diese bei gewShnlichen Differentialgleichungen aus dem Eindeutig- 
keitssatze folgende Tatsache ist bei partiellen eine Folge des elliptischen Cha- 
rakters, worauf wir spdter in Bd, 2 noch zuriickkommen werden. 

^ Der bier bewiesene Satz IkBt sich folgendermaBen veraUgemeinern: Jede 
Linearkombination der ersten n Eigenfunktionen teilt dutch ihre Knoten das 
Gebiet in nicht mehr als n Teilgebiete. Vgl. die demnachst erscheinende Gdt- 
tinger Dissertation von H. Hermann. 
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Der so bewiesene allgemeine Satz laBt fur den speziellen Fall des 
Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems qy + iQy eine 

bemerkenswerte Prazisierung zu. Hier teilt namlich die Eigen- 
funktion das Grundgebiet auch in nicht weniger als n Teile, so daB 
also der Satz gilt : Die Eigenfunktion hei einem Siurm-Liouvilleschen 
Problem teilt dutch ihre Knotenpunkte das Grundgebiet in genau n Teile, 
Der Beweis wird gewohnlich dnrch eine Kontinuitatsbetrachtung ge- 
fiihrt, die hier kurz wiedergegeben sei. Wir beschranken uns der Kiirze 
halber auf die Differentialgleichung y"H- >lpy = 0. Mit y{x,^) be- 
zeichnen wir eine von dem Parameter X stetig abhangende, fiir = 0 
verschwindende Losung dieser Differentialgleichung. Es ergibt sich so- 
fort die Identitat 

y ^i) / [x, ^) - y {x. A) Yix. Aj) ^ {It, — l)jQy {x, A )‘ y {x, l^dx. 

0 

1st nun X = ^ eine positive NuUstelle von y[x, X), so folgt 

y (i> ^i) y'(f. = ik — ^)fQy {x. k y {x> ^i) ^x . 

0 

Es sei nun > 2 und so nahe bei /, daB das Integral rechts positiv 
bleibt, Dann miissen y(f, Ai) und y'(|, A) dasselbe Vorzeichen haben. 
Nehmen wir an, daB bei a; = ^ die Funktion y [x^ X) von negativen 
zu positiven Werten iibergeht, daB also y'(f, A) positiv ist — y'(^»X) 
kann nicht zugleich mit y (f , X) verschwinden — , so ist auch y (|, 
positiv. Da y {x, sich von y {x, A) bei hinreichend* kleinem — A 
beliebig wenig unterscheidet, also in der N^e von % = f von nega- 
tiven Werten zu positiven iibergehen muB, so liegt eine NuUstelle von 
y(jr, Ai) links von und wir kdnnen^ sagen: Bei stetiger Vergro/Serung 
von X rilcken die Nullstellen der Funktion y [x, A) sdmtlich nach links, 
Fiir die erste Eigenfunktion gibt es im Innern des Grundgebietes keine 
NullsteUe, sondern nur in den beiden Enden. Wachst A vom ersteh 
Eigenwert bis zum zweiten Eigenwert, so riickt dabei die zweite NuU- 
stelle von rechts in das Innere des Intervalls, und zwar so lange, bis 
der Endpunkt des IntervaUs zu einer dritten NuUstelle der Funktion 
wkd usw., wodurch der behauptete Satz evident wird^. 


1 Dafi bei VergrdBening von X nicht mehr Nullstellen zwischen 0 und f ent- 
stehen und daB keine verlorengehen kdnnen, folgt daraus, daB nie zugleich y 
und y' an derselben SteUe verschwinden kdnnen. 

* Eine andere, die Kontinuitatsmethode vermeidende Wendung erhait unser 
Beweis, wenn wir von dem folgenden, nicht auf eine unabhangige Veranderhche 
beschrankten Satze ausgehen: Verschwindet eine in einem abgeschlossenen Be- 
reiche B zweimal stetig differenzierbare LOsung u von L[u]’\-Xqu^O am 
Rande F von B , ohne im Innem das Zeichen zu wechseln, und ist v eine L6sung 
von Z.[u] + = 0 mit > A , so muB v in B das Vorzeichen wechseln. (Dabei 
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Die liier bewiesene Tatsache beruht im Gegensatx zu dem obigen 
allgemeinen Resultate ganz wesentlich auf dem Umstande, daB man 
es mit einer gewohnlichen Differentialgleichung zu tun hat. Bei Eigen- 
wertproblemen partieller Differentialgleichungen kann es vorkommen, 
daB noch beliebig groBe Werte von n existieren, fiir welche die Knoten 
der Eigenfunktion das ganze Grundgebiet in nur zwei Teile teilen. 
Beispiele hierfiir^ liefert in einfachster Weise die Differentialgleichung 
^ = 0 fur ein Quadrat : 0 Man erkennt 



Abb. 6 



Abb. 7. 


hier leicht, daB die zu den Eigenwerten A = 4^^ + 1 gehorigen Eigen- 
funktionen sin2r;ccosy + /x cos2y^siny, wenn eine geniigend nahe 
an 1 gelegene positive Konstante ist, nur eine einzige Knotenlinie he- 


ist selbstverst^ndlich ausgeschlossen, daB u oder v in B identisch verschwindet.) 
Der Beweis folgt sofort, indem wir mit Hilfe der Greenschen Formel — etwa 
unter der Annahme zweier unabh^ngiger Veranderlicher ~ schlieflen: 


/ f 

B 


— uLlvy) dx dy = 



Quv dx dy 



r 


wobei dlSn Differentiation nach der SluBeren Normalen von jT bedeutet. Ohne 
Beschr&nkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB u und v m B posi- 
tive Werte besitzen; da auf P sicherlich dujdn^Q ist, so wird dann der Aus- 
druck rechts in unserer Gleichung nicbt positiv, wSthrend der mittlere Ausdruck 
positiv sein miiBte, falls v in B nicht das Vorzeichen wechselte. 

Wenden wir dieses Resultat auf das Sturm-Liouvillesche Problem mit ver- 
schwindenden Randwerten an, so erkennen wir, daB von zwei Eigenfunktionen 
diejenige mit grOBerer Nullstellenzahl zum grdBeren Eigenwert gebdren muB; 
denn ein Intervall zwiscben zwei geeigneten Nullstellen der Eigenfunktion mit 
weniger Nullstellen muB als echtes Teihntervall ein solcbes zwiscben zwei Null- 
stellen der anderen Eigenfunktion entbalten. Da die erste Eigenfunktion keine 
Nullstelle im Innern hat und die nicht mebr als w — i besitzen kann, so muB 
sie demnach genau 1) mal im Grundgebiet verschwinden, wie behauptet wurde. 

1 VgL Stern, A.: Bemerkungen uber asymptotisches Verhalten von Eigen- 
werten und Eigenfunktionen. Diss. Gottingen 1925. 
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sitzen. Wie diese Knotenlinie dutch Auflosung eines Systems von 
Linien entsteht, veranschaulichen die Abb. 6 und 7 im Falle r = 12. 


§ 7. Erganzungen und Aufgaben zum sechsten Kapitel. 


1. Ableitung der Minimumeigenschaften der Eigenwerte aus ihrer 
Vollstandigkeit. Wit haben in diesem Kapitel aus der Vollstandigkeit 
der dutch das Variationsproblem definierten Eigenfunktionen deren 
Identitat mit der Gesamtheit der Losungen der entsprechenden Diffe- 
rentialgleichung bewiesen. Umgekehrt kommt es vor, z. B. im Falle 
der trigonometrischen und der Legendreschen Funktionen, daB man 
fiir das Eigenwertproblem einer Differentialgleichung ein vollstandiges 
Funktionensystem als Losungen kennt. Dann kann man die Identitat 
dieses Funktionensystems mit dem dutch die Extremumseigenschaften 
definierten folgendermafien direkt beweisen: Es handle sich um die 
Differentialgleichung 

L "F X QU 0 


fur das zweidimensionale Gebiet G und die Randbedingung u = 0 . 
Die Eigenfunktionen des Differentialgleichungsproblems seien 
die zugehorigen Eigenwerte , Ag , ... Wir zeigen zunachst, daB fiir 
alle in G mit ihrer ersten Ableitung stetigen und mit einer stiickweise 
stetigen zweiten Ableitung versehenen Funktionen (p, die auf dem 
Rande F verschwinden und den Bedingungen 

(50) ’ jjQ<p^dxdy = i , 

G 


(51) 

geniigen, das Integral 


j j QcpUidxdy = 0 

G 


D[(p] ^ Xn 


= w-~l) 


wird. Aus der Greenschen Formel folgt namlich wegen der Rand- 
bedingung 9? = 0 : 

Z)[9?] = —jj(pL[(p]dxdy, 

G 


und die Vollstandigkeitsrelation [vgL Formel (23 a), S. 370], angewandt 
fiir die Funktionen (p und L [<p]jQ , ergibt weiter 


(52) 

mit 


== —^rij\'^iL[(p\dxdy 
yi = jjgipuidxdy . 


Aus (52) folgt nach der Greenschen Formel unter Benicksichtigung von 

I'M == —Xiguf 

cx> 

( 53 ) 
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Da nun nach (51) 

= 0 fiir i = 1, 2, . . ^ ^ 

und nach (50) wegen der Vollstandigkeitsrelation 

oo 

ist, so folgt unmittelbar, wenn die nach wachsender GroBe geordnet 
sind: 


Man erhalt ferner, wie schon fruher gezeigt, durch einfache Ausrechnung 

D[u^] == 

so daB die Minimaleigenschaft der Eigenfunktion gegeniiber den oben 
bezeichneten Funktionen (p bereits bewiesen ist. DaB sie auch fiir solche 
Funktionen (p besteht, von denen nur Stetigkeit und Existenz einer 
stiickweise stetigen ersten Ableitung vorausgesetzt wird, folgt aus dem 
Umstande, daB man eine solche Funktion mit ihrer Ableitung stets 
durch Funktionen der oben gekennzeichneten Klasse derart approxi- 
mieren kann, daB sich die zugehorigen Integrale D[(p] beliebig wenig 
unterscheiden. (Vgl. hierzu die Uberlegungen in Kap. IV, § 7.) 

2. Charakterisierung der ersten Eigenfunktion durch ihre Null- 
stellenfreiheit. Auf S. 392 wurde die erste Eigenfunktion durch ihre 
Nullstellenfreiheit charakterisiert. Fiir diese Tatsache sei hier ein 
anderer Beweis gegeben, der auf einer — auch sonst in der Variations- 
rechnung benutzten — von Jacobi herriihrenden Methode beruht. 
(Methode der multipUkativen Variation,) 

Wir konnen uns dabei auf den Fall der Gleichung 

Au — qu Xu ^ 0 


beschranken. Wir habendann zu beweisen: Gibt es eineLdsungw dieser 
Gleichung, welche am Rande F eines Gebietes G verschwindet, aber 
nirgends im Innern, so ist 


^ j j(p^dxdy 


fiir alle zulassigen Funktionen <p, wobei das Gleichheitszeichen' nur fiir 
9 ? =konst. u gilt. Zum Beweise denken wir uns jede solche Funktion 
in der Form 


(p ~ YjU 


dargestellt. Das ist moglich, weil w in G nicht verschwindet. Es wird 
dann 

% [ 9 : 7 ] = jj (^1 + + 2 w i/a- + luUyY} fjy + [ul ArU^^if-[-qu^Yi^'\dxdy, 

Q 
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Setzen wir 2VVx = {V^)x> = Wy und wenden wir Produktintegra- 

tion an, so ergibt sich, da die auftretenden Randintegrale verschwinden. 


2)[^] = j jlu^{rjl + — uAut]^ + qu^r}^]dxdy , 


Verwenden wir die Differentialgleichung fiir u, so ergibt sich 

'J)[(p] == I ' + 7)y) + dxdy'^xjju^rj^ dxdy = X jj<p^dxdy , 

Q Q a 

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir = 0, d. h. fiir v = const, 

steht, w. z. b. w. 

8. Andere Minimumeigenschaften der Eigenwerte. Man beweise 
folgenden Satz: Das Problena, den Integralausdruck 

DK, . . Vn] = 2)K] H h 

znm Minimum zu machen, wobei zur Konkurrenz alle Systeme von n 
zueinander orthogonalen, normierten, im Grundgebiet mit stiickweise 
stetigen Ableitungen versehenen Funktionen zugelassen werden, wird 
geldst durch die Funktionen oder irgendein durch orthogonale 

Transformation aus diesen Funktionen entstehendes Funktionensystem. 
Dabei sind die Funktionen u^, . . .,u^ die ersten n Eigenfunktionen des 
Gebietes. Der Minimalwert ist gleich der Summe der ersten n Eigen- 
werte 4 - . . . -f Xj^. 

Man beweise ferner folgenden Satz: Sind stetige 

Funktionen in G und bedeutet ^n-i} untere Grenze 

des Integralausdruckes $[9?], wobei (p auBer den iiblichen Stetigkeits- 
bedingungen noch der einzigen Nebenbedingung 

I f^qd^dxdy 

Q i«l 

unterworfen wird, so ist der Eigenwert X^ gleich dem Maximum- 
von d{vj^, welches fiir (p = 

angenommen wird. 

Diese Formulierung ist deshalb bemerkenswert, weil sie nur die 
eine quadratische Nebenbedingung braucht und auf die lineaxen ver- 
zichten kann. Allerdings muB man dafiir eine etwas kompliziertere 
aus dem iiblichen Rahmen der isoperimetrischen Probleme heraus- 
fallende Gestalt der Nebenbedingung in Kauf nehmen. 

Die Ubertragung dieser Formulierung auf das entsprechende ele- 
mentare Problem bei quadratischen Formen soil dem Leser als Aufgabe 
iiberlassen bleiben. 

Andere, fiir manche Anwendungen niitzliche Formulierungen des 
Eigenwertproblems geben wir an Hand des Beispiels der Differential- 
gleichung Au Xu 0 bei der Randbedingung w = O: 

jff [^] = j l'(p^ dx dy = Min. Max. 

G 




Q (p Vi dx dy 
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unter den Nebenbedingungen 

jDM = [f [9I + 9’») dxiy = \, 

D[(p,v,] = 0 (i = 1, . . n - 1), 

wobei der Sinn der Minimum-Maximum-Problemstellung sich unmittel- 
bar ergibt. 

Aquivalent ist ferner das Problem, nnter denselben Nebenbedingun- 
gen den Ausdruck 

j j {A cpfdxdy 

zum Maximum-Minimum zu machen, wobei nunmehr von den Ver- 
gleichsfunktionen (p Stetigkeit der ersten und stiickweise Stetigkeit der 
zweiten Ableitungen verlangt werden muB. 

4f. Asymptotische Eigenwertverteilung bei der schwingenden 
Platte. Fiir die Differentialgleichung zlj ^ Xu =^0 der schwingenden 
Platte gilt bei den Randbedingungen = 0 und cujdn^^O (einge- 
spannte Platte) die asymptotische Abschatzung 

AW^J-y'x, 

woraus foigt u„n\i 

4-(— j . 

Dabei ist wie fruher A (X) die Anzahl der Eigenwerte unterhalb der 
Schranke X, ferner X^ der Eigenwert und / der Flacheninhalt der 
Platte. Wir konnen also auch sagen: Der Eigenwert der eingespann- 
ten Platte ist mit wachsendem n as5nnptotisch gleich dem Quadrate des 
^ten Eigenwertes der eingespannten Membran. Insbesondere hangt er 
wiederum nur von der GroBe, nicht von der Gestalt der Platte ab. Ana- 
loges gilt in drei Dimensionen^. 

5 . Man leite die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung 
fur die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung (vgl. die Resultate von 
§ 2, 3) sowie fur gewohnliche Differentialgleichungen vierter Ordnung 
nach der Methode von § 4, 3 ab. 

6 . Man stelle die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung 
auf fur elliptische sich selbst adjungierte Differentialgleichungen, die 
aus einem beliebigen definiten quadratischen Variationsproblem ent- 
springen. 

7 . Man fiihre die Behandlung zweiparametriger Eigen wertprobleme 
(siehe das Lam^sche Problem aus Kap. V, § 9, 3) mit Methoden der 
Vanationsrechnung durch. 

8. Parameter in den Randbedingungen. Die Eigenwertprobleme, 
bei denen, wie in Kap. V, § I6, 4 der Parameter in der Randbedingung 

^ Vgl. CouRANT, R. : tlber die Schwmgungen eingespannter Flatten. Math. 
Zeitschr. Bd. 15 , S 195—200 1922. 
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aiiftritt, lassen sich vom Standpunkte der Variationsrechnung aus 
ebenfalls leicht beherrschen. Im Falle der Differentiaigleichung Ju = 0 
und der Randbedingung dujdn Xu handelt es sich darum, ein Integral 

/ Jivl + 9>y) dy 

zum Minimum zu machen, wahrend fur das Randintegral von (p^ eine 

Beziehung . 

fcp^ds^i 

besteht und auBerdem noch geeignete lineare Nebenbedingungen gestellt 
werden. Der Leser moge diesen Ansatz weiter verfolgen. 

Im Falle, daB G der Einheitskreis ist, werden die Losungen dieses 
Problems durch die Potentialfunktionen gegeben; 

die Eigenwerte sind = n^. 

Im allgemeinen Falle zeigt sich durch Anwendung der Methoden 
dieses Kapitels leicht, daB die Ordnung besitzt, und es folgt daher 
aus § 3> Nr. 1 die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen in bezug auf den 

Ausdruck ^[(p] <p^ds, d. h. die Randwerte der Eigenfunktionen 
r 

bilden ein voUstandiges System von Funktionen in s, woraus sich 
wiederum schlieBen laBt, daB jede in G regulare Potentialfunktion im 
Mittel durch unsere Eigenfunktionen approximiert werden kann. 

9. Eigenwertprobleme fur geschlossene Flachen. Das Eigenwert- 
problem der Laplaceschen KugeMunktionen stellt das einfachste Bei- 
spiel fiir ein Problem auf einer geschlossenen Flache dar, wobei Regu- 
laritat auf der ganzen Flache an SteUe der Randbedingungen tritt. 
Die Theorie dieser Eigenwertprobleme kniipft sich genau nach der im 
Kap. VI entwickelten Methode an ein Minimumproblem bzw. Maximum- 
Minimum-Problem fur einen Quotienten^J):§ an, wo ® ein quadratischer 
mit den Ableitungen von (p gebildeter Ausdruck und |)[99] ein positiv- 
definiter quadratischer Ausdruck ohne Ableitungen, gebildet fiir die 
geschlossene Flache als Integrationsgebiet, ist. Die Theorie dieser 
Eigenwertprobleme laBt sich auch auf andere quadratische Differen- 
tialausdriicke auf geschlossenen Flachen ubertragen. 

10. Eigenwertabschatzungen beim Auftreten von singularen 
Punkten. Wir haben in § 2, 4 das Auftreten singularer Punkte an 
dem Beispiel der Besselschen Eigenwertprobleme behandelt, wobei der 
Fall der Besselschen Funktionen nuUter Ordnung eine Sonderbetrachtung 
mit Benutzung spezieUer Eigenschaften der Besselschen Funktionen 
notig machte. Hier soli gezeigt werden, wie man durch einen methodisch 
allgemeinen auch sonst anwendbaren Gedanken jene Sonderbetrachtung 
vermeiden kann. Es handelt sich um das zu den Ausdriicken 

1 1 
Z)[9?] == jxip^'^dx, = jx(p-dx 

0 0 
Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aiafl. 
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gehSrige Eigenwertproblem ohne Randbedingung fur den Pnnkt — 0 
und etwa mit der Randbedingung 9 ?(l) = 0. Nach Einfiihrung von 
^fxcp als gesuchte Funktion gewinnt man fur den Eigen wert In 

unseres Problemes leicht die Abschatzung ^ tt® , fur die Anzahl 

A{X) der unterhalb k gelegenen Eigenwerte also ^(1) ^ — 1/A . 

Zur Abschatzung von nach unten, also von A (2) nach oben — 
diese Abschatzung ist hier unsere spezifische Aufgabe wahlen wir 
eine beliebig kleine positive Zahl s zwischen 0 und 1 und beachten, daB 
A(l) Ri(2) + B^{k) gilt, wo die Anzahlen der unterhalb 2 ge-^ 

legenen Eigenwerte fiir die Ausdriicke 


D^^jxcp'^dx. H^^jxf'^dx bzw. [x<p'^dx, H^^jxqi^dx 


sind, wobei die Stetigkeit der Funktion <p an. der Stelle x s aufge- 
hoben ist, so daB beide Male der Punkt a: = £ als freier Endpunkt auf- 
tritt. Fiir BJl) ergibt sich nach den iiblichen Methoden dieses Kapitels 

die asymptotische Beziehung — (1 - £), und es bleibt als Auf- 

gabe die Abschatzung von 5,(1), die wir folgendermaBen erreichen: 

e 

Wir majoiisieren durch H^=sj<p^dx und minorisieren Dj dutch 

e 0 

Df jx(i Es wird nun in unmittelbar verstandlicher 

0 

Bezeichnung 5^(2) (2). Andererseits kSnnen wir die Eigenfunk- 

tionen und Eigenwerte des neu entstandenen Eigenwertproblemes 
explizite angeben, indem wir das Intervall durch die Trans- 


formation + auf das Intervall -1 ^ | ^ 1 transformieren. 

Als Eigenfunktionen ergeben sich die Legendreschen Poljmome in f 
und aJs Eigenwerte die Zahlen — , Somit wird nunnaehr J5i(2) 

(2) ^£(1 + 6 ) 1 / 2 , wo jedenfalls 6 mit wachsendem 2 gegen Null 
strebt. Wir erhalten nunmehr, da wir e beliebig klein w§,hlen konnten, 
dutch Zusammenfassung unserer Ergebnisse fast unmittelbar die asym- 
ptotische Abschatzung 


lim 

Jl*>oo 


Aji.) 

yx 


11. Minimumsatze fiir Membran und Platte. Unter alien ein- 
gespannten Membranen oder Flatten von gegebenem Umfang oder 
Flacheninhalt, gegebener konstanter Dichte und Elastizitat haben die 
kreisfbrmigen den tiefsten Gmndton. (Zum Beweis vgl. fiir den Fall 
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gegebenen Umfanges die erste unten zitierte Arbeit, fiir den Fall ge- 
gebenen Flacheninhalts die Arbeiten von Faber^ und E. Krahn^.) 

12. Minimumprobleme bei variabler Massenverteilung. Man be« 
weise folgende Satze, welche interessante Beispiele zur Variations- 
rechnung darstellen: 

Der Grundton einer eingespannten Saite gegebener gleichmaBiger 
Spannung, auf welcher eine gegebene Gesamtmasse verteilt ist, wird 
moglichst tief, wenn die Gesamtmasse im Mittelpunkt konzentriert ist. 

Man beweise die analogen Resultate fiir eine Membran und eine Platte. 

13. Knotenpunkte beim Sturm-Liouvilleschen Problem und Maxi- 
mum-Minimum-Prinzip. Der Satz aus § 6, da6 die Eigenfunktion 
eines Sturm-Liouvilleschen Problems das Grundgebiet durch ihre Null- 
stellen in n Teile teilt, ergibt sich auch auf Grund der folgenden Be- 
trachtungen Halt man bei einer schwingungsf^igen Saite n — \ be- 
liebig gewahlte innere Punkte fest, so ist der Grundton des entstehenden 
aus n unabhangigen Saiten bestehenden Systems identisch mit dem 
tiefsten unter den Grundtonen der Teilsysteme. (VgL§l,3.) Die 
Grundschwingung des zerlegten Systems wird dann gegeben durch 
die Grundschwingung des betreffenden Teilsystems und Ruhelage der 
Cibrigen Teilsysteme. Der Grundton des zerlegten Systems wird nun 
bei Abanderung der vorgeschriebenen Knotenpunkte moglichst hoch, 
wenn die entstehenden n Teilsysteme samtlich denselben Grundton 
haben. Denn hatten zwei benachbarte Teilsysteme verschiedene Grund- 
t6ne, so konnte man durch Verrtickung des beiden gemeinsamen Knotens 
den Grundton des einen erhohen, den des anderen erniedrigen, bis beide 
Tone gleich hoch sind. In dem betrachteten Exj^tremfalle kann nun die 
Grundschwingung des zerlegten Systems durch eine stetig differenzier- 
bare Funkti^n reprasentiert werden, welche eine zu der betreffenden 
Schwingungszahl gehorige in jenen n — \ Punkten verschwindende 
Eigenfunktion des urspriinglichen Gesamtsystems darstellt. Also: HBt 
man eine Saite in n — i Punkten fest und sucht durch geeignete Wahl dieser 
Punkte den Grundton des zerlegten Systems moglichst hoch zu machen, so 
ergibt sich als LOsung eine Eigenfunktion des urspriinglichen Systems mil 
n— i inner en Nullstellen. Nennen wir die gewonnenen Eigenwerte 
die zugehbrigen Eigenfunktionen so ist jedenfalls f^n+i ^ /^n, weil es 
sicherlich ein durch zwei passende benachbarte Nullstellen von defi- 
niertes Intervall gibt, welches als echtes Teilintervall dasjenige zwischen 
zwei Nullstellen von enthalt und weil einer Verkleinerung des Inter- 
valls eine Erhohung des Grundtons entspricht. (Vgl. S. 396, Anm.) 

1 Faber, G : Beweis, daB unter alien homogenen Membranen von gleicher 
Flache . . . Bayr, Akad. 1923 

2 Krahn, E.: tJber eine von Rayleigh formulierte Minim aleigenschaft des 
Kreises. Math. Ann. 94. 

® Vgl. Hohenemser: Ingenieuraichiv 1930, 3 * Heft, wo ahnliche Betrach- 
tungen aufgestellt werden. 
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Indem wir wie friiher mit die Gesamtheit der wachsend geord- 
neten Eigenwerte der Saite bezeichnen, erkennen wir, daB jedenfalls 
f^n ^ K gilt, da ja die /^n unter den enthalten sein miissen. Andrer- 
seits ist die Festhaltung eines vorgeschriebenen Knotenpunktes lediglich 
ein Spezialfall bzw. Grenzfall einer linearen Nebenbedingung, wie wir 
sie in §1,4 fiir unsere die Eigenwerte 4 definierenden Variations- 
probleme betrachtet haben. Das Maximum des Minimums bei Be- 
schr^nkung auf solche spezielle Nebenbedingungen, d. h. die ZaJbl 
kann also nicht groBer sein als das Maximum des Minimums, wenn 
beliebige lineare Nebenbedingungen zugelassen werden, d. h. als 
Somit ist jUn ^ und daher mit Riicksicht auf das obige Resultat 
jLin == In . Der Nullstellensatz Tiber die Sturm-LiouviUeschen Eigenfunk- 
tionen ist damit bewiesen. 

Literatur zum sechsten Kapitel. 

CouRANT, R. : Beweis des Satzes, daB von alien homogenen Membranen gegebenen 
Umfanges nnd gegebener Spannung die kreisfdrmige den tiefsten Grundton 
besitzt. Math. Zeitschr. Bd. 1, S. 321-328. 1918. - tfber die Eigenwerte bei 
den Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Ib. Bd. 7, S. 1 — 57. 
1920. — tJber die Schwingungen eingespannter Flatten. Ib. Bd. IS, S. 195 
bis 200. 1922. — Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen selbst- 
adjungierter Differentialausdrucke. Nacbr. Ges. G5ttingen (matb.-pbys. Kl.) 
1923. Sitzung vom 13. Juli. — tJber die Anwendung der Variationsrechnung , . . 
Acta math. 49. 

Kneser, a.: Integralgleichungen; vgl. Literatur zu Kap. III. 

Liouville, J. : Memoire sur le d^veloppement des fonctions ou parties de fonctions 
en series dont les divers termes sont assujetis k satisfaire k une m6me Equation 
diff6rentielle du second ordre contenant un param^tre variable. J. math, pures 
etappl. Ser.i,Bd. 1,3.253-265. 1836. - Ib. Bd.2, S. 16-35, 418-436 1837- 
Weyl, H. : Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearer partieller 
Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie der Hohlraum- 
strahlung). Math. Ann, Bd, 71, S. 441—479. 1912. — t^ber die Abhangigkeit der 
Eigenschwingungen einer Membran von deren Begrenzung. J. f. d. reine u. 
angew. Math. Bd. 141, S. 1 — 11. 1912. — tJber das Spektrum der Hohlraum- 
strahlung, Ib.S.l63— I8I. — Uberdie Randwertaufgabe der Strahlungstheorie 
und asymptotische Spektralgesetze. Ib. Bd. 143, S. 177—202. 1913. 
Richardson, R. G. D.: Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und 
die Oszillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Erste Mitteilung Math. Ann, 68, S. 279, Zweite Mitteilung Math. Ann. 7L 
S, 214. — t)ber die notwendigen und hmreichenden Bedingungen ftir das 
Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems. Math. Ann. 73, S. 289* 

Es sei hier die Gelegenheit benutzt, darauf hinzuweisen, daB Herr 
Richardson in einem leider nicht verbffentlichten Manuskript, welches kurz 
vor dem Knege als Entwurf einer Abhandlung der Redaktion der Mathe- 
matischen Annalen vorgelegen hat, das Eigen wertproblem elliptischer Diffe- 
rentialgleichungen behandelte und auf anderen Wegen Resultate erzielte, die 
mit denen des vorliegenden Kapitels weitgehende Berlihrungspunkte aufweisen ; 
insbesondere gilt das fur das Verhalten der Eigenwerte beim Anwachsen des 
Gebietes bzw, der Koeffizienten in der Randbedingung und ihie Abhkngigkeit 
von den Koeffizienten der Differentialgleichung, ebenso wie fiir die Satze iiber 
die Nullstellen der Eigenfunktionen. 
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Spezielle durch Eigenwertprobleme 
definierte Funktionen. 

§ 1. Vorbemerkungen liber lineare Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

Wir wollen in diesem Kapitel anf einige der schon friiher definierten 
Funktionenklassen naher eingehen, namlich auf die Besselschen Funk- 
tionen, die Legendreschen Funktionen und die allgemeinen Laplace- 
schen Kugelfunktionen. Dabei werden wir uns auf einen etwas all- 
gemeineren Standpunkt stellen als in den vorangehenden Kapiteln. Wir 
wollen namlich die unabhangige Variable beliebige komplexe Werte 
durchlaufen lassen und demgemaB unsere Funktionen als Funktionen 
einer komplexen Variablen mit Hilfe der Methoden der Funktionen- 
theorie untersuchen. Auch werden wir nicht nur die oben genannten 
Funktionen, sondern die Gesamtheit der Losungen der betreffenden 
Differentialgleichungen, denen diese Funktionen genxigen, ins Auge 
fassen. Wir wollen als bekannt voraussetzen, daB jede solche lineare 
Differentialgleichung auch bei komplexer unabhangiger Variabler 
z == 4- iy zwei linear unabhangige Losungen besitzt, aus denen sich 

die allgemeinste mit konstanten Koeffizienten linear zusammensetzen 
laBt, und daB alle Losungen, abgesehen von festen durch die Koeffi- 
zienten gegebenen singularen Punkten, regulare analytische Funktionen 
von z sind. Durch solche lineare Differentialgleichungen werden zahl- 
reiche neue und wichtige Funktionenklassen definiert, die sich nicht 
unmittelbar auf die elementaren Funktionen reduzieren lassen, aber 
vielfach durch Integrale uber elementare Funktionen ausgedxiickt wer- 
den konnen. 

Um Losungen einer linearen Differentialgleichung 
L[u] + ixu = 0 

in Form einer Integraldarstellung zu erhalten, bedient man sich zweck- 
maBigerweise in vielen Fallen der Methode der Integraltransiormation, 
die wir hier erst allgemein schildern. Man fiihrt statt der unbekannten 
Funktion u[z) eine neue unbekannte Funktion v{^) der komplexen 
Variablen ^ ^ + ir] durch eine Gleichung 

( 1 ) u{z)=fK(z,0v{0dC 



406 VII. Spezielle durch Eigenwertprobleme definierte Funktionen. 

ein, wobei der Transformationskern K{z, ^), der in jeder der komplexen 
Variablen analytisch sein soli, und der Integrationsweg C jeweils ge- 
eignet zu bestimmen sind. Die Diff erentialgleichung geht alsdann iiber in 

f{L[K] + iiiK)v{OdC = 0, 
c 

wobei sidi der DifferentiationsprozeB L auf die Variable z bezieht und 
die Vertauschbarkeit des Prozesses L mit der Integration vorausgesetzt 
wird. 

Verfiigt man nun iiber K, indem man L[K] durch einen nur in bezug 
auf die Variable f gebildeten Differentialausdruck A[K\ ersetzt, also 
K {z, 0 der partiellen Differentialgleichung 

LIK]=^A[K] 

unterwirft, und vertreibt sodann durch Produktintegration, deren An- 
wendung wir wieder als erlaubt voraussetzen, die Ableitungen von K, 
so geht unser obiges Integral iiber in 

fK{z.C)iB[v-] + fiv)d^; 

c 

dabei ist B^'^der zu A[v] adjungierte Differentialausdruck (vgl. Kap.V. 
§ 1). Zu diesem Integral tritt noch ein Randbestandteil, den wir durch 
geeignete Wahl des Integration sweges zuna Verschwinden bringen konnen. 
Falls die partielle Differentialgleichung, fiir deren Wahl man weitgehen- 
den Spielraum hat, und die transformierte Differentialgleichung 

Biv] + jiiv ^ 0 

in einfacher Weise explizite gelost werden kdnnen, und zwar derart, da6 
die obigen Voraussetzungen zutreffen, so erhalt man durch diese Me- 
thode die Losung u{z) in der angegebenen Integralform. 

In der Analysis treten solche Integraltransformationen in ver- 
schiedener Gestalt auf. Fur den Kern 

K[z, f) = bzw. 

z. B. erhalten wir die Transformation von Laplace, fiir 

K{zX)^[z^0^ 
die Transformation von Euler. 

§ 2. Die Besselschen Funktionen* 

Wir betrachten zunachst die Besselsche Differentialgleichung 

(2) zuf z^u — X^u = 0 

und verlangen, ihre samtlichen Losungen aufzufinden und zu unter- 
suchen, wobei sowohl z als auch der Parameter X als komplexe GrdBen 
angesehen werden sollen. 
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1* Durchfiihrung der Integraltransformation. Wir versuchen 
die Integration von (2) durch die Transformation (1) zu leisten. Durch 
Einsetzen in die Differentialgleichung folgt 

f + zK, + z^K - X^K) (0 if = 0 . 

a 

Wir nnterwerfen nun K der Differentialgleichung 
fiir welche die Funktion 

eine in der ganzen z- und f-Ebene eindeutige und regulare Losung ist. 
Unsere Differentialgleichung (2) geht liber in 

+ X^ K) V (f) if = 0 -x^ico 

c 

Oder, wie man durch Produktintegration er- ^ 
kennt, in 

^K{zXW'^XH)ili+^y^{Ki^-Kiv}AK = 0. 

c c 

Da die transformierte Differentialgleichung 
v"4-l*v = 0 <he Losungen besitzt, Abb.8. 

bleibt als Aufgabe nur, den Integrationsweg 
geeignet zu bestimmen. Dazu beachten wir, daB auf den senkrechten 
Abschnitten der in Abb. 8 und 9 mit und bezeichneten Wege der 
Realteil von — fzsinf fiir 9{(z)>0 negativ ist und mit wachsendem 
I f I exponentiell negativ unendlich wird. Setzen wir dannif (z, 
so strebt auf 1^ und der Zusatzanteil Kv' — K^v beiderseits gegen 
Null, und wir erhalten in den Integralen 

' [ J?j(z) = — 

{}) 

Bl(z) = 

i. 

zwei Ldsungen der Differentialgleichung (2), die sog. Hankelschen Funk- 
tionen. Man uberzeugt sich leicht, daB diese Integrale fiir 31(z)>0 
konvergieren und die zu ihrer Herleitung erforderlichen Voraussetzungen 
erfiiUen. 

2. Die Hankelschen Funktionen. Die Hankelschen Funktionen 
Hl{z) und Hl{z) sind durch die Integrale (3) nur fiir die rechte Halb- 
ebene > 0 definiert. Wir kSimen sie jedoch folgendermaBen 
leicht analytisch fortsetzen. 


f 

-too 
Abb. 9. 
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Setzen wir bei festem zur Abkiirzung 

/(^) = — ^‘;8:sinC + i^C * 

^ =r I -j- , X == Cl -j- ib , 

so wird 

^Rf{C) = y sinf ©of?) 4“ A?cos | -- arj ^ 

^f{C) = — ^sinf ©of?; + y cos| ©in?; + ai — brj . 

Wahlen wir sodann fiir die senkrechten Teile, z. B. des Weges L^, 
statt der Abszissen 0 nnd —n die Abszissen — jr — so bleibt 

das uber diesen Weg LJ erstreckte Integral J fiir solche ^ kon- 

vergent, fiir welche li 

^/sinlo — xcos^o < 0 

gilt, welche also in der einen durch die Gerade 
ysin^o — ;»;cosfQ = 0 

begrenzten Halbebene liegen. In dem Teile dieser Halbebene, der auch 
noch in der Halbebene x> 0 liegt, konnen beide Integrationswege 
verwendet werden und ergeben, wie man aus dem Cauchyschen Inte- 
gralsatze erkennt, dasselbe Resultat. In dem anderen Teile aber gibt 
uns das iiber den neuen Weg erstreckte Integral die analytische Fort- 
setzung der Funktion Hi (z) . Lassen wir nun in geeigneter Weise eine 
unbeschrankte Folge positiver und ebenso eine solche Folge negativer 
Werte durchlaufen, so entsteht nach und nach das gesamte analytische 
Gebilde der Funktion H\{z), namlich eine Riemannsche Flache, die im 
Nullpunkt einen Verzweigungspunkt , mit von X abhangiger Ordnung 
besitzt. 

Fiir f ^ verschwindet der wagerechte Bestandteil des Inte- 
grationsweges, und wir erhalten fiir H\{z) das Integral 

oo 

-ijx r 

~ ~j~J dt] , 

— OO 

welches die Funktion in der oberen Halbebene 3^ > 0 darstellt. Lassen 
wir z in dem Sektor 

d^argz^TT — d 

ins Unendliche wachsen, so strebt der Integrand auf dem ganzen Inte- 
grationswege gegen NuU; wegen der gleichmaBigen Konvergenz des 
Integrals in jedem Teilgebiet ^z^q>0 daher auch die Funktion H\ (z) , 
In analoger Weise ergibt sich, daB die Funktion Hl{z) gegen NuU strebt, 
wenn z in dem Sektor 

TT -f (5 ^ argz ^271 — d 


ins Unendliche w^chst. 



§2. Die Besselschen Funktionen. 


409 


Wir haben also das Ergebnis: 

Die Hankelsche Funktion H\ [z) streht gegen Null, wenn die Variable z 
in einem Sektor d^axgz^n — <5 der oberen Halbebene ins Unendliche 
geht Die Hankelsche Funktion H\ (z) streht gegen Null, wenn z in einem 
Sektor 7 t-V arg z^2n'—d der unteren Halbebene ins Unendliche geU^, 
Aus dem Verhalten der Hankelschen Funktionen im Unendlichen 
erkennen wir leicht, dafi keine der Funktionen H\ [z) und H\ {z) idenfisch 
verschwindet und dafi beide fur jedes I voneinander linear unabhangig sind. 

Zum Beweise zeigen wir, da6 die Funktion Hj (^) auf der positiven 
imaginaren Achse und die Funktion H\{z) auf der negativen imagina- 
ren Achse mit \z\ tiber alle Grenzen wachst. 

Um eine Darstellung von Hl{z) zu erhalten, die auf der positiven 
imaginaren Achse konvergiert, nehmen wir fiir die Abszissen der senk- 
rechten Teile des Integrationsweges Xg die Werte — wobei 

at 

eine beliebige Zahl im Intervall 0 < fo ^ y sein soli. Da die iiber diese 

Teile erstreckten Integrale je^^^dC mit wachsendem y gegen Null kon- 
vergieren, konnen wir uns auf die Untersuchung des Restbestandteils 

also — wie man durch Ausfiihrung der Substitution 
leicht erkennt — des Integrales 

y+f. 

cosa^di 

0 

beschranken. Man sieht aber im Falle \a\^i direkt, im Falle \a\>i 
durch etwas genauere Abschatzungen^, daB dieses Integral mit y-^oo 
Tiber aUe Grenzen wachst. 


^ Diese Aassage gilt'nur von dem betrachteten Ausgangszweig der Funktion 
H\{z) bzw. Eiiz); die iibrigen Zweige stellen sich als lineare Kombinationen 
der Ausgangszweige dar, die das beschriebene Verhalten nicht zeigen. 

jt 

2 Man wahle zunachst so, daB — -b f © ganzzahliges Vielfaches von ytl2a 

T^prd. Dann ist das zu untersuchende Integral 



St 

"2 f n-1 


jVcos5cosafif = -i j cosg ^ 
0 Iv-O 






Hier aberwiegt bei wachsendem y mehr und mehr das erste Glied der Summe, 
1 . ^ 

da der Exponent cos — ' f um wenigstens 1 — cos — groBer ist als irgendeiner 

^ i / 3t\ 

der folgenden Exponenten cos - if + y— j. Dieses Glied wachst aber mit y 
ttber alle Grenzen. ^ ^ 



410 VIL Spezielle dutch Eigenwertprohleme definierte Funktionen. 


Eine analoge Betrachtung laBt sich fiir die Funktion H\ (z) und die 
negative imaginare Achse durchfiihren. 

Aus der hiermit bewiesenen linearen Unabhangigkeit der Funk- 
tionen und ffl{z) folgt, daB wir mit den Hankelschen Funktionen 
bereits die Gesamtheit der Losungen der Besselschen Differentialglei- 
chung beherrschen. Denn jede Ldsung laBt sich dutch eine lineare 
Kombination 

c^Hx{z) + 

darstellen, 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB durch das Verhaltm 
tnh Unendhohen tmd die Differ entialgleichung (2) die Hankelschen 
Funktionen H\lz) uni H\{z) bis auf einen von z freien Faktor ein- 
deutig festgelegt sind. Gabe es namlich zwei voneinander linear unab- 
hangige Losungen der Besselschen Differentialgleichung, welche die 
genannte Eigenschaft etwa fur die obere Halbebene haben, so muBte 
jede Ldsung sie besitzen, also z. B. auch Hi {z ) . Dies steht aber im Wider- 
spruch zu der soeben bewiesenen Tatsache, daB | (z) | auf der positiven 

imaginaren Achse iiber alle Grenzen wachst. 

Endlich betrachten wir die Hankelschen Funktionen bei festem 
j? 4= 0 in ihrer Ahhmgigkeit vom Parameter X, Da der Integrand in (3) 
analytisch von X abhangt und die Integrale in jedem endlichen A-Gebict 
gleichmaBig konvergieren, so folgt, daB die Hankelschen Funktionen 
analytische Funktionen, und zwar ganze transzendenie Funktionen von X 
sind, 

3 . Die Besselschen und Neumannschen Funktionen. Von physi- 
kalischem Interesse sind die Losungen der Differentialgleichung (2), 
die fiir reelle X und z reell sind. Um zu ihnen zu gelangen, setzen wir 

[HK^) = Mz) + m{z) . 

\Hl(z)==J,{z)-iN,{z); 

Mz) = ^iHliz) + Hl{z)) 
die sog. Besselsohe Funktion vom Index X und 

(50 N,{z) = l{E\{z)-H\[z)) 


( 4 ) 

dabei ist 

( 5 ) 


die entsprechende Neumannsche Funktion, 
minante 


\ 

2 

1 

2 i 



Da die Substitutionsdeter- 


von Null verschieden ist, so sind duxch^die Funktionen Jx(z) und Nx{z) 
fur alle X linear unabhdngig. 
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Fur reelle z und reelle X sind die Hankehchen Funktionen H\ {z) und 
Ftl {^) konjugiert komplex zueinander. Ersetzen wir namlich in der Dar- 

stellung 

H{{z) = — I e«8inf-ac^^^ 

wo Xj das Spiegelbild von an der reellen Achse ist, ^ durch — C, so 

folgt 

H\{z) = j^j , 

und da — - gleich dem im negativen Sinne durchlaufenen Wage 

ist, so wild 

= Hl{z) . 

Fiir reelle A und z ist also Jx(z) der Realteil und Nx{z) der Imaginar- 
teil der Hankelschen Funktion H\ (^) und daher Jx ( 2 ) und Nx (z) reelL 
Eine Funktion jEnA(^) (v == 1, 2) ist eine Losung der Besselschen 
Differentialgleichung fur den gleichen Wert von A wie Hx{^)> der 
Differentialgleichung nur A^ auftritt. Die Funktionen Hx{z) und ITixi^) 
kdnnen indessen nicht linear unabhangig sein, da sie nach Nr. 2 im Un- 
endlichen dasselbe Verhalten zeigen. 

In der Tat ergibt sich, wenn man in der DarsteUung 

die neue Integrationsvariable — f — einfiihrt, sofort die Beziehung 

( 6 ) Hl,{z)^e<^^Hl(z) 

und durch eine entsprechende Rechnung 

(60 = 

Fiir die Besselschen und Neumannschen Funktionen mit negativem 
Index erhaJt man 


( 7 ) 

J-x{z) 

~ 2 

(/) 

N.x{z) 

e^^’‘H\(z) - e-^^’^Bliz) 
2% 


sie sind im Gegensatz zu den Hankelschen Funktionen von den Funk- 
tionen Jx{z) bzw. Nx{z) nicht fiir jedes ?. linear abhangig, sondern nur 
dann, wenn die Substitutionsdeterminante 

j g-i 

T i 1 
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verschwindetj d. h. nur wenn A eine ganze rationale Zahl n ist. In diesem 
Falle ist 


( 8 ) = 

(80 iV-„(^) = (-l)"iV„(2). 


Die allgemeine LSsung der Differentialgleichung (2) kSnnen wir 
daher, wenn I keine ganze Zahl ist, in der Form 

darsteUen. Im Falle X = n dagegen verwendet man die Summe 


Cj^ (2) + Ca (2) , 

doch werden wir spater sehen, daB auch in diesem 
Falle iV„(2) in einfacher Weise aus /„(2) und /_„(2) 
berechnet werden kann (vgl. Nr. 9). 

4 . Integraldarstellungen der Besselschen Funk- 
tionen. Addieren wir die Integrale (3) fiir H\{z) 
' ' s und H!(2), so heben sich die auf der imaginaren 
Abb. 10. Achse verlaufenden Integrationswege auf ; wir er- 

halten also in der rechten Halbebene 9 t 2>0 fiir die Darstellung 


L 


wobei L der in Abb. 10 gekennzeichnete Kurvenzug ist. 

Ist k speziell eine ganze Zahl, so fallen wegen der Periodizitat des 
Integranden auch die Integrale iiber die senkrechten Abschnitte des 
Weges L fort; es ergibt sich 

7t 

(10) = 

-7t 


Oder, da der Realteil des Integranden gerade und der Imaginarteil 
ungerade ist, „ 

(lOO /„(2) = cos(2sinC — «f) dl: . 

0 

Durch diese Integrale ist J^{z) fur jedes z definiert, Wir erkennen, 
daB die Besselschen Funktionen mit ganzzahligem Index in der ganzen 
Ebene regular und eindeutig und daher ganze Funktionen sind. 

Die Darstellung (10) lehrt ferner, daB J^{z) der Fourierkoeffizient 
in der Fourierentwicklung von 

( 11 ) 

— cx? 

nach f ist. Wir konnen diese Entwicklung auch als Definition der Funk- 
tion J^{z) fiir ganzzahliges n durch eine erzeugende Funktion 
betrachten. 
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Fiir reelle z und f folgen aus (41) die Relationen 

oo 

cos (2 sin c) = ^ /„ ( 2 ) cosnC, 

-00 

OO 

sin (2 sinC) («) sinM C , 

-OO 

die jedoch auch fiir komplexe z und f bestehen bleiben. 
Beachten wir noch, daB 


gilt, so erhalten wir 



wobei fiir L der in Abb. 1 1 gekennzeichnete Schleifenweg zu nehmen ist. Er 
verlauft an den beiden Ufern der negativen reellen Achse bis zum Punkte 
f = — 1 und umkreist sodann den Nullpunkt langs des Einheitskreises^, 
Fiir ganzzahliges A = ^ heben sich die Integrale iiber die geradlinigen 
Teile auf , und es wird ^ ^ . 

(t4) 

/„( 2 ) ist also der Koeffizient der Laurententwicklimg 

(15) 

-CO 

Auch diese Entwicklung batten wir zur Definition der /„ (z) fiir ganzes « 
heranziehen kdnnen. 

^ Zu dieser Darstellung waren wir auf Grund der ia § I geschilderten Methode 
direkt gelaagt, wean wir dea Transformatioaskera der Differeatialgleichuag 
2=K„ + 2K, + 2»K - =0 

uaterworfea katten, die durch die Fuaktioa JC = i (. I geiost wird. Die traas- 
forraierte Differeatialgleichuag ist sodaan = 0 und besitzt die 

Ldsungen v = 
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Fiihren wir in (I 3 ) die Transformation 
nnter der Annahme eines reellen z>- 0 — , 
Integrationsweg : 


m 




2^t 




ri^?' 


^=^2vlz aus — zunSLchst 
so entsteht mit demselben 




L 


Da aber das Integral rechts fiir alle Werte von konvergiert, so 
werden durch (16) die Besselschen Fnnktionen fiir alle z dargestellt. 
Insbesondere erkennenwir, d^Qder Quotient J^{z)lz^ fur pdesl eine ganze 
Funktion von z isL 

5* Eine andere Integraldarstellung der Hankelschen und Bessel- 
schen Funktionen. Wirwollen uns jetzt einer anderen Integraldarstel- 
lung der Besselschen Funktionen zuwenden, die wir erhalten, wenn wir 
die Diff erentialgleichung fiir Ji {z)lz^ ansetzen und auf sie die Laplacesche 
Transformation anwenden. — Es liegt namlich nahe, zu vermuten, daS 
wir so zu einfachen Ergebnissen gelangen werden, da7;t(^)/^ 
deutige Funktion von z ist. — Zu diesem Zweck fiihren wir in 

u '^ + “ + (1 ^ = 0 


die neue Veranderliche v{z) ein durch 

u=^vz^, 


wodurch wir erhalten 

(17) zv" +i2X + i)v' + zv=:0. 

Der Ansatz 

co{z)=^fK{z,C)v(Od^. 

C 

liefert 


f {zK,, + {2X + i)K, + zK)v(C) dC = 0 


Oder, da im speziellen Falle der Laplaceschen Transformation 

Ki=zK. 

also zK^^ = gUt, 

f {(1 + K;; + {2X + 1 ) iK}v(C) dC 

C 

^ -J'K(z.C){H + C^)v'-(2X-i):v}dC+ (KvH + C^))dC = 0. 
0 6 

Die Differentialgleichung ist also gelost, wenn wir r»(f) imd C so be- 
stimmen, daB 
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gilt und e^^v{C){i + an den Enden von C gleiche Werte annimmt; 


es ergibt sich 
Oder 


v'iO _ 2A - 1 
v(^) i + 


Also wird 

oj{z) =: + 

c 


Oder, indem wir if als neue Integrationsvariable einfubren, i(— 1)^"^ 
in die Konstante ziehen und den Integrationsweg wieder mit Cjbe- 
zeichnen : ^ 

(0(Z) = 

c 


Um einen zulassigen Integrationsweg zu finden, konstruieren wir 
uns zunachst die Riemannsche Flache des Integranden, indem wir die 
beiden Punkte f = +1 nnd f = —l durch einen Verzwei- 
gungsschnitt verbinden und langs diesem unendlich viele 
Blatter aneinander heften. Insbesondere konnen wir den 
Verzweigungsschnitt langs zweier von den Punkten +1 
und —1 ausgehender Halbstrahlen ins Unendliche fiihren. 

Verstehen wir dann unter und Q zwei im Hauptblatt 
der Riemannschen Flache verlaufende Wege, die je einen 
der beiden Halbstrahlen umschliefien — ohne dabei einen 
der Punkte +1 oder —1 zu treffen — (vgl. Abb. 12, wo 
die Halbstrahlen parallel zur imaginaren Achse verlaufen), so konver- 
giert das Integral co(z) liber einen dieserWege fiir solche z, fur welche 
langs des Strahles gegen —oo geht; zugleich strebt dann der 

Ausdruck 



Abb. 12. 


an beiden Enden des Integrationsweges gegen Null, d. h. co (z) ist eine 
Losung von (17). SchlieBt der Strahl mit der Achse die Richtung a 
ein, $0 ist dies der Fall, wenn 

y cosoc + X sina > 0 

gilt, wenn also z=^x+iy in der einen durch die Gerade y cos oc 4-^ sin oc= 0 
begrenzten Halbebene liegt. Wir konnen aber genau wie in Nr. 2 die 
Integrale analytisch fortsetzen, indem wir eine unbegrenzte Folge 
positiver wie eine Folge negativer Werte in geeigneter Weise durch- 
laufen lassen. Wahlen wir insbesondere fiir beide Wege oc = jr/2 wie in 
Abb. 12, so konvergieren beide Integrale in der rechten Halbebene 
31 (;?) > 0. Drehen wir den Weg bis in die Lage der positiven reeUen 
Achse, so konvergiert das entsprechende Integral in der oberen Halb- 
ebene und strebt gegen Null, wenn z in dem Sektor 

3 < arg 2 : — 3 
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unbegrenzt wachst, Nach der Bemerkung von Nr. 2 muB das Integral 
also bis auf einen von z nnabliangigen Faktor mit Hi {z)lz^ identisch sein. 
Wir finden 

Hl(z) = a^^z^j 

Oi 

und analog 

H\{z) == 1 - l)^-i dC . 

c. 

Die Koeffizienten und , die nur von X abhangen konnen, sind 
entgegengesetzt gleich. Dies folgt — zunachst fiir reelle X — aus der 
Bemerkung von Nr. 3, daB die Hankelschen Funktionen fiir reelle X 
und z konjugiert komplex zueinander sind. Denn aus 

H\(z) = —a^z^j (C® — 

- Cn 

ergibt sich wegen — C2 = Cj ^ sofort 

HlM = -^Hliz) 
nnd daraus (A) = — (A) . 

Da nun nach Nr. 2 die Hankelschen Funktionen und, wie sofort er* 
kennbar ist, auch die Integrate — analytisch von x 

abhangen, so sind die Koeffizienten {X) und (Z) analytische Funk- 
tionen von Xy d. h. die Relation = —^2 = c gilt allgemein. 

Addieren wir die beiden Integraldarstellungen fiir die Hankelschen 
Funktionen, so konnen wir den entstehenden Integrationsweg zu dem 
Achterweg 21 der Abb. 13 deformieren, welcher +1 im positiven und 
— 1 im negativen Sinne umkreist. Wir erhalten eine Darstellung der 
Besselschen Funktionen 

i 

welche, da der Integrationsweg im Endlichen verlauft, fiir X^n + ^ 
(^ == 0, ±1, . . .) in der ganzen z-Ebene giiltig ist. 

Zur Bestimmung der Konstanten c vergleichen wir mit der Integral- 
darstellung (I6) und finden fiir 2: = 0 die Relation 

=~,~f e-v-^~^dv. 

U ^ L 

Das Integral links besitzt, wie aus den Uberlegungen der nachsten 
Nummer hervorgehen wird, den Wert 

— 1)^ * = 2 m ^ . 

t Cj und Cg verlaufen hier, um die Konvergenz auf der positiven reellen 
Achse sicherzustellen, parallel zur imaginAren Achse (vgl. Abb. 12). 
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Um das Integral rechts zu bestimmen, betrachten wir das Integral 

_L_ f 

2‘mtJ 

X 

speziell fiir reelle positive Werte von t. Denn da dieses eine analytische 
Funktion von t darstellt, so geniigt es, die Zuriickfubrung atif bekannte 
analytische Funktionen fiir solche t zu 

leisten. -oo — ^ - — 

Unter der Voraussetzung > 0 

, . , X-* 1 • 1 . . r 1 Abb. 14. 

kdnnen wir den Einheitskreis auf den 

NuUpunkt zusammenziehen; denn da der Exponent t i ^ —i ist, 
ist das Integral in den NuUpunkt hinein konvergent. Nach dem 
Cauchyschen Satze andert sich der Wert des Integrals nicht, wenn 
wir statt iiber L von — cx> bis 0 unterhalb der reellen Achse und dann 
von 0 bis — oo oberhalb der reeUen Achse integrieren (vgl. Abb. 14): 

0 -oo 

[e^v^~^dv je^v^~^dv [e^v^~^dv (fiir ^>0). 

2mJ 27iiJ ‘ 2:ti J ^ ' 

X -oo 0 

unterhalb oberhalb 

der reellen Achse 


Setzen wir v = so wird das erste Integral 


2n 

das zweite 


U oo 

Ttt J ^ ' 2:jtt J 

0 

oo 

~~ r — dw) , 


also die Summe 


oo 

_JL- j ^ 
Isit J ' 


und da = 2isin7r^ und definitionsgemaB 

oo 

dw = r{t) 

0 

ist, so hat die Integralsumme den Wert 


Aus dem Erganzungssatze der Gammafunktion 
ergibt sich sinwi i 

ji — p(i _ /) • 

Courant-Hilbert, Mathematische Physxk I. 2. Aufl. 
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Es gilt also: 


2tit% J 


dv 


r(i-o' 


Fiir \msere Konstante c finden wir somit den Wert 
” 2Jr* 2-1 r(i) 

und erhalten schlieBlich fiir Ji,{z) die Darstellung 
(18) Mz) = (i)'/.-' (f - t)'-* if . 

2t 

Diese Darstellung gilt fiir alle I auBer A = n + J, wo eine ganze ratio- 
nale Zahl ^ 0 ist. 

Fiir die Hankelschen Funktionen ergelben sich entsprechende Formeln : 
1 r(i - i) j- ^ 


(180 


Hi(z) = 


ni r(\) 


Cx 




1st 3i(i) > — so kann man aus (18) die sehr gebrauchliche Dar- 
stellung ableiten: 


(19) 


/r(^) 




+ 1 


Setzt man f = sinr, so ergibt sich fur SR(A) > —i*. 


(20) J,[z) = q: I) - j cos( 2 sinr) (cosr)^^ dr . 

Jt 

""i 

6. Potenzreihenentwicklung der Besselschen Funktionen, Man 
gelangt zu einer Potenzreihenentwicklung der in der ganzen z-Ebene 
eindeutigen und regularen Funktion Jx{z)lz^ auf elementarem Wege, in- 
dem man wie in Kap. V in die Differentialgleichung (2) mit dem Ansatz 

oo ' 

U(z) = 

0 

eingeht und die Koeffizienten sukzessive bestimmt. Im Rahmen 
unseres Gedankenganges wollen wir jedoch die Potenzreihenentwick- 
lungen aus den Integraldarstellungen gewinnen. 

Wir gehen von der Integraldarstellung (18) aus und entwickeln die 
Funktion in ihre Potenzreihe; wir setzen dabei voraus — um (18) 
verwenden zu kdnnen — , daB X von einer Zahl verschieden ist 

(^ = 0, zb 1, ±2, . . ,). Da diese Reihe gleichmiBig in jedem endlichen 
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f-Gebiet konvergiert, so konnen wir die Integration gliedweise aus- 
fiihren und erhalten 


M^) 


n=0 


Bei der Bestimmung der Integrale beachten wir, 

da6 wir es mit analytischen Funktionen von ^ zu tun haben und da6 
es daher geniigt, diese Funktionen fiir alle i mit 91 jl > 0 zu ermitteln. 
In diesemFalle kdnnen wir namlicli den Integrationsweg auf die beider- 
seits durchlaufene Strecke zusammenziehen. 

Der Wert des Integranden ist 


oberhalb der reeUen Achse: 
unterhalb der reellen Achse: 
und daher 

1 

f - l)^-i = -2i sin5i(A - 1) [ f«(l - d^. 


Das Integral rechts verschwindet fiir ungerade Werte von n; fiir 
gerade Werte ergibt sich 

fC^”(C^-iy-idC = 4ism:^(Z + i)fC^«(i-C>‘y-idC. 

^ 0 


Durch die Transformation f ^ ^ geht dies iiber in 


A 

f _ i)>-idC = lisitiTt (I + i)/ (1 - du . 

d 0 

Das Integral rechts ist ein Eulersches Integral erster Gattung, Aus der 
bekannten Beziehung 

Bip, q) = / (1 - dx = 

0 

folgt 

(^2 _ dC = 2i siaTC (A + i)B(n + i.^ + i) 

— 2JSin5T(^A+ 2 ] r{X + i) 

Nun ist aber 

4+T)'‘”K'+y)-r(I^- 

Dalier wird 

r{n + i) 


J ~ 1)^-1 dC — 2m ^X + i) 


27* 
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Tind speziell fiir = 0 




Tragen wir die gefandenen Werte nun in unsere Reihe fiir Ji{z) 
ein, so ergibt sicli ^ 



r(i)\2j ^ (2ny. r{n + x+i) 

n = 0 

Oder wegen 


(21) 



Die Koeffizienten l/jr(^ + A"l7l) verschwinden nie, falls I keine ganze 
rationale Zahl ist. 1st 1 jedoch eine solche, so ist 

^ 0 fiir n + I \ ^ 


r{n -f A + 1) 

1 1 


r{n -I- ^ 4- 1) {n + X) I 


fiir w -h ^ 1 > 0 . 


Die obige Voraussetzung A 4= n J erweist sich, da die Reihe (21) 
auch fiir die Werte A = w + | gleichmslBig konvergiert und, wie wir 
bereits sahen, Jx{z) analytisch von X abhangt, als unnotig fur die 
Giiltigkeit der Entwicklung (21). 

Da die Reihe in (21) bestandig konvergiert, so folgt, daB Jxiz)lz^ 
eine ganze transzendente Funktion, wenn nicht etwa ein Polynom bzw. 
eine Konstante ist. Dies letztere ist aber unmoglich, weil r{n + A + 1) 
mit endlich vielen im Falle eines negativen ganzen rationalen A auf- 
tretenden Ausnahmen eine endliche Zahl ist, so daB auch der Koeffi- 
zient von z^^ nicht verschwindet ; also besitzt die Reihe fiir Jx(z)lz^ in 
jedem Fall unendlich viele nicht verschwindende Glieder. 

Aus der Reihenentwicklung (21) ist unmittelbar ersichtlich, daB 
Jk (^) Ihr reelle A und z reell ist, da die Gammafunktion fiir reelle Argu- 
mente reelle Werte hat. 

7. Relationen zwischen den Besselschen Funktionen, Nachdem 
wir fiir die Besselschen Funktionen die Potenzreihenentwicklung und 
Integraldarstellungen abgeleitet haben, wollen wir aus der Integraldar- 
stellung einige allgemeine Eigenschaften der Besselschen Funktionen 
entwickeln. Es ist (vgl. S. 414) 

( 16 ) 

• i 

wobei L den Integrationsweg von Abb. 11, S. 41} bedeutet, somit 




j ^ 

2 ^ 



(A+l) 


V 

e 


dv. 
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Wir differenzieren nach tind zwar auf der rechten Seite formal 
unter dem Integralzeichen, was, wie wir sogleich zeigen werden, er- 
laubt ist : . 


Jxi^) i 1 




2 ^ 2ni 




•iXX; v 

-]e 


Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist gestattet, weil auf 
dem Integrationsweg L die Ungleichung 1^1 gilt und somit fur 
\z\^h die Funktion 


gleichmafiig beschrankt, die rechte Seite also ein gleichmaBig konver- 
gentes Integral liber eine analytische Funktion von ist. 

Multiplizieren wir die letzte Gleichung beiderseits mit so steht 
rechts wieder eine Besselsche Funktion, und wir erhalten : 


Jk(^) , 

d{z^Y 


2 / ' 


Oder anders geschrieben: 




zdzj 


Speziell gilt fiir = 1 : 


dz z^ 


d. h. die Rekursionsformel 




die fiir A = 0 die spezielle Gestalt 

annimmt. 

Wir untersuchen noch besonders die Falle A = — -J, ^ = i* Nach 
(21) ist 


und da 


ist, wird 


Fin + 4) = (« _ 4) (« - 1) ... I .^ra) 

= (« — i) (” “ f) • • • I ■ 




r 3tz i,2n) 
n-O 


(2«)! \ J 



422 Spezielle durcb. Eigenwertprobleme definierte FunktioneB. 

Benutzen wir die obenstehende Differentiationsformel (23) fiir I • 




dz 




dz 


so folgt 

d.h. 

(25) 

Durch Division ergibt sich 




r-i 


sinz = 


-sm2. 




AW ’ 


ctgz. 


Die Besselschen Funktionen fttr;i = — A = i driicken sich also 
einfach durch trigonometrische Funktionen aus. 


Aus 


folgt fiir 1 


m = 

J-xiz) = 


Hl(z) + Hl(z) 


Hl(z)e<>-"+ JJt(z) 


AW = 


Hl{z) + Hl(z) 


Oder 


J.i(z) = 

Hl{z)-Hl(z) 

— t/_j(2) = 2 • 

Durch Addition ergibt sich 

(26) Hl(z)=Ji{z) -ij-iiz) =]/-j^{smz - jcosz) = 
und durch Subtraktion 

(26') Hl(z) = A(z) + j7-i(2) = )/^ (sinz + icosz) = 

Diese Entwicklungen beleuchten die schon erwahnte Tatsache, dafi 
die Besselschen, Neumannschen und Hankelschen Funktionen in dhnlicher 
Beziehung zueinander stehen wie die Sinus-, Cosinus- und Exponeniial- 
funktion. Auch bei den SSltzen iiber die Verteilung der Nullstellen, die wir 
spater ableiten, werden wir diese Analogic wieder bemerken (vgl. Nr. 8). 
Wir hatten auf S. 421 die Relation 

Jx(^) _ (__lY 

d{z^)^ z^ \ 2/ 


( 22 ) 


• abgeleitet. Wenden wir sie fiir 2 J an: 


d^ 1/2 sinz 


i\Jc A4.x(^) 
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so folgt y /V / sin^ 

d. h. *jede Besselsche Funktion (z) laBt sich ausdriicken als rationale 
Funktion von trigonometrischen Funktionen und von z, multipliziert 
mit ]/z* 

Zu einer anderen Rekursionsformel gelangen wir, indem wir in der 

Relation „ . .. 

.(c-i) 






unter dem Integralzeichen differenzieren. Es ergibt sich 

(27) 

Subtrahieren wir hiervon 


so folgt 

( 28 ) 


Jx-iiz)+Jx^i(z)=^Mz). 


Diese Relation konnen wir auch folgendermafien schreiben: 

Jx-i(z) _ ^ \ _ 7^-_ i 

Jx(z) ~ z" JM “ z 2 ^ + 2 _ 1 

7i+i (z) z 2X + 4 _ 


z 


So ist durch einen unendlichen Kettenbruch dargestellt; 

seine Konvergenz konnen wir hier jedoch nicht untersuchen. Wenn wir 
uberall mit z heraufmultiplizieren, nimmt der Kettenbruch die Gestalt an : 


(29) 


/x(^) 


= 2Jl - 


2i+2 


2A 4 — * ^ 


Fur A = J ergibt sich 


Dies ist ein unendlicher Kettenbruch fur ctg^, der schon im 18. Jahr- 
hundert bekannt war und mit dessen Hilfe Lambert^ die Irrationalitat 
von 71 bewiesen hat, indem er 2 : = njA setzte. 

^ Lambert, J, H. : M^moire sur quelques propri6t6s remarqaables des quan- 
tit^s transcendentes circulaires et logarithmiques. Hist. Acad. Berlin Jg. 1761. 
S. 265-322, insb. S 269. 1768. 
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Fiir Besselsche Funktionen mit ganzzahligem Index n gilt das 
folgende Additionstheorem: 

(31) /n(^ + &) “ 2 IvWJn-v{^) * 

r5= ~oo 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Betrachtnng der er- 
zeugenden Fnnktion ^ Hiernach ist 

n^-oQ n—'-oo\v~-oo / 

woraus die Behauptung folgt. 

Speziell fiir « = 0 besteht eine etwas allgemeinere Relation : 

00 

(32) J^iia^+b^+labcQsix) =7o(«)/o(&) + 227v(«)7 -vW cosva . 

Zum Beweise benutzen wir die Integraldarstellung (10) und schreiben 
das Produkt J^(d) J-M als Doppelintegral 

Jt St 

-TC -St 

Dieses laBt sich aber nach einigen Umformungen auf die Gestalt 

7t 

~ jjoi^a.^+b^ + 2ab cosoc) doc 

-7t 

bringen, womit die Relation (32) bewiesen ist. 

Endlich erwahnen wir noch, da6 sich eine gewissen Voraussetzungen 
unterworfene Funktion /(r) mit HiHe der Besselschen Funktionen in 
ahnlicher Weise darstellen laBt wie mit Hilfe der Exponentialfunktionen 
gemaB dem Fouriersclien Integraltheorem (vgl. Kap. II, § 6 und Kap. V, 
§ 12). £"5 sei f{r) stetig und stuckweise glatt, und es existiere 

oo 

/ ^ I / W 1 dr . 

6 

Dann gilt fur jede ganze Zahl n und r > 0 die Formel 

oo oo 

(33) f{r) = fsdsjif{t)J„(st)J„(,sf)dt. 

d 0 

Zu dieser Formel fiihrt die folgende tJberlegung: Wir setzen 
x^rcos{}^, y = rsin'd' 
und betrachten die Funktion 


S{^>y)==fir) 
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die unter den obigen Voraussetzungen uber f[r) sicher stetig und •— 
abgesehen von der Umgebung des NuUpunktes — mit stiickweise 
stetigen Ableitungen versehen ist, Wenden wir anf diese Fxinktion 
g {%, y) das Fouriersche Integraltheorem fiir zwei Dimensionen an (vgL 
Kap. II, § 6, 2) und vertauschen die Integrationsfolge der beiden inneren 
Integrale, was einer genaueren Rechtfertigung bedarf, so folgt 

oo oo cx> oo 

g(x,y) = ^j j du dv j d^dtj . 

-00 - 00 -CO -OO 


Fiihren wir auch fiir die Integrationsvariablen ^ ; u,v Polarkoordi- 
naten ein: 


so ergibt sich 


^ — s cos oif u ^ t cos jS , 
rj^ssmoc, v = tsm^, 


W t OO It 

f{r] j tdt j j sf{s)ds j _ 


Durch die Substitution 


= ~ + 


geht dieser Ausdruck bei Beachtung der Periodizitat der Exponential- 
funktionen iiber in 


OO Tf OO 3t 

f(r) j tdt j e-irtetafi'+infi'd^ J sf{s) ds j d^i>tsu<*'+in«'da.' , 


womit durch Ausfiihrung der Integrationen nach a' und mit Hilfe 
der Formel (10) die behauptete Relation 

CO oo 

f{f) = / ijnii't) dt j sf{s)J„{st) ds 
0 0 

unmittelbar folgt. 

Anstatt die Vertauschung der Integrationsfolge zu rechtfertigen, 
konnen wir den Beweis der Integralformel (33) auch in der folgenden 
dem Beweise des Fourierschen Integraltheorems (Kap. II, § 6) nach- 
gebildeten Weise fiihren. Wir benutzen die fiir jede stiickweise glatte 
im Nullpunkte verschwindende Funktion f(r) geltende Relation: 

a 

/(r) = lim fsf{s)P^{s,r)ds, 

V-^OO g 
V 

PAs.r)=ftJn(st)Jn[rt)dt. 

0 


( 34 ) 
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wobei a eine beliebige positive Zahl > f > 0 bedeutet. Diese Relation 
eixtspricht genau demDirichletschen Integral von Kap. 11 und wird anch in 
ahnlicher Weise bewiesen. Wir zeigen, daB unter der Voraussetzung der 

oo 

Existenz des Integrals jy\f{^)\dr die Integration nach s bis ins Un- 

endliche ausgedehnt werden kann. Denn aus der ftir r =}= 5 giiltigen 
Identitat 

(35) P.(ns) = 

die man ohne wei teres aus der Relation (36) der nachsten Nummer 
erhalt, wenn man die Rekursionsformel (24) beriicksichtigt, folgt, daB 
{r, s) bei festem y =[= 0 mit wachsendem 5 gleichmaBig in v gegen Null 
strebt (z. B. bei Beachtung der asymptotischen Entwicklungen der 
Besselschen Funktionen fur groBe Argumente, vgl. Kap. V, §11,2 oder 
Kap. VII, § 6, 2). Daher wird auch das Integral 

b 

fsf{s)P^{r,s)ds 


ftir hinreichend groBes a gleichmaBig in v und b beliebig klein, woraus 
die Behauptung, d. h. die Relation (33) folgt. 

8. Die Nullstellen der Besselschen Funktionen. Zum SchluB 
woUen wir noch einige Satze uber die Nullstellen der Besselschen Funk- 
tionen ableiten^. 

Die Besselsche Funktion Jl{z) geniigt der Differentialgleichung 


Setzen wir 
so folgt: 


/n^)+v/n^)+(i-|)/u^)=o. 

z ^ = konst. =j= 0 , 


juhi ) + + (i - =0. 

Ebenso gilt fiir 

= ^2 = konst. =1=0: 


JUM + = 0 . 


Aus diesen Gleichungen leiten wir eine neue ab, indem wir die erste 
mit die zweite mit multiplizieren und beide 

addieren. Dann ergibt sich 

tmimjm) - nnmjxm) 


1 Vai hierzu die vcrwandten Ausffihrungen in Kap. VI, § 2, 4. 
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Die ersten zwei Sumxnanden sind zusammen gleich der Ableitting der 
Funktion 

nach t; durch Integration der letzten Gleichung von 0 bis t folgt daher 


< 36 ) 


Es gilt also, wenn wir von 0 bis 1 integrieren, 

1 


07 ) 


Ans dieser Gleichung konnen wir Schliisse auf die Verteilung der 
NuUstellen von ziehen. (Vgl. hierzu Kap. VI, § 6.) 

Es sei I eine von Null verschiedene NuUstelle von Jx {z ) . Wir setzen 
la = f ^ wo f den konjugiert komplexen Wert von | bezeichnen 
m5ge. Sx und Ig fallen also nur fur reelle | zusammen. 

Es sei X reell, so daB also Jx(z) fur reelle z reelle Werte besitzt. 
Die Koeffizienten der Potenzreihe (21) sind reell; verschwindet da- 
her Jx{$)> so ist auch JxQ) =0. Wir haben also in Gleichung (37) 
7 a ( li) = 7 a (I 2 ) 0 zu setzen; die groBe Klammer verschwindet da- 

bei, und der zweite Summand geht iiber in 

1 

0 

Wir haben f #= OvVorausgesetzt. Da die Besselsche Funktion nicht iden- 
1 

tisch verschwindet, ist J t\Jx(^t) + 0,also|® — = — |) (f +|) =0, 

0 

d.h. 




Oder 


1 = - 


Somit ist f reell oder rein imaginar. Fiir reelle X hat also die Bes- 
selsche Funktion Jx(z) nur reeUe oder rein imaginare NuUstellen. 

Um zu untersuchen, wie es sich mit den rein imaginaren NuUsteUen 
der Besselschen Funktionen verhalt, gehen wir von der Potenzreihen- 
entwicklung 

/rw _ 1, V ^ 

zX 2^ n\ \2/ r(w-ft-l-l) 


aus. Indem wir z ^ ait a reell + 0 einsetzen, wird 

7a(£) ^ 1 V ^ 
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Da A reell ist, ist 4" ^ + 'I ^ endJich vielen Ausnahmen 

positiv, und da die J'-Funktion fiir positive Argumente positive Werte 
hat, sind alle Koeffizienten der Potenzreihe bis auf endlich viele am An- 
fang der Reihe positiv. Fiir groBe \a \ iiberwiegen die hoheren Potenzen, 

und da fiir « + 0 stets 0 ist, wird > 0 fiir alle hinreichend 

groBen \a\, Nur atif einem endlichen Stiick der imaginaren Achse 
konnen also Nullstellen der Funktion auftreten; als ganze tran- 

szendente Funktion kann daher Ji{z)jz^ nur endlich viele rein imaginare 
NuUstellen haben. Fiir X> - \ hat Jx{z)lz^ keine rein imaginaren 
Nullstellen; denn dann ist fur alle n\ 

^ + i > 0, 

r[n X 1) ^0; 

alle Koeffizienten der Reihe sind also positiv und daher der Wert der 
Reihe selbst positiv. Speziell fiir A = 0, 1, 2, . . . gibt es keine rein 
imaginaren Nullstellen. 

Wir haben also das Resultat: Fur reelle X hat Ji{z) bis auf endlich 
viele rein imaginare nur reelle Nullstellen; fur reelle 2 > ■— 1 hat Jx(z) 
nur reelle Nullstellen. 

DaB fiir jedes reelle ganzzahlige positive X die Funktion Jx{z) un~ 
endlich viele reelle Nullstellen hat, ist schon durch die Betrachtungen 
des vorigen Kapitels erwiesen, da die Nullstellen von {z) das System 
der Eigenwerte einer Differentialgleichung liefern. 

Wir wollen schlieBlich noch einiges iiber die Lage der reellen Null- 
stellen der Besselschen Funktionen aussagen. 

Setzen wir bei reellem X 



so gilt nach S. 414 

(17) {2X + 1) = 0. 

Ist nun f eine positive NuUsteUe von v\ so geht die Differential- 
gleichung fiir z = f iiber in 

also in 

+«'(!) = 0 . 

Hieraus folgt, daB im Punkte | nicht auch die zweite Ableitung 
v'' (f) verschwinden kann. Denn dann ware v(^) 0, woraus in Ver- 

bindung mit ==:0 das identische Verschwinden der Losung v{z) von 
(17) folgen wiirde. Wir schlieBen daher, daB v{i) und entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben. 

Es seien nun und ^wei aufeinanderfolgende positive 

Nullstellen von v'{z), es sei also v'{z) =j= 0 fiir |■x<z< fg. Nach dem 
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Rolleschen Satz liegt dann zwischen f ^ und ungerade Anzahl von 

NxiUstellen von v"; folglich haben und und daher auch 

V (fi) und V (^2) entgegengesetzte Vorzeichen. Zwischen und I2 miissen 
also eine ungerade Anzahl Nullstellen von v liegen, somit mindestens 
eine. Andererseits kann nach dem Rolleschen Satz nur eine NuUstelle 
von V dort liegen, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
von V eine ungerade Anzahl von Nullstellen von liegt und zwischen 
und ^2 Voraussetzung keine NuUstelle hat. Demnach hat v 
genau eine NuUstelle zwischen tind fgj d. h. zwischen zwei aufeinander- 
folgenden positiven NullsteUen von v' liegt eine und nur eine NuU- 
stelle von V. Die positiven Nullstellen von v und v' trennen sich gegen- 
seitig; dasselbe gilt filr die negativen Nullstellen. 

Wir hatteii in Nr. 7, S. 421 die Relation abgeleitet 

(23) ^ 

d. h. 


dz z^ 


z^ 

/i+iW 


z>- 


Da die Nullstellen von v und v' sich gegenseitig trennen, da femer 

%} = — - — t; = 

z^ * z^ 

ist und dahier alle positiven und negativen NuUstellen von v tmd v' 
Nullstellen von Jx{z) und Jx+-i{z) sind, so folgt weiter: Die Nullstellen 
von Jx{z) und Jx+i{z) trennen sich gegenseitig. 

Fiir A == — ^, X = i batten wir z. B. gefunden: 

T 




-cosz. 


Jiiz) 


]/— si 

\ 3tZ 


smz. 


Die Nullstellen dieser Funktionen sind 


j-iL , 5 ^ 


± 


(2n + 1) JT 


bzw. 




2 ' 2 ' 

0, ±n, ±271, 

sie trennen sich also in der Tat gegenseitig. 

Auch in dieser Beziehung zeigen die Besselschen Funktionen eine 
Verwandtschaft mit den trigonometrischen. 

9. Die Neumannschen Funktionen. Wenn X keine ganze Zahl ist, 
so lassen sich die Relationen 
(5) JM = h{H\{z)±Hi(^))> 

(7) J-x{z) - i{e*^'^H\(z) + e-<^^lPx(z)) 

nach Hx{z) und auflosen. Wir erhalten 


( 38 ) 

(38') 


n\{z)^ 

= 


{Jx{z)e- 


i sinijT 
i 
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und somit 


(HUz) - Hliz)) 


_ Ji(z)cosX} t -- J ^x(z) 


Diese Darstellung der Neumannschen Funktion durch Ji und 
versagt jedoch, wenn I eine ganze Zahl ist. Penn als Funktion von X 
betrachtet, besitzt alsdann sowohl der Zabler J^cosXn — als auch 
der Nenner sinAyr eine einfache NuUstelle. Pa aber Zahler und Nenner 
fiir z ^ 0 regulare anal 3 rtische Funktionen von X sind, durfen wir beide 
differenzieren, urn den Wert der Funktion fiir ganze rationale I zu er- 
mitteln. Aus dem Quotienten 




cosier — Jx (z) 51 sinljr ■ 




ergibt sich durch Grenziibergang, dafi fiir ganzes rationales X 


Man iiberzeugt sich leicht direkt, daB der erhaltene Ausdruck fiir 
ganze rationale X eine Ldsung der Pifferentialgleichung vorstellt. 
Differenzieren wir namlich die Besselsche Pifferentialgleichung 

die eine Identitat in X darstellt, nach X, so folgt 


d* djxiz 
Tz^ dl 


Fiir —X gilt ebenso 

^ SJ-xM , 


1 ± 

z dz SI 




^^\8Jx{z) 


^\dj-x(z) 
z^l ex 




Multiphzieren wir die zweite Gleichung mit (—1)^ und subtrahieren 
sie von der ersten, so folgt fiir ganze rationale X aus der Beziehung 
J^[z) = (— daB die rechteSeite der resultierenden Gleichung 
verschwindet ; wir erhalten also als weitere LSsung der Besselschen 
Pifferentialgleichung fur ganzzahlige X die Funktion 


^^~(-iy^^ = ^Nx(z) 


(X ganz). 


Pie soeben abgeleiteten Beziehungen zwischen der Neumannschen 
Funktion Nx(z) und den Funktionen /x(z) und J-x{^) gestatten uns, 
aus den Parstellungen der Besselschen Funktionen entsprechende fiir 
Nx {z) zu finden. So erhalt man z. B. aus der IntegraldarsteUung (9) 
fiir A 4- 

(41) Nx(z) = 

Tj 



und fiir A = M 
(42) 
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N„iz) = - (n gerade), 

z 

(42') Nn{z) — sinXC dC (» ungerade). 

i 

Verwenden wir die Integralformel (20) aus Nr. 5, so ergibt sich z. B. 
fiir NJz) wegen 

N,{z) = 


1(Ul] 

It \dX /i-o 


(43) ztNo(z) = (2C + log2)/o(z) + |•jcos(zcosf)log(zsin*C)^^C, 

0 

wo C die bekannte Eulersche Konstante ist. 

Ebenso lassen sich Reihenentwickltuigen fiir Nx{z) aus denen von 
Jx{z) und 7 -a( 2 ) gewinnen. Wir wollen die Betrachtung naher durch- 
fiihren fiir den Fall, daB A eine ganze Zahl ist. Es gilt 


und, da wir unter dem Summenzeichen nach I differenzieren diirfen: 


SJxii) 










dt /’(O/t-ttn-A-Hl 


Wir bestimmen zunhchst die Werte der Bifferentialquotienten 
fiir positive ganze Zahlen t. Es gilt die Funktionalgleichung 
Fit 4- 1) = tr{{] fiir t + 0, - 1 , -2. . . .. 

Durch logarithmische Differentiation ergibt sich 

r'{ t + 1) 1 I r'(t) 

F(t + 1 ) t r{t) 

und dtirch A-malige Wiederholung 

V . _| ^ -L. . . . 4. J L (k — 0 12 ) 

r{t + k + i) ~ t + k^ t + k-i^ + t ^ m - 0 , 1 , 

Esist 1 1 _ £''W._ 

dtr\t)~ n{t)~ 'r(t)'r^)' 

Setzen wir t = \, **=« — l,so ergibt die obige Formel; 

} 4- ■ - '* [- ... 4- 1 4. = '* 4 — - 4- ... 4. 1 — C 

r(n + 1) n^n-t^ ^ 
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fiir M = 1, 2, 3, . . .. Mit dem Wert r'(<)//’(0 fur die positiven ganzen 

d \ * 

Zahlen kennen wir den gesuchten Wert der Ableitung m diesen 

Punkten : / d i \ 


d J_ 

dt r(t) 


(if » 1)1 


dt r{t)iu 

— 1 — L 

V ~ 1 ^ if - : 


+ ••■+ 1 ' 


C[ fiir i = 2, 3, . , 


Um ferner den Wert der Ableitung fiir negative ganze Werte t zu 
bestimmen, Idsen wir. die Gleichung 


r'(i! + A + 1) 


1 1 

: \ 1 - ^ 

t k — ' i 


+ 1 + 

^ t ^ r(t) 


jr{^ -f" ^ 4“ 1) 

nach auf. Dann erhalten wir nach Multiplikation mit — : 


1 r'{t) 


JLji 


t + \ 


1 r'{t+k + i) 

t -\rk — 1 -I" /j -f- 1 ) 




m m 

Lassen wir f gegen — A (A == 0, 1, 2, . . .) konvergieren, so konvergiert 
die linke, also auch die rechte Seite gegen die Ableitung 

Nun strebt fiir t —k der Ausdruck gegen NuU, also bleibt, da 

r{t -h ^ + 1) 


die Summe 


if ^ if + 1 


+ * * • + 


if + ^ - 1 


r und ebenfalls 


r{t 4" /e -f 1) 


endlich bleibt, rechts nur das died Erweitern wir mit 

t(t + i) {t + k -- i), so wird wegen der Funktionalgleichung der 
Gammafunktion der Nenner gleicb r{t + A + 1) iind konvergiert fur 
gegen J’(l) == 1; da der Zahler gegen (~-l)^A! strebt, ergibt 
sicb somit / ^ . \ 

d 1 

Setzt man den Wert der Ableitung in den ganzen ratio- 

nalen Zahlen in die Reihen (44) ein, so folgt ftir A = 1, 2, : 


(45) 


nNx{z) = 


ex 


(-1)^ 


ex 


= 2/r(2)(log| + C)- 


. •’•-1 

z\-^ (X — n- 






2 

{0h{i 


•1)! fz\^”‘ 




w 1 (w + /I) I 


11 
In 4 


4 . j: 

4* A w + A — 1 


+ . 




•+t 


1 1 

■+1+--+— 
n n — 


■ + ■••+1 


und fiir X — Q: 


nN„{z) 


2Jcmog~ + C 


=2 

n*»l 




(«!)* l2 




+ -•-+ i 
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Alls den letzten Entwicklungen gewinnen wir einen "Oberblick tiber 
die Singular itaien, die bei den Losungen der Besselschen Differential- 
gleicliung auftretcii konnen. 

Abgesehen vom Punkte 2 : = oo, der fur alle nicht identisch ver- 
schwindeiidcn Losungen wesentiich singular ist, ist der Nullpunkt die 
einzige Stelle, wo die Ldsungen der Besselschen Differentialgleichung 
sich singular verhalten konnen. 

Ist A keine ganze rationale Zahl, so ist die allgemeine Losung mit 
Hilfe der Funktionen Ji{z) und darstellbar und kann daher im 

Nullpunkt e nur Singularitaten der Form bzw. aufweisen. 

Ist 1 = # ganz rational, so kdnnen die Losungen im Nullpunkte 
auBer einem Pol der Ordnung n nur noch eine logarithmische Singu- 
laritat der Form z^logz besitzen. Denn jede L5sung laBt sich durch 
eine lineare Kombination der Funktionen ( 2 :) und (z) ausdriicken, 
und diese haben keine andere Singularitat. • 

Die Besselschen Funktionen J^{z) mit ganzzahligem Index n sind 
insbesondere die Ldsungen, die auch im Nullpunkte regular bleiben. 

§ 3* Die Kugclfunktionen von Legendre. 

Wir haben an friiheren Steilen dieses Buches^ die Legendreschen 
Kugelfunktionen und die aus ihnen durch Differentiation entstehenden 
hdheren Kugelfunktionen als Funktionen einer reellen Veranderlichen 
untersucht und viele ihrer Eigenschaftcn abgeleitet, Hier woUen wir 
nun, indein wir zu komplexen Variablen z ^ x + iy iibergehen, Integral- 
darstellungen fur diese Funktionen entwickeln und zugleich die iibrigen 
Ldsungen der Legendreschen Differentialgleichung aufsuchen; dabei wird 
sich von selbst die Mdglichkeit ergeben, den Parameter n in der Legendre- 
schen Funktion Pn (^) von seiner Beschr^nkung auf ganzzahlige positive 
Werte zu befreien^. 

1. Das SchltfHsche Integral. Aus der Darstellung (Kap. II, §8, S. 70) 

des Legendreschen Pol 5 moms ergibt sich sofort nach der Integral- 
formel von Cauchy fiir beliebige komplexe Werte von z 

(*5) AW - 

c 

wobei der Integrationsweg C in der Ebene der komplexen Variablen 
Z ^ + if] im positiven Sinne urn den Punkt f = z herumEuft. Dieser 

Ausdruck, der von Schlafli herriihrt, gestattet wichtige Folgerungen 

^ In Kap. n* § 8 and in Kap. V, § 10, 2. 

* Vgl, zn diesem Paragraphen insbesondere Whittaker, E. T. nnd Watson, 
G. N.: A course of modern Analysis, 3. Aufl, S. 302—336. Cambridge 1920. 

Couranit-Hilbert, Mathematische Physik L 2. Aufl. 28 
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und Verallgemeinerungen. ZunS.chst bemerken wir, dafi wir direkt an 
der Integraldarstellung (46) das Bestehen der Legendreschen Differential- 
gleichung 

verifizieren konnen. Die Differentiation unter dem Integralzeichen 
liefert namlich fiir die linke Seite der Differentialgleichnng den Aiisdruck 


^ ({« + 2) (t - - 2Z(C - Z) + «(C ~ zr^) if 

c 


_ ” + l f_d_ / (C«- ir +’N , . 

25112" J \ (C - ^ ' 

a 


welcher wegen der Geschlossenheit des Integrationsweges und der Ein- 
deutigkeit von als Funktion von f verscbwinden mu6. Wir 

kbnnen nun diese direkte Verifikation benutzen, um die Definition 
von P„ (z) fiir beliebige, nicht mehr ganzzahlig positive Werte von n zu 
verallgemeinern. Denn offenbar muC das Schlaflische Integral (46) fiir 
einen beliebigen Wert von n stets dann eine Lbsung der Legendreschen 
Differentialgleichnng darstellen, wenn beim Durchlaufen des Inte- 

grationsweges der Ausdruck ^ 2_ zu seinem Ausgangswert zuruck- 

(C >2^) 

kehrt, also z. B. dann, wenn der Integrationsweg auf der Riemannschen 
Flache des Integranden geschlossen ist, Nur wird dann die Funktion 
P^(^) im allgemeinen nicht mehr eine ganze rationale Funktion, sogar 
nicht einmal mehr eine eindeutige analytische Funktion von z sein. Einen 
solchen Weg erhalten wir folgendermaBen : Wir schneiden die f-Ebene 
langs der reellen Achse von — i bis — oo und langs eines beliebigen Weges 
vom Punkte 1 bis zum Punkte z auf, ebenso die Jsr-Ebene und w§,hlen 
fiir C eine geschlossene Kurve, welche die Punkte ? = z und C — +1 
in positivem Sinne umkreist, dagegen den Punkt C == — *1 ausschlieBt, 
Die so definierte, in der aufgeschnittenen z-Ebene eindeutige Funktion 


(47) 


Pv{z) = 


1 f 

23tij 


dC 


nennen wir ebenfalls Legendresche Kugelfunktion des Index v. Sie 
geniigt der Legendreschen Differentialgleichnng 

(48) ((1 -- z^)u'y + v{v + \)u ^ 0 

und laBt sich chatakterisieren als dasjenige eindeutig bestimmte ihrer 
Integrale, welches fiir ^ = 1 endlich bleibt und den Wert 


PJi) = 1 
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besitzt^. Dieses Verhalten entnimmt man unmittelbar der Integral- 
darsti^IIuiig, wenii man in ihr z gegen i konvergieren laBt. Da die obige 
Differentialglcnchiing bei Ersetznng von v durch — — i in sich iiber- 
gebt. so folgt sofoit die Identitiit 

deren redmerische Bestatigung nicht auf der Hand liegt. 

I)it^ Fiiiibtion P^,[z) gentigt, wie der Leser leicht an der Darsteliung 
bestatigen wird, den Reknrsionsformeln 

K,i{z) - zP[,{z) {v + i)P,,{z) , 

(49) 

(i<* + i)P^^i{z) — l)P^(z) +• vPy^i{z) = 0, 

von dt^nen die zweite fiir ganzzahliges v schon in Kap. II, § 8, 3 ab- 
geleitet wurde. 

2. Die Integraldarstellungen von Laplace. 1st der Realteil von z 
positiv und I 1 , wie war nnn voranssetzen wollen, so kdnnen wir fiir C 
den Kreis init deni Radius ] - - 1 j um den Punkt 2 : wahlen, da, wie man 

aus der ftir SU > 0, 2 i 1 giiltigen Ungleichung \z-- i < |z + 1 1 [- 2 : — 1 1 
sieht, dieser Kreis die oben verlangtenEigenschaftenbesitzt. Setzenwir, 
um die ret'lle integrationsvariable (p einziiftihren, C — z-f* 1 
I ff I - JT , so erhalten wir aus dem Schlaflischen Integral sofort die 
erste, auch fiir z — 1 giiltige Integraldarstellung von Laplace 

.*r 

( 50 ) Py {z) -=-■ j 4 - — 1 coscpydcp , 

0 

wobei die mehrdeutige Funktion (z-F 1 cos(py so festzulegen ist, 
daB sie fur (p^7tj2 gleich wird, unter den ,,Hauptwert'' Von z’'ver- 
standen, insbesondere bei positivem z und reellem v ein reeller Wert. 

Die Formel = Hefert unmittelbar die zweite Laplacesche 

Darsteliung 



a 


Es sei bemerkt, daB die crste Darsteliung ini Falle v und die 
zweite im Falle y ' 0 fiir solche z unbrauchbar wird, fiir welche der 
Ausdruck ir j/r* - i cos^ auf dem Integrationsweg verschwindet. 
Mindestens eine von ihnen ist also fiir die ganze z-Ebene gbltig. 

8. Die Legendreschen Funktionen zweiter Art. Die Differential- 
gleichung (48) muB noch ein zweites, von P^(z) linear unabhtngiges 
Integral besitzen. Wir kiinnen es aus dem Schlafliscben Integral leicht 
entnelimcm, wenn wir statt des oben benutzten Integrationsweges einen 

^ In di^r Tat wird das zweite Integral Qy, das wir in Nr. 3 anfstellen werden, 
und daher jedes von Py unabhUngige Integral bei z 1 logarithmisch nnendlich. 
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anderen brauchbaren Weg aufsuchen. Ein solcher Weg wird durch 
den achtforxnigen Weg SI von Abb. 13, S. 416 angegeben, sobald dieser 
Integrationsweg den Punkt z aufierhalb laBt. Die durch das Integral 

4JsSi^' / ^ 

definierte analytische Funktion [z) genugt wieder der Legendreschen 
Differentialgleichung, Sie heiBt Legendresche Funktion zweiter Art und 
ist in der langs der reellen Achse von —1 nach — cx^ aufgeschnittenen 
^-Ebene regular und eindeutig. Wir setzen in dieser Darstellung zu- 
nachst ausdriicklich voraus, daB v keine ganze Zahl sei, da sonst der zur 
Normierung gewahlte Faktor ijsinvn unendlich warden wiirde. Falls der 
Realteil von y + 1 positiv ist und z nicht auf der Strecke ~i * - f 1 
gelegen ist, konnen wir nach Zusammenziehung des Integrationsweges 
schreiben (vgl. die Rechnung auf S. 419) 

(S3) 

-1 

Diese Formel ist jetzt auch fur ganzzahliges v brauchbar. 

Man entnimmt der Darstellung (52) leicht, daB Qy bei = 1 und 
^ ~ 1 logarithmisch unendlich wird, indem man beachtet, daB der 

Integrationsweg 31 stets die Verbindungslinien des Punktes z mit den 
Punkten +1 und —I passieren muB. Fur negative Werte von v oder 
solche mit negativem Realteil kann man Qy durch die Gleichung 

Qy{z)=Q.^.i{z) 

definieren. 

Auch fiir die Funktionen Qy{z) gilt eine den Laplaceschen Inte- 
gralen fiir Py (2:) analoge Integraldarstellung, Man setze in dem obigen 
Integral (53), zunachst fiir reelles z> 1, 

)/z + Y + 

dann erhalt man nach einiger Zwischenrechnung 


0 

wobei die Bestimmung des an sich mehrdeutigen Integranden ebenso wie 
oben getroffen wird. Die Giiltigkeit dieser Formel erstreckt sich nun 
ohne weiteres auch auf beliebige Werte von z in der zwischen ~1 und +1 
aufgeschnittenen ^-Ebene, abgesehen — imFalle >^1^0 — von solchen z, 
fiir welche der Nenner auf dem Integrationswege verschwindet, wie der 
funktionentheoretisch vorgebildete Leser sofort der Tatsache entnehmen 



§ 4 . Anweiidiing der Methode der Integral transformation. 4^7 

wird, daB der Integrand in diesem Gebiete eine eindeutige regnlare 
Fnnktion von z ist. 

Aus der Gleichung = erhalten wir iibrigens unmittelbar 

die zweite Integralformel 

00 

(55) <?v{4 = + (,'<0), 

6 

wobei wir im Falle v — 1 wieder die obige Voraussetzung iiber z 
machen miissen. 

4. Zugeordnete Kugelfunktionen. (Legendresche Funktionen 
hoherer Ordnung.) Fur die Kugelfunktionen hoherer Ordnung, die wir 
durch die Gleichungen 

= I'l 

definieren (vgl. Kap.V, §10, 2, S. 282), erhalten wir durch Differentiation 
der Schlaflischen Integraldarslellung (47) und darauffolgende Anwendung 
der Substitution f = z + — 1 aus Nr. 2 ebenfalls Integral- 

formeln, von denen die folgende explizit hingeschrieben sei: 

Pv, h (4 = (“ i)* (2 { cos cpy cosh^p d(p . 

* 0 

Aus ihr erkennen wir z. B. unmittelbar, daB alle Kugelfunktionen Py^jtiz) 
mit A > 0 ftir z = 1 verschwinden. 

§ 4. Anwendung der Methode der Integraltransformation auf 
die Legendreschen, Tschebyscheffschen, Hermiteschen und 
Laguerreschen Differentialgleichungen. 

Wir kbnnen die Theorie der Legendreschen Differentialgleichung 
ebenso wie die der in Kap. 11 behandelten Orthogonalfunktionen auch 
mit der Methode der in § 1 gekennzeichneten Integraltransformation 
entwickeln, wie im folgenden kurz skizziert werden soil. 

1. Legendresche Funktionen. In der Legendreschen Differen- 
tialgleichung 

(56) Liu] = (1 - z») 2z«'= -f 1) « 
werden wir durch die Transformation 

uiz)==jK{z.C)v{t)dC 

auf die Bedingung 

[{{i - z*) - 2zK, + + i) K}v{£;) dl; = 0 
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gefiihrt. Untenverfen wir den Transformationskern der Differential- 
gleichung 

(57) (1 - K,, - 2zK, + f = 0 , 


von der die Funktion K = Ldsung ist, und formen das 

dutch Eintragung von entstehende Integral dutch 

partieUe Integration um, so ergibt sich fiir i;(0 die Differentialgleichung 




die die Ldsungen v = und v = C~^~^ besitzt. Wir werden so auf 
die Integrale 

Cl 

m j ^ ^ ^ ^ 

Qx (^) ~ 4^* sinjrA j Yi ^ 2zC 4 - f 

c, 

gefiihrt , wobei unter C^und die in Abb. 15 16 gekennzeichneten 

auf der Riemannschen Flache des Integranden verlaufenden Kurven 
zu verstehen sind. 

Durch die Transformation 

^ =z z + — 1 COS9? 

und eine geeignete nachtragliche Deformation des Integrationsweges 
erhalten wir sofort die Laplaceschen Integrale 

yr 

(5i) Pk(z) ^^JCz + fz^— icoscp)'*"'^ dcp , 

0 


(54) Qdz) —j{z + yz*— i 

0 


Der hier gewahlte Kern 


K{z,C) 


i\ -2zf 4-f“ 
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ebenso wie jeder andere, der die Differentialgleichung (57) erfiillt, ist 
eine erzeugende Funktion der Legendreschen Differentialgleichung. 
Denn der Koeffizieiit u^{z) der Reihenentwicklung 


0 

eines sokiien Kernes ist ein Integral der obigen Form 

und daher infolge der Geschlossenheit des Integrationsweges eine 
Losung der Differentialgleichung (56) fiir X n. 

2. Die Tschebyscheffschen Funktionen. Im Falle der Tscheby- 
scheffschen Differentialgleichung 

(59) L[u] (1 - w"- zu'==: -X^u 

wahlen wir fur K eine Ldsung der Differentialgleichung 

(60) (1 - z^) K,, - zK, + = 0 , 

also z. B. jFC ( 2 , C) = - “2 erhalten so Losungen von der Gestalt 


(61) 


C. 


- 2-1 


d!;, 


Qx{z) 


1 -22C-f f* 

nt J i 2Zi^ ^ ^ 


(Jt 


, 0 ' 

0 " 


Abb. 17. 


Dabei sind Cj und 2 :wei geschlossene 
Kurven, die auf der Riemannschen Flache des Integranden die Null- 
stellen des Nenners 

= Z + ; fs = 2 - y^-1 

umkreisen (vgl. Abb. 17). 

Durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes ergibt sich 

iibrigens 

P,{z)==iz + p-i)\ 

(62) 

Qz{z) = {z-iz^-if. 

Die Summe 

ni,) - i (PM + QM) - (*± . gH i ) t+<i=> g EIV , 


welche auch dutch das Integral 

c 

dargestellt wird, wobei jetzt C die beiden Punkte Ci und Ci zugleich 
umkreist, geht fiir X = n in das w*® Tschebyscheffsche Polynom iiber. 
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3 * Die Hermiteschen Funktionen. Bei der Hermiteschen 
Differentialgleichung 

(63) L [w] = u'"— 2zu' ^ — 


unterwerfen wir K der Gleichung 

( 64 ) A;,-^2zi^, + 2CA>==0, 


die durch die Funktion gelost wird. Nehmen wir fur C eine 

der in Abb. 18 mit und Cg bezeichneten Kurven, so ergeben sich die 
Losungen 



c. 


Ihre halbe Summe 


H,{z)==i{Px(z) + Qji{z)), 


d. li. das Integral 



wobei unter C der Schleifenweg von Abb. 20 zu verstehen ist, geht fur 
X == n in das Hermitesche Polynom (z) iiber. 

1st (vl) < 0, so konnen wir den Integrationsweg in den Nullpunkt 
hineinfiihren und erhalten — abgesehen von Faktoren, die von z nicht 
abhangen — als Losungen die Integrale 


( 66 ) 

und 

(67) 


CO 



"OO 


4. Die Laguerreschen Funktionen. Entsprechend setzen wir in 
der Laguerreschen Differentialgleichung 

(68) L [u] = (1 z) i/ = ~ 

fiir K (z, f) die partielle Differentialgleichung an : 

(69) zA,,+ (1-z)A,+ CAc-0 

und gelangen zu Integralen der Form 

( 70 ) j 

c 
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Bei dcr Wahl des Integrationsweges C ist zu beachten, daB der Inte- 
grand im Punkte C == 1 eine wesentlich singulare Stelle besitzt. Nehmen 
wir fur C insbesondere den in Abb. 19 angegebenen 
Kurvenzug, so stellt das Integral 


(71) L,{z) 


i I e 

231% J i 




dC 



Abb. 19. 


Losungen dar, di<' ini Falle A == im wesentlichen mit den Laguerreschen 
Polynomen identisch sind. 

Durch die Transformation 


gewinnt (71) die Gestalt 

(72) + »)'<*». 

c 


wobei jetzt unter C der Schleifenweg von Abb. 20 zu verstehen ist. 

Wir bemerken noch, daB ebenso wie im Falle der Legendreschen 
Diffcrentialgleichung auchbei den ubrigen Mer behandelten jede Losung 
der zugehorigen partiellen Differentialgleichung ^ 

als erzeugende Ftmkiion einer Schar von Losungen f £ 

der vorgelegten Differentialgleichung angesehen VwV 
werden kann. Insbesondere definieren die ver- Abb. 20. 

wendeten speziellen Kerne durch ihre Potenzreihenentwicklung die 
Tschebyscheffschen, Hermiteschen und Laguerreschen Polynome. 


§ 5- Die Kugelfunktionen von Laplace. 

Wir haben die Laplaceschen Kugelfunktionen 9?) in Kap. V, 
§ 8, S. 270 eingefiihrt als die zu den Eigenwerten X ^ n{n + i) ge- 
hdrigen, uberall regular en Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

(73) A*Y+IY = Y^^ + (sin^y..),. + AY = 0 

auf der Kugel. Die Funktionen f^Y„= U„ sind dann ganze rationale 
Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, die der Differential- 
gleichung AU — Q geniigen und homogen vom Grade n sind. Umge- 
kehrt liefert jede ganze rationale homogene Losung i7„ Grades 
der Differentialgleichung AU — 0, wenn man sie durch r” dividiert, 
eine Laplacesche Kugelfunktion. Da eine ganze rationale homogene 

Funktion w**" Grades Koeffizienten besitzt und da 

durch die Bedingung df7„s0 -- - 2 "— lineare homogene Relationen 
zwischen den Koeffizienten festgelcgt werden — denn A Un ist eine 
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homogene Funktion Grades—, so konnen die U„ hochstens 

(”±-111^+1) _ = 2m + 1 unabhangige Koeffizienten besitzen; 

es muB also mindestens 2« + 1 linear unabhangige Kugelfunktionen 
Ordnung geben. 

Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, daB die genannten Be- 
dingungen voneinander unabhangig sind, so daB es also genau 2w + 1 
linear unabhangige Kugelfunktionen Ordnung gibt. Ferner woUen 
wir zeigen, daB wir in diesen Funktionen Yn wirklich alle Eigenfunk- 
tionen, in den Werten X = n{n + i) also aUe Eigenwerte unseres 
Eigenwertproblems vof uns haben ; endlich wollen wir diese Funktionen 
explizit durch die uns aus § 3 und Kap. V, § 10, 2, S. 282 bekannten 
Legendreschen Funktionen hoherer Ordnung ausdriicken. Wir beginnen 
mit dem letzten Punkte. 

1. Aufstellung von 2n + 1 Kugelfunktionen n‘«>' Ordnung. Zu 
speziellen Kugelfunktionen gelangen wir wieder durch den oft an- 
gewandten Ansatz Y {■O', <p) = p {<p) q (0) ■ Gehen wir mit ihm in die 
Differentialgleichung (73) fur ^ = m{m + 1) ein und bezeichnen die 
Differentiation nach ^ mit einem Strich, die nach 0 mit einem Punkt, 
so geht (73) fiber in 

PIM = ^ 

PM ? 

wobei e eine Konstante sein muB. Wir erhalten also fiir q die Gleichung 

(sini??)'+ {n{n + t) sini? — = 0 

und miissen den Parameter Q in ihr so bestimmen, daB eine fiir = 0 
und 0 = }t regulare LSsung existiert. Durch die Substitution z = cos# 
geht diese Gleichung, wenn wir von nun an die Differentiation nach z 
mit einem Strich bezeichnen, sofort uber in 

(d - z^)qy+(nin + 1) - 7:^)? = 0 

mit der Randbedingung der Regularitdt fiir +1 und z = — 1; dieses 
Problem ist uns aus Kap . V, § 1 0, 2, S . 282 in etwas anderer Gestalt bekannt . 
Wir kennen namlich die LQsungen Q=h^ und q=P„,h{^)> wobei P„,a( 2) 

die Legendreschen Funktionen A*®" Ordnung P„,A = y'' — ■2®* Pn (2) 

sind; h kann hier die Werte 0, 1, 2 , . . « annehmen. Da p sich aus 
p''{(p) +h’^p{9)=0 als anCosh(p-\-b}^smh<p bestimmt, so ergibt sich 
aus Y ^ pq nunmehr sofort als LSsung von (73) 

Y{0, (p) = {ail cosh cp + bf^s\xlh(p)Pn,^^{cosO ) , 
so daB wir in der Funktion 

W 

(74) = ?^»-P„(cos#) +_2(a„,jcosA9P + &„,AsinA(p)P„,A(cos#) 
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eine von 2h + 1 willkurlichen linearen Parametern abhangige Kngel- 
funktion w*" Dimension vor uns liaben, die wir bald als die all- 
gemeinste mdgliclie erkennen werden. Die Fimktionen cosh(pP^^f,{cos§), 
smhq>P^^fi{cosff) sind allc voneinander linear unabhangig, weil sie 
paarweise orthogonal zueinander sind. Wir wollen sie die symmeirischen 
Kugelftmktionen Ordnung nennen. 

2. Vollstandigkeit des gewonnenen Funktionensystems. DaB 
wir in den 2n + i Fimktionen cosh(pP^^f,{cos§), smh(pP^^j,{coS'&) 
ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem auf der Kugelober- 
flache gewonnen haben, folgt unmittelbar aus einigen unserer friiher 
bewiesenen Satze. Denn einmal bilden die Funktionen sin /it 9?, cos A 9? 
ein vollstandiges Funktionensystem in 9?, andererseits sind die Funk- 
tionen Pn^f^{z) fur jedes h ein vollstandiges Funktionensystem in z, 
weil das System aller Eigenfunktionen eines Eigenwertproblems immer 
voIlstMdig ist (vgl. Kap. VI, § 3, 1). Nun brauchen wir uns nur des 
Satzes aus Kap. II, § 1,6 zu erinnern, wclcher eine allgemeine Vor- 
schrift zur Bildung vollstandiger Funktionensysteme in zwei Variablen 
aus solchen in nur je einer Variablen enthalt, um die Vollstandigkeit 
unserer Funktionen zu erkennen. 

Eine unmittelbare Folge dieses Ergebnisses ist, da6 die Differential- 
gleichung ( 73 ) keine anderen Eigenfunktionen als die angegebenen und 
also auch keine anderen Eigenwerte als die Werte n(n + 1) besitzen 
kann, womit alle oben aufgeworfenen Fragen ihre Antwort gef unden 
haben. Es ist bemerkenswert, daB auf diese Art fur die algebraische 
Tatsache, dafi es genau 2n + 1 linear unabhangige Funktionen 
gibt, ein transzendenter Beweis geliefert ist. 

Naturlich lEfit sich die genannte algebraische Tatsache auch leicht 
direkt algebraisch beweisen. Betrachten wir irgendeine homogene 
ganze rationale Funktion Grades u = 2 ^ (r + s + = w) 

von X, y, z, so ist Jeder Koeffizient bis auf einen Zahlenfaktor als ein 

Differcntialquotient in der Form d^ujdx^ dy dzf darstellbar. Das Be- 
stehen der Differentialgleichung — — erlaubt uns nun, aus 
jedemDifferentialquotienten d^ujdx^ dy^ dz^, in welchem nach der Vari- 
ablen X mehr als einmal differenziert ist, die hdheren als ersten Diffe- 

rentiationen nach x zu vertreiben; z. B. 1st • 

Also sind alle Koeffizienten von u bei der Bedingung /I w = 0 lineare 
Kombinationen der 2n + i Koeffizienten 

^1 , 0 , » - 1 , • . . , , w - 1 , 0 . die ihrerseits willkiirlich gewahlt werden 

durfen* 

3 . Der Entwicklungssatz, Unsere fruheren Satze (vgl. z. B. Kap.V, 
§ 14, 5) lehren uns nunmehr, da wir in den Funktionen (74) alle Eigen- 
funktionen unseres Problems besitzen, daB jcde auf der Kugel mit ihren 
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige Funktion g (i^, 99) sich in 
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eine absolut und gleichmaCig konvergente Roihe nach den Kugelfunk- 
tionen entwickeln laCt; 




-z 

n.»*0 


an, 0 'P»(cos#) +^’(«n,ACOS^9? + sin/j^) P„,a(cosi5) 
A-l 


wobei die Koeffizienten a„^Q, sich mit Riicksicht auf die For- 

meln Kap.V, § iO, 2, S. 282 aus den Relationen 


(75) 


«n,0 = j J g{>% <p) Pnicos-O) sin# dq> , 

-TtO 

3t :t 

-w 0 

JC JC 

Va = (E'irf! / / ^ -Pn-A (<^0®^) sin sin# i# 

~;r 6 


bestimmen. Die Ausdehnung dieses Resultates aiif allgemeinere Funk- 
tionen g[^, f) braucht uns hier nicht zu beschaftigen. 

4. Das Poissonsche Integral. Gemafi unseren friiheren AnsiLtzen 
konnen wir jetzt die Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
fur eine Kugel vom Radius 1 mit den Randwerten g {&, <p) in der folgenden 
Form explizit hinschreiben : 


00 

U 


n«0 


n 

(2„,oP« (cos#) +_2(a„,ACosAg3 + &„,Asin/s<p)P„,A(cos#) 

h«»i 


Wegen der Gleichmafiigkeit der Konvergenz fiir r r o < 1 kdnnen wir 
unter Einfiihrung der Integraldarstellungen (75) Summation und Inte- 
gration vertauschen. Sodann laBt sich die Summation in geschlossener 
Form ausfiihren; man nimmt hierzu am bequemsten vorerst i9 » 0, 
9 ? = 0 an und beachtet zum SchluB, daB wegen der Willkurlichkeit der 
Wahl des Nordpols auf der Kugel das Resultat fiir einen beliebigen 
Kugelpunkt <p gelten muB. 

Wegen P^{i) = 1, Pn,;»(l) — 0 (A==: 1, 2, . . erhalten wir 


4nu(r, 0, 0) 





-« 0 


\)r^Pn (cos •&) [ g ('??', f) sm{}'d}J'd(p, 


und hier laBt sich die Summe in geschlossener Form ausfiihren, wenn 

00 

man die aus der Dcfinitionsgleichung Zlh”Pn{d} = — 2hz + A*)'* 

n—0 

vermoge der Rekursionsformel (49) sofort ableitbare Relation 


OO 

^(2« + 1)A»P„(^) = 

ne!*0 


{i — 2kz 4^ 
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benutzt. Indcm wir nach Ausfuhrung der Summation wieder den Pol der 
Kugel verlegt denken, schreiben wir gleich allgemein das Resultat in der 
Form 


(76) 


4 9 -) -(!-»'»)//' isin^dd'dp'- 


Dieses sogenannte Poissonsche Integral driickt die Potential- 
funktion iin Innereii •durch ihre Randwerte aus; es enthalt keinerlei 
explizite Bezugnahme aiif die Kugelfunktionen mehr. Im zweiten Band 
werden wir auf dieses Integral und seine Bedeutung im Rahmen der 
Potent ialtheorie ausftihrlich zuriickkommen. 

5. Die Maxwell-Sylvestersche Darstellung der Kugelfunktionen. 
Eine ganz andere, an die physikalische Bedeutung des Potentials an- 
kniipfende Darstellung der Kugelfunktionen hat Maxwell gegeben^. 
In diesem Abschnitt woUen wir die Kugelfunktionen im AnschluB an 
den Maxwellschen Grandgedanken und an eine erganzende Bemerkung 
von Sylvester untersuchen und so zu einer neuen Entwicklung ihrer 
Theorie gelangen. 

Wir gehen von dem Grundpotential i/r = + y'^ + das 

einer im Nullpunkt konzentrierten Masse von der GrdBe Eins ent- 
spricht, undbeachten, daB jederDifferentialquotient t; == d^ujdx^ dy^ds^ 
(n (X + /? + y) einer Potentialfunktion u wieder der Potentialgleichung 
Jt; = 0 geniigt. Denn durch Differentiation erhalt man aus Au = 0 


0 == 




usw. Daher ist auch, unter a, 6, c Konstante verstanden, die Funktion 
6-1 d- d-- 

+ ^ el 

eine Potentialfunktion. Wir schreiben sie unter Verwendung der sym- 
bolischen Linearform 

auch in der Gestalt L- oder auch in der folgcnden; 


wobei a ~ ^a^~+ 6® + c® ist und 5/dv die Differentiation nach der- 
jenigen Richtung v bcdeutet, deren Richtungskosinus zu a, b, c pro- 

* A Treatise on Electricity and Magnetism, Bd. 1, 2. Aufl., 5.179—214. 
Oxford l88l. 
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portional sind^. Dieses Potential entspriclit, physikalisch gesprochen, 
einem Dipol vom Moment cc tind der Richtung v . Allgemeiner erhalten 


wir in 
(77) 


dv^dv^...dv^ 



ein Potential, welches einem ,,MuUipoV' mit den Achsen 
entspricht. Dabei bedeuten die jL» Linearformen in den Operatoren 
djdx, didy, d/dz, und ihre Koeffizienten a,, b^, definicren die Achsen- 
richtungen v^. Man erkennt sofort, dafi das Potential u die Gestalt hat 

(78) 

wobei eine ganze rationale homogene Funktion Grades in x, y, z 
ist. Die Funktion t/„ geniigt selbst der Potentialgleichung J = 0 , wie 
man aus folgendem allgemcinen Satz erkennt : Zugleich mit u {x, y, z) 

ist stets auch Ldsung der Potentialgleichung^, 

Die so gewonnenen Funktionen {x, y, z) sind daher ftir r = 1 nach 
unseren friiheren Definitionen (Kap. V, §9> S. 273) Kugelfunktionen 
^tcr Ordnung. 

Da jede der n in (77) vorkommenden Achsenrichtungcn clurch 
zwei Parameter festgelegt wird und auflerdem in dem Potential u noch 
ein beliebiger konstanter Faktor vorkommt, so haben wir im ganzen 
2 w + 1 willkiirliche Konstanten. Wir kdnnen daher vermuten, daO in 
der obigen Form (77) tatsachlich samtiiche Kugelfunktionen Ordnung 
darstellbar sein werden. Den strengen Nachweis dieser Tatsache wollen 
wir erbringen, indem wir zunachst die 2 ^ + 1 linear unabhangigen 
symmetrischen Kugelfunktionen (cosi3) sin , P^^ji (coS'^) cos A 99 
durch Potentiale von Multipolen darstellen. Daraus folgt dann un- 
mittelbar, daB jede Kugelfunktion Ordnung durch eine Summe von 
Multipolpotentialen geliefert wird. Endlich werden wir nachweisen, daB 
jede Summe von mehreren solchen gleich dem Potential eines einzigen 
Multipols 1 st, den wir durch eine einfache geometrische Konstruktion 
gewinnen konnen. 

Die 2^ + 1 symmetrischen Kugelfunktionen aus Nr. i erhalten 
wir leicht, indem wir symmetrische Multipole betrachten. Es seien 
n Achsen mit den Richtungen Vi,V 2 i * ^ in der x, y-Ebene derart 
symmetrisch angeordnet, daB je zwei aufeinanderfolgende den Winkel 
2nln miteinander bilden. Setzen wir 



^ Will man far die a, b, c auch komplexe Werte zulassen, so muB man natar- 
lich bei den Wertetnpeln, fur die 0 ist, die ndtige Vorsicht anwenden. 

2 Der. Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der auf Polarkoordi- 
naten transformierten Gestalt der Potentialgleichung. (Vgl. Kap, IV, § 8, 2, S. 195,) 
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tind beach! eii, daB die linke Seite gegeniiber Drehungen der Kugel 
um die 2 -Achse diirch den Winkel liijn invariant ist, so erkennen wir 
unmittelbar, daB die sicher nicht identisch verscliwindende^ Kugel- 
funktion Ordnung 

nnr^'^^^Unr^^^Yn{t%<p) 

als Funktion von (p die Periodc 27 tln besitzt. Da jede Kugelfunktion 
Ordnung nach Nr. 3 die Darstellung 

n 

V (a„ j cosh(p + b„ k smk<p) P„ . (cos#) 

0 

gestattet, so ergibt sich hieraus, daB {&, q!) die Form 
Yn{&. <P) - K,nCOsn93 + 6 „,^sinw 9 ?]JR„,„(cos#) 

= a cosn (9 — (Pq) (cos^) 

habln muB. Ein additives died kann wegen Pn,o(^) ~ ^ 

und Pw,n(i) ’"=0 nicht auftreten, da auf der .sr-Achse und daher 
(^» fdr ^ 0 verschwindet. Indem wir ferner die Willkiir bei 
der Walil einer der Achsen Vi bedenken, erkennen wir, daB tatsachlich 
jede der Kugelfiinktionen von der Form (80) in der Gestalt ( 79 ) (mit 
f « 1) darstellbar ist. Auf die Bestimmung der Proportionalitatsfak- 
toren a k5nnen wir hier verzichten. 

Um nun auch fiir die ubrigen Kugelfunktionen Ordnung eine 
Darstellung durch Multipole zu gewinnen, merken wir an, daB sich 
das Potential wegen (80) in der Form 

mit f{x, y) = (x,C 0 Bn{(p— <p^, /(O, 0) = 0 zcrlegen laBt. Hierin ersetzen 
wir M durch h und differenzieren dann {% — h) mal nach z. Die ent- 
stehende Potentialfunktion hat wieder die Gestalt 

««,A= /(«.y) 

und hieraus schlieBen wir, daB die Kugelfunktion Ordnung 

die Form acosA((;p — cp^ co(#) haben muB. Daher muB sie nach Nr. 1 
notwendig die Gestalt 

(8i ) konst, cos A {(p — (cos i‘>) 

besitzen. DaB man umgekehrt jede Funktion dieser Schar durch unseren 
ProzeB erhtit, folgt wieder unmittelbar aus der Willkur bei der Wahl 
der einen Achse. 

1 DaS kein Mullipolpotential identisch verschwinden kann, wird auf S. 449 
bewiesen werden. 
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Da sich nach Nr. 2 jede Kugelfunktion Ordnung als eine Summe 
aus 2« + 1 Kugelfunktionen der Gestalt (81) darstdlen laBt, foigt 
unmittelbar, daC wir jede Kugelfunktion Ordnung erhalten, indem 
wir Summen von Multipolpotentialen 

(^2) w = ^ 

t+ib+^s=n 

bilden. DaB timgekehrt jede solche Stimme eine Kugelfunktion 
Ordnung liefert, ist nach S. 441 selbstverstandlich. Es wird sogar, wenn 
wir die Koeffizienten a,jci alle moglichen Werte diirchlaufen lassen, 
jede einzelne Kugelfunktion unendlich oft dargestellt, wie wir sogleich 
naher ausfiihren wollen. 

Zunachst beweisen wir noch, daB jede Summe der obigen Gestalt 
das Potential eines einzigen Multipols mit geeigneten Achsen ist. Wir 
bedienen uns dabei einer symbolischen Schreibweise, indem wir das 
homogene Polynom Grades 

1 • 

betrachten und dann unser Potential in der Form H ^ schreiben, wobei 

die Unbestimmten f in H dutch die Diffcrentiationssymbole 

d/6x, ojdy, djdz zu ersetzen sind. Oa bei dieser Bedeutung von r/, C 

Funktion 4. ^^2 ^ identisch Null ist, so ist gewiB ^ , 

sobald die Differenz H — als Polynom der Unbestimmten y, t 
in der Form <2 • darstellbar ist, wobei Q ein homogenes 

Polynom [n — 2)^®“ Grades in 7 ], C bedeutet. 

Jetzt stiitzen wir uns auf einen einfachen von Sylvester^ be- 
nutzten algebraischen Satz: Zu jedem homogenen Polynom Grades 

0 ^ Linearformen Li, und ein Polynom 

— Grades t;, f) der art bestimmen, dafi eine Beziehung der 
Gestalt 

H ^ C ^ L^L^. . . Ln + Q • + 7f + C^) 

besteht. Falls B reell ist, so sind die Linearformen L^, . . durch 
die Forderung der Realitdt ihrer Koeffizienten bis auf konstante Faktoren 
eindeufig bestimmt. Den Beweis dieses Satzes und die gleichzeitige geo- 
metrische Kennzeichnung der Formen Li verschieben wir, um den 
Gedankengang nicht zu unterbrechen, an den Schlufl des Abschnittes. 
Aus dem Sylvesterschen Satze foigt unsere Behauptung beziiglich der 
Darstellung des Potentials (82) durch einen einzigen Multipol ohne 


^ Vgl Sylvester, J. J : Note on spherical harmonics. Phil. Mag. Bd, 2, 
S 291*~307 u. 400 1876. Papers Bd. 3, S. 37 — 51. Cambridge 1909- 
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weiteres. Denn verstehen wir unter Vi die auf der Ebene = 0 senk- 
rechte Achsenrichtung, so erhalten wir 

r avi dv2 . . . 

womit die gewiinschte Darstellung geleistet ist. 

Damit haben wir die wesentlichen Tatsachen unserer Theorie ge- 
wonnen. Wir kdnnen tinseren Uberlegungen eine etwas andere Wendung 
geben, die eine Berufung axif die Ergebnisse der Nr, i, 2 vermeidet 
■and den rein algebraischen Charakter unserer Satze scharfer betont, 
dafiir allerdings den Zusammenhang mit den expliziten Darstellungen 
locker t, Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, da6 

zwei Funktionen und Hr- dann und nur dann miteinander 

identisch sind, wenn die Differenz rj, 0 ^ H (f, rj, f) — Hi (I, 0 

durch + 1 ;® + C® teilbar ist, Der erste Teil del* Behauptung ist, wie 
schon hervorgehoben wurde, selbstverstindlich. Um den zweiten Teil zu 

beweisen, rniissen wir zeigen, daB aus einer Relation = 0 die Teil- 

barkeit des homogenen Polynoms H*(^, tj, C) durch folgth 

Nun ist nach dem Sylvesterschen Satze 

( 83 ) == CLfLt + + + 

wo Lf ^ Lf L* Linearformen bedeuten, die im Falle eines reellen H*** 
reell angenommen werden kdnnen. Falls eine der Linearformen if 
identisch verschwindet, ist unsere Behauptung selbstverstindlich. 
Wenn aber keine der Linearformen identisch verschwindet, so wird 

d-— 

= C— 

dv^ dv^ . . . ' 

und das Multipolpotential auf der rechten Seite kann wegen der Singu- 
laritSLt im NuUpunkte nur dann im ganzen Raume verschwinden, wenn 
C = 0 ist ; denn andernfalls wire bei passendem m mit 0 ^ w < « 

!L — = 4= 0, y - — -- = 0, und daher muBte auf jeder Par- 

dv^.., dv^ 

allelen zur Achse Vm+i konstante Werte haben, was der Singularitat im 
NuUpunkt widerspricht. Somit haben wir 

ri, 0 == Q* (f, r,, C) • (f* + V^ + . 

wie wir behaupteten. 


Vgl. die auf S. 4Sf, FuBnote 2 zitierte Arbeit von A. Ostrowski. 
Cauriot-Hnbert, Mathematische Phyaik 1. 2 Aufl. 29 
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Nun k5nnen wir, wie leicht ersichtlich, jede homogene Fimktion 
Grades H (f , tj, f) auf eine und nur eine Weise in die Gestalt setzen : 

(84) rj, 0 = ?) + 0 + (1^ + + C^) ^ 0 • 

Hierbei bedeutet eine homogene Funktion Grades in C allein, 
eine homogene Funktion {n — 1)^®^ Grades und Q eine homogene 
Funktion {n — 2)*®*" Grades, Die Differenz zweier Funktionen Gra- 
des H{t f}, 0 7), C) ist dann und nur dann durch + 

teilbar, wenn fiir die zugehorigen Funktionen , Gj^ ^ i identisch 

Gji ~ Gfi , Gj^ X ~ Gff „ 1 

gilt, Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz haben wir daher mit Ruck- 
sicht auf die 2^^ + 1 in den Funktionen G^ und verfugbaren 

Koeffizienten in der Gestalt H ~ wirklich genau 2n+ \ linear unab- 

hangige Potentiale. Somit erhalten wir tatsdchlich jede Kugelfunktion 
Grades durch eine Summe von Potentialen von Multipolen, Um 
allerdings uber diese reine Existenzbetrachtung hinaus die Darstellung 
der Kugelfunktionen in dieser Gestalt wirklich zu gewinnen, wild man 
in irgendeiner Form auf Gberlegungen analog zu den oben durch- 
gefuhrten zuriickgreifen mussen. 

Zum Schlusse bleibt der Beweis des Sylvesterschen Satzes nach- 
zutragen. Wir fiihren ihn durch eine einfache Betrachtung aus dem 
Gedankenkreise der algebraischen Geometrie. Der Kegel Grades 
0 = 0 im I, rjt f-Raum schneidet nach dem B^zoutschen 
Theorem den absoluten Kegel + = 0 in genau 2n Kanten, 

wobei die mehrfachen Schnitte gegebenenfalis richtig zu bewerten sind. 
Wir verbinden diese 2n Kanten durch n Ebenen mit den Gleichungen 
C) = + hn + Cff — 0 (i = 1 , 2, . . n) 

derart, daB jede Ebene zwei der Kanten enthilt und daB jede Kante 
dabei einmal berlicksichtigt wird, Mehrfache Kanten kommen dabei 
entsprechend ihrer Vielfachheit vor^. Wir betrachten nun das zwei 
Parameter k und enthaltende Biischel von Kegeln Ordnung 
IH + fJiL^ = 0 . 

1 Um dea Sina dieser Vorschrift z\x prazisieren, ohae auf die schwierigen 
allgemeinea algebraischen Eliminatioastheorien Bezug zu nehmen, verfahren wir 
wie folgt. Wir uniformisierea das GebUde -f* -f 0, iadem wir etwa 


n 




1 -i* 
1 


2t 




setzen. Eine homogene Funktion Grades H (f , fi, C) geht daan vermbge (’♦‘) in eine 

rationale Funktion Grades H*{t) fiber, deren NuUstellen die gemeinsamen 

Kanten der Kegel E {?, rj, f) « otind f 0 festlegen, Wir wollen sagen, eine 

gemeinsame Kante dieser Kegel zahle ^-fach, wenn fiir sie E* {f} als Funktion von t 
sine genau ^-fache Nullstelle hat. Die Linearformen sind nun so 

zu wahlen, daB jede ^-fache Schnittkante des Kegels H =-. 0 mit dem absoluten 
Kegel auch ^-fache Schnittkante des Ebenenaggregates Xj * • • “ 0 ist. DaB 

sich diese Vorschrift in jedem Falle realisierea lS.Bt» ist leicht einzusehen, 
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Jeder Kegel dieses Biischels schneidet den absoluten Kegel in den 
2n angegebenen festen Kanten. Nunmehr greifen wir eine beliebige 
imter den von den angegebenen verschiedenen Kanten des absoluten 
Kegels heraus und bestimmen das Parameterverhaltnis ^ so, da6 
der Kegel Grades L^L^. . . auch noch durch diese 

Kante hindurchgeht, was sicherlich mdglich ist und fiir A: /a einen 
von Null und Unendlich verschiedenen Wert liefert. Dieser neuc 
Kegel Grades hat dann mit einem Kegel zweiten Grades mehr 
als 2n Sclmittkanten gemeinsani, was nur moglich ist, wenn er den 
Kegel zweiten Grades vollstandig enthalt. Dies aber ist dann und nur 
dann der Fall, wenn die iinkc Seite der Gleichung den Ausdruck 
^2 .j. ijt ^ als Faktor enthalt\ wenn also 

ist, Damit ist der Sylvestersche Satz bewiesen^. Zugleich ist eine 
rinfache geometrische Deutung fiir die Achsen des zu einer Kugel- 
fimktion gehdrigen Miiltipols gegeben. 

Hinsichtlich der Realitatsverhaltnisse mu6 man beachten, daB bei 
leellem H zwar alle Schnittkanten imaginar sein miissen, daB sie aber 
paarweise konjugiert komplex sind, so daB es genau eine Mdglichkeit 
gibt, sie auf n reellen Ebenen unterzubringen. 

§ 6, Asymptotische Entwicklungen. 

Fur vide Zwecke ist es wichtig, asymptotische Ausdriicke unserer 
Funktionen bei groBen Werten der in ihnen auftretenden Argumente 
Oder Parameter zu kennen. Schon im vurigen Kapitel haben wir das 
asymptotische Verhalten der Sturm-Liouvilleschen und der Besselschen 
Funktionen unter Beschrinkung auf das reelle Gebiet der auftretenden 
Variablen betrachtet. Wir wollen in diesem Paragraphen Methoden zur 
Auffindung asymptotischer Darstellungen kennenlernen, die wesentlich 
auf der Benutzung komplexer Variablen und komplexer Integrale beruhen, 

^ Der erste Teil der Behauptung ist selbstverstandlich ; der zweite laBt sich 
am einfacbsten beweisen, indem man die vorgelegte Form gemaB (84) in die Gestalt 

n + f G, c] + {e + v^ + f*) (?(?, n. f) 

setzt. Ist jetzt C irgendein Wertepaar, fiir das F F 0 ausMlt, so gelten 
gleichzeitig die beiden Gleichungen 

0 = c) + + ?“) G,_1 (ti, f) 

0 = G» {ri, f) - G„_ . {,, ?) , 

aus denen man sofort scblieBt 

Gnin* t) “ f) * 0. 

and ^ verschwinden also far alle Wertepaare r], C mit F somit 

offenbar identisch in tj und f* 

® Dieser algebraische Satz ist von Sylvester a* a. O. ohne Beweis benutzt worden . 
Von A, OSTROWSKI wurde auf die Notwendigkeit hingewiesen, far ihn einen Beweis 
nacbzuholen. Vgl. Ostrowski, A. : Mathematische Miszellen I. Die Maxwellschc 
Erzeugung der Kugelfunktionen. Jahresber. deutscb. Math. Ver. Bd. 33- 1924. 

29 *“ 
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1. Die Stirlingsche Formel. Wir betrachten als erstes Beispiei von 
asymptotischen Entwicklungen die Stirlingsche Fomel, bei deren Her- 
leitung das im folgenden mehrfach zu verwendende Beweisprinzip 
bereits hervortritt, ohne dafl allerdings komplexe Integrationen benutzt 
werden. Es ist fiir 5 > 0 

00 

/’(s + 1) == 

0 

00 

- == dr {t St) 

0 

ro 

_ 5»-*.lg-s^g-,(r-l-l0gr) 

6 

00 

_ s»+ig-«ye-</W (/(t) = T — 1 — logr) . 

0 

Hier hat der Integrand' den Wert 1 fiir r .= 1 ; liberall sonst strebt er.mit 
wachsendem s gegen Null. 'Wir kbnnen daher erwarten, daB fur unser 
Integral im wesentlichen nur die unmittelbare Umgebung von x — \ 
Beitrage liefert, sobald s hinreichend groB ist. Demgem|B ersetzen wir 
das Integral durch das von 1 — e bis 1 + e (0 < e < |) erstreckte 
und schatzen zunachst die durch Vernachlassigung der Integrale von 
0 bis t — s und von 1 + c bis oo begangenen Fehler ab. Ks ist fur 

^ g T 3 1 


\ — logT = j Q - 1 j du '3^(1 


u)dii - . (t 




D- 


und fiir 1 ^ t ^ 4 
T — 1 — logr 


^f(' 


1 

u/ 




du i / (« - 1) i (t - 1)* . 

1 i 

In den Integralen ^ 

0 l + tf 

ersetzen wir den Integranden durch seinen grdfiten Wert, der an den 
Stellen 1 =F « angenommen wird, und diesen wieder durch die obere 


Schranke e ® . 


So erhalten wir 

l-c 4 


H 


If 

^ 4e « 


Fiir T 4 gilt aber x i — logr 


i+i> 

- . 3^ 


, — logT> , ; daher ist fur s > 4 

4 4 



§ h, Asyinptotischc Kntwicklungen. 


453 


Wahleii wir jetzt r ^ so iht demnach 

l + r 

" '/’(s+1) 4- 

1 ‘ f 

Um nun noch das auf der rechten Seite stehende Integral angenahert 
zu berechnen, stlitzen wir uns auf die Beziehung 

fir) -- + 

WO ?/?(r) eine im Intervalle 3 regulare Funktion ist, deren 

Betrag dort eine endliche Schranke M nicht iiberschreitet. Aus dieser 
Beziehung folgern wir fiir i — e<r^i + e 

nnd weiter 

z 4. 0(6'-i)) . 

Hieraus ergibt sich 

V ^ 

j (1 -b 0(vS“^)) I e ^ du 

tl, 

"■‘I' 2 

- (1 + O(s-i)) j/ffe-o'dv 

+0(.-i))(i+o(/-^')) 

= )/“ (1 + O(s-i )) . 

d. h. 

(85) ris 4- 1) = s*+ie“*l/2^ (1 + O(s-i)) . 

dso 

(86) r(s 4- 1) <>3 y2nss’e-'‘ . 

2. Asymptotische Berechnung der Hankelschen und Bessel- 
schen Funktionen fur groBe Argumente. In ahnlicher Weise 
kttnnen wir die Hankelsche Funktion ffi(2) innerhalb eines Winkels 
-f_ 5 < arg / < ^ — d fur groBe |z| asymptotisch berechnen, indem 
wir von dem Integral 

^i(2) = 

ausgehen (vgl. § 2, 5), bei dem der Integrationsweg der von Abb. 12 rechts 
ist, wobei — ~ <argz<“ sein muB und log(T®— 1) fiir t> 1 reell an- 

t Hier hat die Bezeichnung 0(g'(i)) dieselhe Bedeutung wie in Kap. V, § 11. 
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genommen wird. Ohnc dm Wert deb lutegralb zu andern, konnen wir 
die Schnitte in der r-Ebene nnd den um den einen von ihnen heruni- 

gelegten Integrationsweg in die Richtung drehen. Fuhren 

wir dann die Substitution 


aus, so ist die ^^-Ebene durch zwei von 0 bzw. von 2iz an wagerecht 
nach rechts laufende Schnitte aufgeschlitzt, und der neiie Integrations- 
weg umgibt den langs der positiven reellen Achse laufenden Schnitt, 
indem er in der oberen Halbebene von rechts nach links, in der unteren 
von links nach rechts lauft. Verstehen wir unter denjenigen in 
der aufgeschnittenen Ebene eindeutigen Zweig, der auf dem unteren 

Ufer der positiven reellen Achse positiv ist, und unter ( 1 + den 

Zweig, der fiir u = 0 den Wert 1 annimmt, so wird 



Ist nun (A — i) > —1, so konnen wir die Schleife um = 0 zu- 
sammenziehen und also das Schleifenintegral ersetzen durch das langs 
dem unteren Ufer der positiv reellen Achse von 0 nach oo erstreckte 
Integral, vermindert um das langs dem oberen Ufer von oo nach 0 
erstreckte. Das letztere ist aber das des ersterem 

Daher konnen wir nach leichten Umformungen mit Benutzung der 
Erganzungsformel der Gammafunktion schreiben 


(87) = 




2 \i e 
7^7) 'r(i + i) 




Den letzten Faktor driicken wir durch die Taylorsche Formal mit dem 
Cauchyschen Restglied aus; 


VstaO 




dt 


und bemerken, daB wir fiir den Rest dabei eine brauchbare Abschatzung 
erhalten. 

Fiir positive u ist namlich 


I ^ I 


> sin d , 


, /. , tui\ 

i?). 


< Jr, 
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wo von z und t unabhangig ist. Indem wir (88) in (87) einsetzen und 
gliedweise integrieren, erhaJten wir 


(89) ^fl(z) 
und es ist 




2 \i ^ ^ 

) f{X + I) 


2’(';V('+’'+i)(i)’+«-- 


R,^0{\z\-r>). 

Auf dieselbe Weise, namlich durch die Substitution t + t ^iu/z , er- 
halten wir , 

/2\4<5’T' 2'~4i , . 1\/ t ^ 




(90) »!(*)=(.") ‘-wh-- 2'f“*)4+’'+'5 


5, = 0(l«l-'). 

Daraus ergibt sich 

Ji{z) = i{mxz) + m{z)) 

(90 1 I 2 \j ^/A-4\ n^+»' +i) ^ 1)2 cos^. 

'°/'(z+i)[>tz/ ^[ » J {2zy I, 


4“ » 


^ f X:nc Jt' 

2 COSU— 7 

I 2 4, 


(2^)^ I . / Ijt :ii 

[(-1) 2 sm 


, +0(|^|---i), 


wobei von den beiden Ausdriicken zwischen den geschweiften Klammern 
der obere sich auf gerades, der untere auf ungerades v bezieht. 

Das erste Glied der Entwicklung liefert 


/U0=)/~COS{2 


Xjt 


womit die Grenzwerte aus Kap. V, § H, 2, festgelegt sind, als 

l/2 x — " 

~ K « ’ 2 4 ' 


8. Sattelpunktmethode. In sehr vielen Fallen kann eine allgemeinere, 
als Sattelpunktmethode bezeichnete .Methode zur asymptotischen Aus- 
wertung von Integralen verwendet werden. Liegt ein Integral 

j'e^nt)dr 

c 


Tiber einen Integrationsweg C vor, auf dem der Realteil von / (t) nach den 
Enden zu beiderseits gegen — oo strebt, so werden bei grofien positiven 
Werten von z die weit entfemten Bestandteile des Integrationsweges, 
d.h. die Teile mit groBem negativen Realteil 91/(0, einen um so ge- 
ringeren Beitrag liefern, je grdBer z ist. Wir versuchen nun, durch 
Deformation des Integrationsweges in der komplexen Zahlenebene zu 
erreichen, daB der fiir den Wert des Integrates bei groBem z entschei- 
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dende Teil des Weges sich moglichst eng auf einen Punkt zusammen- 
zieht. Wir werden also einen Integrationsweg zu wahlen haben, fiir den 
3i/(T) von einem Hochstwert beiderseits moglichst rasch abfallt. Setzen 
wir T ~ M + ii; und denken uns den Realteil 'Si fir) als Flache uber der 
M, v-Ebene aufgetragen — die Flache ist iiberall negativ gekriimmt 
so erreicht man dieses Ziel, wenn es gelingt, den Weg ubcr einen Sat tel- 
punkt Oder Pafi so zu fiihren, daU er nach beiden Seiten des Sattel- 
punktes moglichst steil zu groBen negativen Wertcn von 3 }/(t) abfallt. 
Bei groBen positiven Werten von z wind sodann nur noch die nnmittel- 
bare Umgebung des Sattelpunktes eine Rolle spielcn. 

Die Kurven schnellsten Falles sind durch die orthogonalcn Trujck- 
torien der Niveaukurven g}/(r) = konst., also durch die Kurven 
!5/(t) = konst, gegeben. In einem Sattelpunkt verschwinden die langs 
der Kurve 3 /(t) = konst, genommenen Ableitungen der Funktionen 
91 / (t) und S/(t) und daher auch die Ableitung /'(t) der Funktion /(r) 
selbst. Wir werden die Sattelpunkte also unter den Wurzeln der Gloichung 

/'(t) = 0 

zu suchen haben. 

Die Ableitung der Stirlingschen Formel ordnet sich diesem Ver- 
fahren unter, indem dort die reelle Achse gerade der richtige Weg war, 
der von dem Sattelpunkt t = 1 mSglichst steil abfallt. 

4. Anwendung der Sattelpunktmethode zur Berechnung der 
Hankelschen und Besselschen Funktionen bei grofiem Parameter 
und groBem Argument. Wir woUen nach diesem Verfahren in alter 
Kiirze die Funktion [vgl. Formel (3) S. 407] 

Hi{aX) — — 

bei reeUem a und groBem positiven X asymptotisch auswerten und zer- 
legen den Faktor von X im Exponenten in Real- und Imaginarteil : 

— tasinr -f it = f(z) = acosui&inv — ■ v -f i(u — asinwEofv) . 

Die Sattelpunkte sind die Wurzeln der Gleichung a cost == 1 ; durch sie 
haben wir die Kurven u — asinMgoJj) = konst, zu legen und zu sehen, 
ob sie sich zu geeigneten Integrationswegen zusammensetzen lassen. 

1. Ist a < i, etwa a = -g—- (a > 0), so haben wir Sattelpunkte 

in T = i oci und die Kurven u — asin^Eofu = 0 — asinOEofot = 0. 
Diese bestehen aus der imaginaren Achse « = 0 und je einem Zweig 
durch T = d: a*, der sich nach oben bzw. unten den Geraden u ~ 
annahert. Dies zeigt Abb. 21, in der die Richtung wachsenden Realteils 
von /(t) durch Pfeile angegeben ist. Die aus den Kurven ^(/) == 0 
zusammengesetzte ausgezogene Kurve liefert, von unten nach oben 
durchlaufen, offenbar ffl; denn sie IdBt sich in deformieren bis auf 
einen Teil, der bdiebig weit oben beginnt und innerhalb eines Streifens 
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-X 


HX 


— liegt und daher einen beliebig kleinen Beitrag zum 

Integral liefert. Der Reaiteil von -~ta:sinT+n hat seinen H5chstwert 
a — %%a bei — «i. Wir ersetzen wieder (vgl. S. 452) den Weg Xj 
durch das geradlinige Stuck U von — bis + 

Zerlegcn wir den ubrigen Integrations- 
weg in zwei beiderseits anschlieBende endliche und 
zwei ins UnencUiche fiihrende Teile, so zeigt eine 
Abschatzimg, die der in Nr. 1 vorgenommenen 
diirchaus entspricht, daB 

-ioo 

ist, worin Cj ebenso wie im folgenden usw. 
eine positive, von X (also auch von e) unabhangige 
Konstante bezeichnet. Auf den beiden endlichen 
Strecken ist namlich der Betrag des Integranden 
hdchstens gleich den Werten, die er in den Punkten 
(— oc ± «) i hat, und fiir diese Werte gilt die ange- 
gebene Abschdtzung. Auf den unendlichen Stiicken findet man leicht 
<‘ine Schranke fur den Betrag des Integranden von der Gestalt 
worin s die Bogenli.nge des Integrationsweges und c und c' positive, von 
f und X unabhangige Konstanten sind. Daraus folgt fiir die Beitrdge 


/ 


/ 

/ 


■ai 


\ 

\ 


Abb. 21, 


dieser Teile zum gesamten Integral eine Abschatzung 0(5'"^'^). 
dem Wegstuck U selbst ist aber 


Auf 


also 




'J{r) - (a 


e^fM 


Zqoc + U"( 
n-CKi) 


-a,i)(x + xif) \ <CgS^ 
S:soc, 




f 


- e 




{r+<x^)■ 


(i + oa-i)), 


(r 


=S3 ~Sa«') / ^ 


'dx{i + oa-i)) 


a- €}i 


(-«“#) i 




i Je-'^‘du{i + O(X-i)) 




oo 


== Je-'^’duii + 0{e-<^^‘')) (1 + oa-i)) 

-cso 

= i |/_2|_ (1 + 0(A-5)) . 

Damit haben wir , „ . — 

(93) HliaX) = ~i \ + Oa-i)). 
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2. 1 st a > 1, etwa a = fo < « < so haben wir die Sattel- 
cos« \ 2/ 

punkte r = ±a und die Kurven 

M (« — tga) 

M — asinaSoft) = ±.{oc — asma), = asEw — ’ 

die m Abb. 22 wkdergegeben. sind. Der ausgezogene Weg liefert 
Ersetzen wir ihn in der Nahe des Sattelpunktes durch ein unter dem 
,,l Winkel — 7i/4gegen diereelleAchse 

{ jli I geneigtes geradliniges Stuck und 


L \ I 

"AT f I \ 2*1 I 

/• \ I / \ I I y-oc-^ee » I 

: \ I /' \ I IX i 

\ I 1| -XV 

\ I / I I 


Verbindungsstucke von beschrankter Lange, auf denen :3 /(t) keine 

groBeren Werte annimmt als in den Punkten r = — * (vgl. 
Abb. 23), und setzen wir wieder e = A’*, so erhalten wir genau wie vorher 


+ Oa-t)) 




.'T- ] Ll 






HI (al) ^ + O(i-t)) 


(94) 
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Lst a = 1, so verschwindet in dem Sattelpunkt t = 0 auch noch 
Die Knrve ^/(t) = u — = Q/(o) =0 hat daher drei 

Zweige dutch t = 0 (vgl. Abb, 24), von denen 
einer die imaginare Achse ist. Wit ersetzen 
wieder den geknimmten Teil des Weges (in 
Abb. 24 ausgezogen) dicht bei, 

T == 0 dutch ein urn 5 njS gegen 
die reelle Achse geneigtes gerad- 
^ n** liniges Stuck der Mnge f = 

und bekommen fiir alle t des Inte- 
grationsweges zwischen und 

S.tfc 
6 



te 


/w - 


Cl 




Abb. 2h 


Fernet ist 

5^i 

8 

fe^tMdr = , 



Abb. 25- 


^ 6 


5 rr t 


Air’ 


= je'6 dt{i + 0a-i)). 




$0 ® 


/ Xit* r r 3 o -/ \r 

e * dx = I — I = j/'X'® ® + »/ / 


- 5yct 


3^- 

bei der letzten Umformung ist im ersten Integral r = j/ y e * « , 

im zweiten r = — |/^ gesetzt. Die rechte Seite der letzten Gleichung 
wird gleich 


14( 




i) J e-^'du{i + , 

0 

wenn a® A iiber einer positiven Schranke bleibt. Nun ist abet 

oo <» 

j 6''‘^du = ij e~‘t~^dt = 


(j 0 

also haben wir schliefliich 

1 r-,/1 


S.Ti \ 3 / , 
, , 1/6 



460 Spezielle dutch Eigeawertprobleme defmierte Funktionen. 


Asymptotische Formeln fiir Ji{(ik) erhalt man in den Fallen ^ i 
aus den hier abgeleiteten fur H\ {al) und den ganz entsprechend zu 
findenden 


(96) 

(960 

( 96'0 


HliaX) = 
HliaX) = 
Hl{X) = 


i]f. 


jtX 

eT 4 


(a < 1) , 


3^" 


^ 0(1” I)) (a> 1), 

(1 + Oa-l)) (a-l) 


zXtgOi 



Jx(aX) = 


A (3:0 a “ 


«) (1 0 { X -'<)). 


Abb. 20. 


durch Kombination nach der Formel 
J>.{X) = HHilx) + H\(x )) . 

Nur im Falle a< 1 ergibt sich als Hauptghed Null. 
In diesem Falle kdnnen wir auch fiir Jx den in 
Abb. 26 ausgezogenen Integrationsweg wahlen und 
erhalten nach derselben Methode 
2 

\l2xX%<iC( 

5. Allgemeine Bemerkungen iiber die Sattel- 
punktmethode. Wir haben die Sattelpunktmethodc 
nur zur Ableitung von asymptotischen Formeln be- 
nutzt, welche die ersten Glieder von asymptotischen 
Reihen darstellen, die sich nach dem anfangs angedeuteten Prinzip er- 
geben. Beziiglich dieser Reihen sei auf die ausfiihrliche Darstellung bei 
Watson, G. N. : A treatise on the theory of Bessel Functions, Cam- 
bridge 1922, und die Originalabhandlungen verwiesen, insbesondere auf 
Debye, P.; Math. Ann. Bd. 67, S. 535—558, 1909- 

Es ist bei der Anwendung der Sattelpunktmethodc ubrigens nicht 
notwendig, den Integrationsweg genau in der beschriebenen Art zu 
legen, sondem es geniigt, wenn er schheBlich, d. h. fiir groBe Werte des 
Parameters, nach dem entwickelt wird, dieser Lage hinreichend nahe- 
kommt. Auf diese Weise gewinnt Faber, G.: Sitzungsber, Akad. 
Miinchen (math.-phy^. Kl.) 1922, S. 285— 304, eine Anzahl asympto- 
tischer Reihen, z. B. fiir die Hermiteschen undLaguerreschenPolynome. 

6. Methode von Darboux. Eine andere Methode zur Herleitung 
asymptotischer Formeln nihrt von Darboux her*-. Die zu behandeinden 

GrdBen a„ seien als Koeffizienten einer Potenzreihe, also durch eine erzeu- 

00 

gende Funktion K{0 gegeben. Kennt man die SingularitS.ten 

dieser Funktion auf dem Konvergenzkreis — er sei lfj = l, f = e*'’° — 


^ Darboux, G, : M^moire sur T approximation des fonctions de tr^-grands 
nombres, et sur une classe ^tendue de d^veloppements en s 6 rie. Journ* math, 
pures et appL Serie 3 , Bd. 4, S. S —56 u. S. 377—416. I 878 . — Vgl. auch 
Haar, a. : t)ber asymptotische Entwicklungen. Math. Ann. 96 . 
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oo 

und kann man durch Subtraktion bekannter Funktionen /^(C) 

ysrsO 

bewirken, dafi der Rest K — bei Ann^herung an den Konvergenzkreis 
gleichmaBig gegen eine n mal stetig differenzierbare Funktion von (p 
konvergiert, so sind die Koeffizienten der Potenzreihe 

oo 

die Fouriersclien Koeffizienten einer wmal stetig differenzierbaren (d. h. 
fur M = 0 einer stetigen) Funktion von (p und erfiillen daher nach 
Kap. II, § 5, 3 die Bedingung 

— (X^y\ = 0 ; 

v-^oo 


die Werte a^y geben also fiir groBe v eine um so bessere Annaherung 
an ay, je grbBer n gewahlt wird. 

7. Anwendung der DarbouxSfchen Methode zur asymptotischen 
Entwicklung der Legendreschen Polynome. Dies wenden wir an auf 
die Legendreschen Polynome Py{x), die durch die erzeugende Funktion 


(97) 



1 

2'zfn^ 


oo 




gegeben sind. Es sei zun^chst 2 = cos 99, 0 <q> <71. 

Dann ist 1 —2zC + C* = (? — «’’*) — der Konvergenzkreis hat 

den Radius i, und auf ihm liegen die singularen Punkte C = Um 
die Reihenentwicklungen von K nach Potenzen von ^ — aufzustellen, 
setzen wir fest, daB 

yfzr^±9"i =r e** *2 f 

sein soli, wo die Quadratwurzel rechts den durch die Binomialreihe dar- 
gestellten Zweig bedeutet^. Dann wird 

l<(z,C) = r-zL^ (f - «»'’■ + 

Vc-e’’* 

3/ci ^ 

= ii y 

y jsiiiV yt“_";vi ^ \ \ ^ v 

_ fX L.. _ Y 

■ |/2siny ye„ e-9i ^ ' 


^ Lst also a cine positive Zahl, so soli fiir t ==* — a die Wurzel |/t — 

positiv imaginar, dagegen far f =« <?- — a die Wurzel )/c' negativ imaginar 

genommen werden. Die Festsetzung des Textes steht in Einklang mit d er bei 
I’ormel (97) zu erhebenden Forderung, dafi fttr,!: - o die Wurzel ]/l — 2^t + 
deu Wert -f t erhait. 
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Setzen wir dann 








- tj-ny - 1 




‘(piy 




so ist if — /„ auf dem Konvergenzkreis »mal stetig differenzierbar. 
Entwickeln wir also /„ nach Potenzen von C: 


/n(z.f) 




V2sm9-i^ 


e ' - Q<ri_e-rry 


■ - e 






njt i 7 + 1 


mit 


1^2 sin 


//«0 




4 2 


f 4» », (y. + ,-r) ( * /« {y + .V i 


+ 


+ + (yj + JT) il 


~ l/iiin ® ^ ^ (asin?-)"- f 




- (r - /I - 1) Ifii ~ ’ ' ?* ■ +/»”< 
^ ^ 4 » 


[/2sin^ 

(« (5-2-)- (-/- !)»■). 


}• 


SO erhalten wir 

= PnM + 0{fl-^) 

gleichmSBig in jedem Intervall — 1 — s(0<e<;i). Be- 

riicksichtigt man, da6 pn+i,f, — Pn/t = <?(;*““"*) ist, so folgt 

Das erste Glied dieser asymptotischen Entwicklung ist umgeformt 


(99) PA^) 


2 i-3 — (2fi-i) 

J^2sin<p 2 • 4 ■•• 2^ 


cos(^ 4 - {/* + !) 9=>) + o(;i)- 


Ist z nicht reell zwischen — I und -|- 1, so hat von den singulSjen Stellen 
und fs wegen Cif* = 1 die eine, etwa Zi, einen Betrag |Ci| < 1, die 
andere einen Betrag j fal > 'I- AtiI dem Konvergenzkreis | f | = | Ci 1 Uegt 
nur die singulSre Stelle Ci, und wir haben daher nur diese Singularitit 
zu berucksichtigen. Formen wir daher die ersten n Glieder der Ent- 
wicklung von K (z, C) nach Potenzen von C — Ci in eine Potenzreihe 
nach f um, so erhalten wir in den Koeffizienten asymptotische Aus- 
driicke ffir Pf,{z), mit dem Unterschied jedoch, daQ jetzt nur noch 
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systeme 42. 

Bewegung, erzwungene 243, 248, 252, 
257, 338. 

biHneare Integralform 105 
Bilmeare Relation 311, 314, 320. 
Bilinearform 10. 

Bilinearformel fiir iterierte Kerne II6. 
Biorthogonalitatsrelationen 351- 
Du Bois-Reymond, Satz von 172. 
Brachistochrone 145* 

Castigliano, Prinzip von 228, 230. 
Cayley, Satz von 18. 

Charakteristische Zahlen 18, 22. 

Darbouxsche Methode zur asymptoti- 
schen Berechnung 460— 462. 

Dichte Funktionensysteme 85* 
Differenzenverfahren 1 5 1 . 
Dimensionenzahl einer Funktionenfolge 
53. 125. 

Dini, Satz von 47. 

Dipol 446. 

direkte Methoden der Variationsrech- 
nung 148. 

Dirichlets diskontinuierlicher Faktor 69. 

— Integralformel 66. 

— Problem 1S3. 

Divergenzausdruck 165 — 168, 174, 217. 
definite quadratische Form ll. 
definiter Kern lOS- 

Eckenbedingung von WeierstraB und 
Erdmann 221. 

Eichkurve 220. 

Eigenfrequenz 242. 

Eigenfunktionen 246. 

— Existenz von 310, 314, 319, 321. 
Eigenschwingungen 242, 246. 
Eigenvektoren 21, 242. 

Eigenwerte 15, 22—23, 104—113, 246, 

266, 345 ff- 

— , Abschatzungen 401. 

— , Maximum-Minimumeigenschaft 26 

bis 29, 112—113, 351. 

— , Existenz der 26—29, 104—113, 31<>, 
314, 319, 321. 
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Eigenwerte, Extremumseigenschaften 
345. 

— von unendlicher Vielfachheit 392 
Eigenwertprobleme 

asymptotisches Verhalten 285—293. 

— , Definition 246, 266. 

— ftir geschlossene Fiachen 401. 

— mit kontinuierlichem Spektrum 293 
bis 296. 

— , Schrddmgersches 294—296. 

— , Sturm-Liouviilesches 249» 280, 285 
bis 348. 

Eigenwertverteilung 354—368, 373 bis 
387. . 

EinfluGfunktion, s. Greensche Fimktion. 
Einzelkraft 303, 315- 
Elementarteiler 36, 37* 
elliptische Funktionen 196, 197- 

— Koordinaten 195. 

Energieintegral 227- 
Enskog 132. 

Entwicklungssatze 311 — 312, 314, 319, 
321, 343, 370-373, 443-444. 
Erdmannsche Eckenbedingung 215* 
erzeugende Funktionen 412, 413, 439, 
441. 

erzwungene Bewegung 243, 248, 252, 
257, 338. 

Euler, Transformation von 406. 
Eulersche Differentialgleichung 159- 
Extremale 159, 162. 

— , gebrockene 220. 

Fej6rscher Suxifimationssatz 86. 

Fischer- Rieszscher Satz 93. 

FUchensatz 226. 

Form, bilineare 10. 

— , quadratische 1 1 . 

— , Integralform 104, 

Formen von unendlich vielen Vera,nder- 
lichen 33. 

Fouriersche Koeffizientei^ 42, 59* 

— , GrbCenordnung der 62- 
Fouriersche Reihe 58—65. 

Fouriersches Integral 65—69. 
Fredholmscho Formeln 121 — 124. 

— Satze 99. 

freie Render 179— 181. 
Fundamentallemma der Variations- 
rechnung 159. 

Funktionalgleichung der Thetafunktion 
63. 

Funktionenfunktion 142. 
Funktionenraum 48. 


geodiltische Linien 144 , 162, 184. 

Gibbssches Phknomen 90. 

glatt, stuckweise 39. 

Glattheit einer Funktionen menge 51. 

gleichgradige Stetigkeit 48. 

Gradient im Funktionenraum 192. 

Gramsche Determinante 29, 30, 91- 

Greensche Funktion 268, 302 — 321. 
Beispiele 321-337- 

— der Besselschen Differentialglei- 
chung 322. 

— der Hermiteschen Differentialglei- 
chung 323- 

— der Laguerreschen Differentialglei- 
chung 324. 

— der Legendreschen Differentialglei- 
chung 322. 

— , Existenz 318. 

— fhr die Kugeloberflache 327 — 328. 

— ftir einen Kreisring 335 — 337. 

— fiir ein Rechteck 333 — 335. 
fiir ein Rechtflach 328-333* 

— fiir Kreis und Kugel 326. 

— im erweiterten Sinne 307. 

— , Konstruktion 3O6— 307. 

— , Symmetrieeigenschaft 305, 315* 

— und konforme Abbildung 327. 

— und Randwertproblem 302—309, 
314-318. 

— Tensoren 341 — 342. 

Grundldsung 304, 318. 

Grundton 244- 

Haar, Satz von 174. 

Hadamard, DeterminantenabschSltzung 
31. 

Hamiltonsches Prinzip 210. 

Hammerstein, Satz von 137. 

Hankelsche Funktionen 407—411, 414 
bis 4 18. 

— , asymptotische Berechnung fiir groBe 
Argumente 453—455. 

— , asymptotische Berechnung fiir groBe 
Argumente und groBe Parameter 
456-460, 

— , Singularit aten 4 3 3 - 

Haufungsstellenprinzip 49. 

Hauptachsenproblem 20. 

Hauptschwingungen 242. 

Hermitesche Differentialgleichung, An- 
wendung der Methode der Integral- 
transf. 440, 

Hermitesche Orthogonalfunktionen 323. 

Hermitesche Poijmome 283, 440. 
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Hermitesche Polynome, erzeugende 
Funktion 441. 

komogene Form der Eulerschen Diffe- 
rentialgleiclmng 174. 
homogeiie Membran 214, 225. 

— Saite 247 - 249* 

— r Stab 253* 

Indefiniter Kern 105. 

Indikatrix 220. 

inneres Produkt von Vektoren 2. 

— von Funktionen 40. 

Integral, das Dirichletsche 66. 

— , das Fonriersche 65 — 70. 

•— ,das Poissonsche 444—445- 

— von Lebesgue <.)2— 94. 

der Punktmechamk 225 “**226. 
Integraldarstellnngen 

— der Besselschen Funktionen 412 bis 

418 . 

der Hankelschen Funktionen 407, 
418. 

— der Legcndreschen Funktionen 433 
bis 439. 

— • der Neumannschen Funktionen 430 
bis 431* 

— der Tschebyscheffschen, Hermite- 
schen, Laguerrescben Funktionen 
439-441. 

Integralform, bilineare und quadra- 
tiscbe 104 ff. 

Integralformeln von Mellin 87—89- 
Integralgleicbungen (lineare) 

— erster Art 135- 

— zweiter Art Oder Fredholmsche 96. 

— dritter Art Oder polare 136, 137- 
— , homogene 96. 

— , inhomogene .115, 127- 

— ,singulkre 130, 131- 

— , symmetrische 104—120, 126, 127* 

, Volterrasche 133, 292. 

— , Anwendung auf Eigenwertprobleme 
von Bifferentialgl. 302—321. 
Integraltheorem, Fouriersches 65—70. 

— f hr Besselsche Funktionen 293 — 294, 
424-426. 

Integraltransformation, Methode der 
405-406, 407, 437-441- 
Integrodifferentialgleichungen 350. 
Invariant der Eulerschen Differential- 
gleichung 192—199- 
invariante Variationsprobleme 223- 
isoperimetrische Probleme 145— 147> 
187—189* 


isoperimetrisches Problem 

— auf krummen Flkchen 220. 

— Eulersche Gleichung l87- 

— ftir Polygone 149- 

— , Hurwitzsche Ldsung 82. 
itenerte Kerne 116. 

Jacobische Polynome 75, 76, 282—283* 

Kanonische Gestalt von Variations- 
problemen 208. 

kanonische Differentialgleichungen 

207. 

Kelloggsche Methode zur Bestimmung 
von Eigenfunktionen 132. 

Kern, Definition 99. 

— , ausgearteter 113, 

— ,definiter 105. 

— , iterierter 116. 

— , Idsender Oder reziproker 119. 

— , sy mmetrischer 104—113. 

— , symmetrisierbarer 137. 

— , unsymmetrischer 133, 134. 
Kettenlinie 146, 188. 
kinetische Energie 210. 
kleine Schwingungen 211. 

Knickkraft 232. 

Knickung 232. 

Knotenpunkte 258, 3921, 403- 
Knotenlinien 257, 259, 261, 342. 
konforme Abbildung 327* 

Kontinua, Schwingungen dreidimen- 
sionaler 269—271- 

kontinuierHches Spektrum 293—296. 
Koordinaten, elliptische 195- 

— , Normal- 241. 

— , Polar- 195- 

— , rotationselliptische 197* 

— , rotationsparaboUsche 197, 198- 
Konvergenz, mittlere 43, 93- 
Konvergenzsatz von Lebesgue 93. 
Kugelflkchenfunktionen 274. 
Kugelfunktionen von Laplace 270, 272 
bis 273, 441-451. 

— , Entwicklungssatz443— 444. 

— , Maxwell-Sylvestersche Darstellung 

445-451* 

— , symmetrische 443* 

— Vollstandigkeit 443* 
Kugelfunktionen von Legendre 280 bis 

282, 322, 433—437. 

— , asymptotische Formeln 461, 462. 

— , Differentialgleichung 73- 
— , erzeugende Funktion 72, 439- 
,hdherer Ordnung 282, 437* 

30 
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Kugelfunktionen von Legendre, 
Integraldarstellungen 433 439- 

— als spezielle Laplacesche Kugelfunk- 
tionen 273. 

— , Rekursionsformeln 435- 

— zweiter Art 435 — 437- 
— , zugeordnete 282^ 437- 
ktirzeste Linien 144, 162, l84. 

Lagrangesc he Be wegungsgleichungen 
210 . 

Lagrangescher Multiplikator 140, 190, 
199ff. 

Laguerresche Differentialgleichung, An- 
wendung der Methode der Integral- 
transformation 440 — 441 . 

— Polynome bzw. Orthogonalfunk- 
tionen 75, 79, 284-285, 295, 324, 
440-441. 

Lam^sche Funktionen, — Gleichung, — s 
Problem 275-279- 

Laplacesche Integraldarstellung der Lc- 
gendreschen Kugelfunktionen 435 
bis 436, 438. 

— Kugelfunktionen s. Kugelfunktionen 
von Laplace. 

— Transformation 406, 414. 
Lebesguesche Theorie 48. 

— Integrale 92, 93. 

—r Konvergenzsatz 93. 

L^egendresche Differentialgleichung, An- 

wendung der Methode der Integral- 
transformation 437—438. 

— Kugelfunktionen s. Kugelfunktionen 
von Legendre. 

— Bedingung in der Variationsrech- 
nung 159, 184. 

— Polynome 70—74, 281, 349, 439, 
461—462. 

lichtstrahlen 140, 145, 163, 184, 21 9. 
Lichtzeit 140. 
lineare Abhangigkeit 

— von Vektoren 2. 

— von Funktionen 41. 

Hneare Gleichungen 2ff. 

— Transformation 5, 14. 

Liouville s. Sturm-Liouville. 
logarithmisches Potential 326. 

Idsender Kern I19 

MaB einer Punktmenge 92. 

Matrix 6ff. 

Mathieusche Funktionen 340. 


Maximaifolge 149- 

Maximum-Mmimum-Eigenschaft der 
Eigenwerte 26 — 29, 112, 351 
Maxwellsche Theorie der Kugelfunk- 
tionen 445 — 451. 

Mehrfacher Eigenwert 110. 

Melhnsche Umkehrformeln 87- 
Membran, potentielle Energie 214. 

— , Variationsproblem und Differential- 
gleichung 214, 215- 

— , homogene 255 — 262. 

— , unhomogene 263- 

— , kreisfdrmige 260 > 262. 

— , rechteckige 258 — 259- 
— krumme 274. 

— , Mmiiyumsatz 402—403. 

Mercerscher Satz 117. 
mcBbare Punktmengen 92. 
Minimalfiachen 156, 165. 

Minimalfolgen 149. 
Minimumeigenschaften der 
— Eigenfunktionen 136. 

— Eigenwerte 397, 399. 
mittlere Konvergenz 43, 93. 
multiplikative Variation 398. 
Multiplikator, Euler-Lagrangescher 140, 
190, 199ff. 

Mttntz, Satz von — liber die Vollstandig- 
keit von Potenzen 86. 

Nachbarschaft 144. 
nattirliche Randbedingungen 179. 
j negative Eigenwerte 362. 

I Newtonsches Potential 326. 
Neumannsche Funktionen 410—412, 
429-432. 

— , Singularitaten 433- 
— , Integraldarstellungen 430—431- 
— , Potenzreihenentwicklungen 431 Ws 
432. 

Neumannsche Reihe 8, 16, 119, 

292. 

nichtholonome Bedingungen 191- 
Norm eines Vektors 2. 

— einer Funktion 40. 
Normalkoordinaten 241. 

normierte Vektoren bzw. Funktionen 2, 
40. 

Nulldsungen 97. 

Nullmenge 92. 

Nullstellen der Eigenfunktionen 392 bis 
396. 

— der Besselschen Funktionen 392, 426 
bis 429. 
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Obertdne 244. 
orthogonale Vektoren 2, 

— Funktionen 40. 

— Transformationen 13, 4Sr 46. 
OrthogonalisierimgsprozeE ftlr Vektoren 

4 .. 

— filr Fnnktionen 41. 
Orthogonalsystem, vollstkndiges von 

Vektoren 3, 4. 

— , vollstSindiges von Fnnktionen 43- 
Orthogonalsysteme. spezielle s. Bessei- 
sche Funktionen, Hermitesche Poly- 
nome, Jacobische Polynome, La- 
guerrcsche Polynome, Kugelfunk- 
tionen von Laplace, von Legendre, 
Tscbebyscheffsche Polynome. 

— “ zn einem unsymmetrischen Kern 
134. 

Oszillationstheorem 39S« 

Parabolische Koordinaten 198. 

Phase 242. 

Phasenverschiebung 243- 
Picard, Satz von — iiber die Aufldsbar- 
keit einer Integralgleichung 135* 
Platte, potentielle Energie 217- 
— , Variationsproblem nnd Differential- 
gleichung 218—219- 
— , Eigenwertproblem 263 -“265- 
— , kreisfdrmige 264—265. 

— , Minimnmsatz 402—403- 
— , asymptotische Eigen wertverteilnng 
400. 

Poissonsche Gleichnng 318. 

— Snmmationsformel 64. 

Pbissonsches JCntegral 444—445* 
polare Integralgleichnng 136, 137. 
Polarkoordinatcn, Transformation von 

id 14 anf 194» 195- 
Potential, Newtonsches 326. 

— , logarithmisches 326- 
Potentialgleichnng l65- 
Potentialtheorie 152-156, 271“-279» 
314-320, 326-337. 

Produkt, inneres von Vektoren 2. 

— von Funktionen 40. 

Quadratische Form 10—12, 19—29- 

— Integralform I04ff. 
quellenmaBige Barstellung von Funk- 
tionen 97. 

Rand, freier 179— 1 Si. 
Randbedingungen, nattirliche 179— lS4. 


Randbedingungen, homogene und un- 
homogene 236. 

— mit Parameter 400. 

— fiir die schwingende Saite 250. 

— fiir den schwingenden Stab 253- 

J Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
I 2tS, 271-280. 

1 Rechtflach, konfokales 275. 

Reihe, Fouriersche 58—65- 

— , Neumannsche 8, I6, 11 9, 292. 
Resolvente einer Bilinearform 16. 

— einer quadratischen Form 24—26. 

— einer linearen Integralgleichung 11 9, 

123. 

reziproker Kern 11 9, 120. 

Reziprozitat bei Variationsproblemen 
mit Nebenbedingungen 140. 
Reziprozitatsformeln zwischen bestimm- 
ten Integralen 68, 69, 83, 84. 
Riesz-Fischerscher Satz 93, 94. 
Ritzsches Verfahren zur L6sung von 
Variationsproblemen 149— 1 5 1 - 
rotationselliptische und -parabolische 
Koordinaten 197, 198. 

Saite, potentielle Energie 212. 

— , Variationsproblem und Differential- 
gleichung 212. 

— , homogene 247—249- 
—, unhomogene 249—253- 
— , gezupfte 337- 

— , Beispiele zur schwingenden — 337 
bis 338. 

Sattelpunktmethode 455—456, 460. 
Schiaflische Integraldarstellung der Le- 
gendreschen Kugelfunktionen 433 
bis 435. 

Schmidtsche Methocie zur Herleitung 
der Fredholmschen Satze 131, 132. 
Schwarzsche Ungleichung 

— fiir Vektoren 2. 

— fiir Funktionen 40. 

Schwebungen 338. 

Schwerpunktsatz 226. 
Schwingungsgleichung 245, 249, 255, 

263, 339. 

— Beispiele zur 339—340. 

Schrddinger, Eigenwertprobleme vom 
Schrddingerschen Typus 387- 
Schrbdingersches Eigenwertproblem 294 

bis 296. 

Seilschwingungen 338—339- 
singuiare Integralgleichungcn 130 bis 

131. 
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SingularitMen der Besselschen Funk- 
tionen 433. 

Spektraldichte 85 
spektrale Zerlegung 85- 
Spektrum einer Matrix 15- 

— emer unitaren Matrix 37, 38. 

— emer Differentialgleichung 293. 

, kontinuierhches 85, 293 — 296, 389- 
Sprungbedingungen 350. 

Stab, potentiello Energie 213* 

— , natiirliche Randbedingungen 214. 

— Variationsproblem und Differential- 
gleichung 213- 

— , Eigenwertproblem 253—255. 
stationSire Funktionen bzw. Kurven 160. 
Steiner, ein Problem von 141. 

Steiners L6sung des isoperimetrischen 
Problems 149- 
stetig, stiickweise 39. 
stetige Abhangigkeit vom Kern 128. 
Stetigkeitseigenschaiten der Eigenwerte 

363* 

Stirlingsche Formel 452—453. 
Stdrungsrechnung 296 — 300. 

— , Beispiel zur 300—302. 
Streckenspektrum 293 — 296. 
stiickweise glatt 39. 

— stetig 39, 

Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem 
249-252, 280-285, 285-293. 348, 

395. 

summable Funktionen 92. 
Summationsformel von Poisson 64. 
Superpositionsprinzip 235. 

Sylvester, algebraischer Satz von 448, 

450-451. 

— , Maxwell-Sylvestersche Darstellung 
der Kugelfunktionen 445—451- 
symmetnscher Kern 104—113. 
symmetrisierbarer Kern 137.- 

Tensor 5* 

— , Greenscher 341 — 342. 
Thetafunktionen, Anwendungen 332, 
333, 336, 337. 

— , Funktionalgleicbung 63. 
Thomsonsches Prinzip der Elektrostatik 

227. 

Tonhohe 242. 

Tragheitsgesetz der qnadratischen For- 
men 24. 

Transformation 

— , Hauptachsentr. emer qnadratischen 
Form 19—28. 


Transformation von Laplace 406, 414. 
— , Integraltr. einer Differentialglei- 
Chung 405- 406, 40?, 437 - 441 . 

— , Eulersche 406. 

— ,lineare 2ff. 

— ,Mellinsche Integraltr. 87 — 80. 

— , orthogonale 13, 45. 

— , unendlich klcine lineare 33 — 34. 

— • m unend lich vielen Vanablen 45 — 46. 

, imitilrc 14. 

— von Au 194. 

— von Vanationsproblemen 109— 209. 

— von Friedrichs 202. 
Transformationsformel der Thetafunk- 

tion 63, 64. 

Transversalit^t 18I- 184. 
Tschebyscheffschel )ifferentialgleichung, 
Anwendung der Methode der Inte- 
graltransformation 4 39 — 440. 

— Polynome 74. 75, 282-283, 44u, 441. 

Umkehrformeln von Mellin 87—89. 
UnabhiingigkeitsmaB 30, 52. 
unendlich kleine lineare Transformation 

33-34. 

— viele Variable 33, 45-46, 136, 151 
bis 156. 

unendliches Anwachsen der Eigenwerte 
111, 247, 358. 

Unitdre Matrix 9* 

— Transformation 14. 
Unitaritatsbedingungen 14. 
Unhomogene Integralgleichungen 115, 

116, 127, 128. 

— Membran 263- 

— Randbedingungen 236. 

— Saite 249-253* 

Variation, erste 16O, 179—184. 

— , zweitc 184. 

— bei verilnderlichem Gebiet 221. 
Variationsableitung 159. 

Vektoren 1—2.* 

Versteifung 244. 

Vielfachheit eines Eigenwerts 97, 110. 
vollst^ndiges orthogonales System von 
Vektoren 4. 

— von Funktionen 43. 

— von Funktionen in mehreren Varia- 
blen 96. 

Vollst&ndigkeitsrelation 4, 43. 
VollstS-ndigkeit 

— der Eigcnfunktionen einer Differen- 
tialgleichung 311, 314, 319, 368. 
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Vollst&ndigkeit der Hermitescken Poly- 
Bome Si. 

— der Laplaceschen Kiigelfunktionen 
443 . 

der Laguerreschen Polynome Si. 

^ der Legendreschen Polynome 70. 
der Sturm-Liouvilleschen Eigen- 
funktionen 31 i. 

— der trigonometrischen Funktionen 
57, 5S. 

— der Potenzen SS-'S?. 

Volterrasche Integralgleichung 133. 292. 


W^meleitung 268— 269* 

WeierstraB sch.e Eckenbedingung 221. 
WeierstraB sober Approximationssatz 
55-57. 

— Satz liber die Extrema stetiger Funk- 
tionen 20, 139. 

Wellenfront lS4. 

Wellennormale 184. 

Zylinderfunktionen s. Besselscbe F., 
Hankelscbe F., Matbieusche F., 
Neumannscbe F. 


Druckfehlerberichtigung. 

Auf S. 222, 5. Formelzeile von unten heiBt es unter den Integralen G* 
statt G(€), 

In der letzten Formelzeile heiBt es auf den recbten Seiren der Gleichungen 
X, y statt X, y. 













